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Tous les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions de-
vront étre rédigées de maniére rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront
invoqués, ils devront clairement étre énoncés. Le baréme est donné a titre
indicatif.

Exercice 1 - Autour de la constante v d’Euler (~ 5 points).
1) On définit
1 1
Y 1= (1—|—7—|—---—|——> —Inn.
2 n
Trouver un équivalent de 7,41 — v, lorsque n — oo et en déduire que (7,,) converge vers
une constante v € R.

2) Montrer que
ol 1 1
Y AR
1 Moo n

ou [z] désigne la partie entiére de x. En déduire que

S

et en particulier que v > 0.

3) Montrer que

et en déduire que

o0

an ::/ (1—£)nlnxda¢—> e “lnzdz.
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4) En posant x = n(1 — y), montrer que

1
ay, = Inn +nb,, ou by, ::/ y" In(1 —y) dy.
0

n+1
Démontrer que
i 1 yn—i-k
b, = — / dy.
oo b
En observant que
> 1 1 &1 1 1
> - G )
k:lk(n+k+1) n+ 1 Koo &~ k- n+k+1 n+1j:1]

en déduire que

v = —/ e ’lnxdr.
0
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Exercice 2 (~ 5 points). Soit A la mesure de Lebesgue sur R?. Pour tout a > 0, on définit
I’ensemble
Ky :={z,y > 0; 2% +y* < 1}.
1) Démontrer que

lim  A(Ka) = 1.

a——+00

/ 1. dA,
R2

effectuer le changement de variables (r,6) — (r(cos 0)%/®, r(sin §)%/®).

2) Dans l'intégrale

3) En déduire la valeur de la limite

a—+00 (Y

1 s
lim / (sinf)a ' do.
0

Exercice 3 (~ 5 points).
Soit f : R — R une fonction dérivable (en tout point) de dérivée f’ bornée. On fixe x < y
deux réelles, et notre objectif est de démontrer le théoréme fondamental de I'analyse :

ﬂw—ﬂmz/WwMu

ou l'intégrale est définie au sens de Lebesgue (et dt désigne donc la mesure de Lebegue).

1) Pourquoi f est-elle mesurable ? Pour une suite (h,) de R telle que h,, — 0, on définit la
suite de fonctions (gy,) par

VEER,  galt) = 1 (F(t+ hn) — F(1).

n

Montrer que f’ est mesurable. Pourquoi a-t-on
VieR, |g.(t)] <C,

pour une certaine constante C € Ry 7

2) Montrer d’une part que
y y
lim [ gn(t)dl = / f'(t) dt.

n—oQ T

3) Montrer d’autre part que

[ ata= st [ seas [T 0 a),

puis que



Exercice 4 - « régularité » de la mesure de Lebesgue (~ 5 points) On note
2A([0,1]) la tribu borélienne sur [0,1] que 'on munit de la mesure de Lebesgue A. On note A
'algébre induite par les intervalles de [0,1] : A € A si et seulement si

n

A = U(CLZ‘, bi),

i=1

ou (a;,b;) désigne un intervalle (ouvert, fermé ou semi-fermé) de [0, 1]. On rappelle que pour
A, B € #([0,1]), on note

AAB = (AUB)\(AN B) = (A\B) U (B\A)

la différence symétrique de A et B. On définit enfin ’ensemble de parties

1)
2)

C:={C e B0,1]); Ve >0, JA. € A, N(CAAL) < e}

Observer que A C C.

On montre dans cette question que C est stable par limite croissante. Pour cela, on
considére une suite croissante (Cy,) de C et on note C := U;>1C}. On fixe € > 0.
- Montrer que C € #(]0, 1]).
- Montrer qu’il existe n > 1 tel que A(C\C,,) < £/2 et qu'il existe A, € A tel que
AMCrAA,) < e/2. En déduire

AMCAA),) < e.

- Conclure que C' € C.
Montrer que C est stable par limite décroissante.
En déduire que C = #([0, 1]).

On rappelle que l'on dit que ¢ : [0,1] — R est une fonction en escalier si elle est de la
forme

J
g(l‘) = Za] 1(aj,bj)7
j=1

ou les intervalles (ouverts, fermés ou semi-fermés) (a;,b;) forment une partition de [0, 1]
et a; € R.

Etablir que pour tout f € £1([0,1]), il existe une suite (f,) de fonctions en escalier telle
que

[fn = Fllgr = 0.



