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Dans tout le sujet pour tout a €]0, 1[, g désigne le quantile d’ordre « de la loi normale N (0, 1).
Approximations & 1072 pres : go.9 = 1.28, go.95 = 1.64, qo.975 = 1.96, qo.99 = 2.33, go.999 = 3.09.

Exercice 1 (questions de cours (/5))

1. Nous souhaitons tester I'indépendance entre le nombre d’années d’étude et le revenu dans
une population donnée. Le nombre de modalités de la variable nombre d’années d’étude est
8 et la variable revenu est regroupée en 8 classes. Donner le nombre de degrés de liberté de
la loi du x? utilisée pour effectuer le test du y? d’indépendance.

Solution: Le nombre de degrés de liberté est (J —1)(K —1) = (8 —1)(8 — 1) = 49.

2. Expliquer en une phrase pourquoi un test qui rejette tout le temps I'hypothese nulle Hy
n’est pas conforme au principe de Neyman.

Solution: Un tel test & un niveau de 100%, il n’est donc pas de niveau o pour o < 1.

3. Soit # un estimateur d’un parametre 6 tel qu’il existe o > 0 tel que

@(5— 9) —=— N(0,1).

[0} n—-4o0o

De quoi avons-nous besoin pour construire un intervalle de confiance asymptotique pour le
parametre 6 7

Solution: Nous devons trouver un estimateur convergent de o.

4. Soit f: R — R une fonction. Quelles propriétés f doit-elle vérifier pour étre une densité de
probabilité 7

Solution: Elle doit étre positive et vérifier [, f(t)dt = 1.




5. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées)
selon la densité fy de parametre #. Définir le score des observations.

Solution: Le score des observations est la variable aléatoire

ol
C0:X1,...,X,),
80( y A1, ’ )
ou l(8;x1,...,x,) =log (II"_; fo(z;)) est la log-vraisemblance des données.

Exercice 2 (saturation des antenne-relais mobiles (/4)) A un instant donné, n = 2800
personnes utilisent leur téléphone dans le secteur d’une antenne-relais téléphonique. Parmi ces
personnes-la,

e 11 = 2500 personnes utilisent leur téléphone pour une communication téléphonique, avec
un débit moyen de p1 = 94.8 Kb.s™! (écart-type o1 = 20 Kb.s™1),

e no = 330 personnes utilisent leur téléphone pour visionner une vidéo, avec un débit moyen
de pp = 150 Mb.s~! (écart-type oo = 6 Mb.s™1).

Nous souhaitons estimer la probabilité que I’antenne soit saturée, c¢’est-a-dire la probabilité que
le débit total des utilisateurs excede la capacité de 'antenne-relais 50 000 Mb.s~ 1.

On rappelle que 1 Mb.s™' = 10% b.s7! et 1 Kb.s™! =103 b.s™L

Soient X1, ..., X, le débit des personnes qui téléphonent en Mb.s~! et Y1,...,Y,, celui des
personnes qui visionnent des vidéos en Mb.s~!. On suppose que

X1,y Xy ~iia N, 0%)

Vi, Yoy ~iga N(p2,03)
et que Xi,...,X,, est indépendant de Y7,...,Y,,.

1. Donner, en fonction de u1, ni, 0% et ua, no, O'%, la loi du débit total

D=Xi+.. 4+ Xp, +Yi+... 47,

Page 2



Solution: La somme de variables aléatoires normales indépendantes suit également une
loi normale et nous avons

E[D] = EXi1+...+Xp, +Y1+...+Y,,]
= EXi]+...+E[X,, | +E[Yi] + ... + E[Ys,]
= niu1 + nopo.
et
Var(D) = Var(Xi+...+Xp, +Y1+...4+Y,,)
= Var(X;)+...+ Var(X,,) + Var(Y1) + ... + Var(Y,,)
= ??,10%4-7120'%.
Donc

D ~ N(nypy + nopig, n1os 4+ nyos).

2. En déduire que
D ~ N(MDa U2D)7

ol up =49 737 Mb.s™! et op =109 Mb.s™!.

Solution: On calcule up et op a partir de la question précédente.

1000

20 \°
op = \/n10? + 0} = \/2500 X (1000) + 330 x 62 = 109.

+ 330 x 150 = 49 737.

pp = nipa + ngpg = 2500 X

3. Montrer que
P(D > 50000) < P(Z > 2.4),

ou Z ~ N(0,1).

Solution: D’apres 2.

D —pp _ 50000 — pup

P(D > 50000) = P <P(Z > 2.4),
op 0D
———
>2.4
car P=ED ot Z suivent la méme loi.

oD
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4. En déduire que la probabilité que I’antenne soit saturée est inférieure a 1%.

Solution: D’apres la question précédente, la probabilité que ’antenne soit saturée est
P(D > 46000) < P(Z > 2.4) <P(Z > qo.99) =1 — Fz(q0.99) = 1 — 0.99 = 0.01,

ou Fz est la fonction de répartition de Z.

Exercice 3 (Estimation et censure (/11))

Une assurance souhaite modéliser la durée des contrats d’assurance vis pris par ses clients.
Pour cela, ’entreprise suit n clients pendant une certaine durée.

Nous modélisons la durée du contrat pris par le i-eme client par la variable T; et la durée
d’observation du i-eéme client par la variable C;. Si T; > C;, nous n’observons pas T; (le contrat
a pris fin apres la fin de la période d’observation) de sorte que nous observons seulement

Nous supposons que T1,...,T, est i.i.d. selon une loi exponentielle £(A\) de parametre A > 0
inconnu et Cy,...,C, est i.i.d. selon une loi exponentielle £(\g) de parametre Ag > 0 connu et
que T1,...,T, est indépendant de C1,...,C,.

L’objectif de cet exercice est de proposer un ou deux estimateurs du parametre A et de
donner des intervalles de confiance asymptotique.

1. Nous commencons par déterminer la loi de X1,...,X,,. Soient T' ~ E(A\) et C ~ E(Ng), T
indépendant de C. Nous posons X = min{T"; C'}.

(a) Montrer que, pour tout ¢ > 0, la fonction de répartition de T' vérifie

FT(t) =1—e M

Solution:

(b) Montrer que, pour tout x > 0,

P(X >z)=P(T > z)P(C > x).

Solution: Nous avons
P(X > z) =P(min{T;C} > 2) =P(T >z et C >z) =P(T > 2)P(C > z),

par indépendance de T et C.
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(¢) En déduire que la fonction de répartition de X, vérifie, pour tout = > 0,

Fx(z) =1—e A+ho)z,

Solution: D’apres la question précédente

Fx(z)=1-P(X >2)=1-P(T > 2)P(C > x).
D’apres 1.(a),

P(T>z)=1—-Fp(z)=1—(1—e ) =e

De méme,
P(C > z) = e~ 0,
D’ou
Fx(z)=1—e e 0% =1 — e~ (Mo,

(d) En déduire que la densité de X est
fx(@) = (A4 do)e MOy

et que

Solution:

Méthode 1 On remarque que, d’apres (c) et (a), Fix est la fonction de répartition
d’une loi exponentielle de parametre A + A\, on en déduit donc la densité et
I’espérance.

Méthode 2 Pour une loi continue, la densité est la dérivée de la fonction de
répartition donc, d’apres (c), pour tout z > 0,

fx(x) = F(z) = (A + Ag)e” o)z,

Et d’autre part
oo +00
E[X] = / fo ($)dx = ()\ + AO)/ 1’6_(>\+>\0)xdx_
0 0

Par intégration par parties (u(z) = z, v/(x) = e~t20)%) on obtient le
résultat voulu.

2. Nous définissons dans un premier temps un estimateur des moments de A.

(a) Proposer un estimateur des moments AMom g ).
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Solution: D’apres 1.(d),
1
A= —— — Ao
EX] ™

Donc, en posant pq = E[X], A = g(u1) avec g(t) = + — Ao. On définit donc,

1

AMom — g(711) = — — Ao,
M1

f1 =

S|

>
i=1

qui est bien défini car 1y > 0.

XMom

(b) Montrer que est convergent.

Solution: La fonction g est continue sur |0, +o0o[ et 1 €]0, +00, donc, d’apres le
cours MM est convergent.

(¢) Montrer que AMom gt asymptotiquement normal et exprimer sa variance asymptotique

en fonction de A et Ag.

Solution: X suit une loi exponentielle, donc elle admet un moment d’ordre 2,

1 1 \?2 2
=E[X?] = Var(X) + puf = = ——.
pa = B[X7] = Var(X) + i1 (A+)\0)2+()\+/\0> O+ Ao)?

La fonction g est de classe C' sur ]0, +oo[ et 1 €]0, +00], de plus
, 1
g(m)=—-—#0.
H1

Donc, d’apres le cours (résultat issu de la méthode A), AMom ot asymptotiquement

normal et sa variance asymptotique est

/ 2
(n) (YMomy __ (g (:ul)) VZ-H'(X) _ 1
Var'™ (AM) = - eSS
231 0
Comme 1 = ﬁle, cela donne
Var(™ (XMom) - M.
n

3. Passons maintenant a l’estimation par maximum de vraisemblance.

(a) Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance de .
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(c) Nous supposons que les conditions H,.y, du cours sont vérifiées. En déduire que

Solution: D’apres la question 1.(d), la log-vraissemblance du probleme est, pour

tout x = (x1,...,z,) tel que x; > 0 pour tout i,

%) = Zlog(fx(:ci)) = Zlog(()\ + Ag)e~ Aol
=1 i=1

= > log(A+ o) = (A+X0) D i

i=1 i=1

= nlog(A+Xo) — (A+Xo) Y _ i
=1

Calculons la dérivée de la log-vraisemblance

ol n -~

—(\; = — i

¥ =X g !
La condition nécessaire nous donne

or ., n -
O_W\(A,X)_)\*ﬁ-)\o_;ajz

c’est-a-dire n
* —
VoS
i=1Ti

Pour vérifier la condition suffisante, calculons la dérivée seconde

0%, n
g NiX) = g <

Donc l'estimateur du maximum de vraisemblance est

NEMV _ oy
2 limy X "

Calculer 'information de Fisher associée au probleme d’estimation.

Solution: 2
n
IN) =-E|—W\x)| = ——.

est asymptotiquement normal et préciser sa variance asymptotique.
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Solution: D’apres le cours, APMV est asymptotiquement normal et sa variance

asymptotique est
~ 1 ()\ + )\0)2
ar™( ) I()\) n

4. A partir des questions précédentes, donner un intervalle de confiance au niveau « pour A.

Solution: On remarque que NEMV — /A\Mgm, nous noterons donc par la suite 2=
AEMV: — \Mom Fp ytilisant indifféremment la question 3.(c) ou la question 2.(c), nous

avons

Aﬁo (X— )\) —= N(0.1).

Ao est supposé connu mais A est inconnu. D’apres, 2.(b), A est un estimateur convergent

de )\, donc, par continuité de la fonction ¢ — ;\:[))‘\%,

/)\\-F Ao P
— 1.
A+ Ay n—+too

En utilisant le théoreme de Slutsky, nous avons finalement,

S (R-a) Ao,

Nous pouvons en déduire directement l'intervalle de confiance suivant pour A.

/):—i-)\(]
Jn

AEqay
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