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Rappel sur les modéles ARMA

» Un processus stationnaire {X;, t € Z} obéit a un modéle
ARMA(p,q) s'il vérifie une équation du type

Xe = ct+piXe—1+paXe—o+...+opXeep+ Zi+01Ze 14022 _2+.. 40424, Vt € Z,
(1.1)
avec ¢ € R, (¢1,...,p) € RP, (01,...,0,) € R9 et
{Zs, t € Z} un bruit blanc.
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Rappel sur les modéles ARMA

» Un processus stationnaire {X;, t € Z} obéit a un modéle
ARMA(p,q) s'il vérifie une équation du type

Xe = ct+piXe—1+paXe—o+...+opXeep+ Zi+01Ze 14022 _2+.. 40424, Vt € Z,
(1.1)
avec ¢ € R, (¢1,...,p) € RP, (01,...,0,) € R9 et
{Z;,t € Z} un bruit blanc.

» L'équation (1.1) peut se réécrire a |'aide de I'opérateur retard
B (défini par BX; = X;_1) :

Xi = c+p1BXi+02 B> Xe+...+0p BP Xe+ 21401 BZi+-0,B* Zi+...+0,B7 7, Vt,
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Rappel sur les modéles ARMA

» Un processus stationnaire {X;, t € Z} obéit a un modéle
ARMA(p,q) s'il vérifie une équation du type

Xi = ct+piXe—1+paXe—o+...+pp Xeep+ Zi+01 214022 _2+.. 40424, Vt € Z,
(1.1)
avec ¢ € R, (¢1,...,0p) € RP, (01,...,04) € R9 et
{Z:, t € Z} un bruit blanc.

» L'équation (1.1) peut se réécrire a l'aide de I'opérateur retard
B (défini par BX; = X;—1) :
Xi = c+p1BXi+02 B> Xe+...+0pBP Xe+ 21401 BZi+-0,B* Zi+...+0,B9 7, Vt,

ou

X—01BX —p2B°X —...—ppB° X = c+ Z+60:BZ +60:B°Z +...+0,B9Z.
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Rappel sur les modéles ARMA

» Un processus stationnaire {X;, t € Z} obéit a un modéle
ARMA(p,q) s'il vérifie une équation du type

Xe = ct+piXec1+paXe—o+...+opXeep+ Zi+01 214022 _2+.. 40424, Vt € Z,
(1.1)

avec ¢ € R, (¢1,...,0p) € RP, (01,...,04) € R9 et
{Z:, t € Z} un bruit blanc.
» L'équation (1.1) peut se réécrire a I'aide de I'opérateur retard
B (défini par BX; = X;—1) :
Xi = c+p1BXi+02 B> Xi+...+0pBP Xe+ Zi4-01BZi+0,B* Zi+...+0,B 7, V't

ou

X —01BX —p2B°X —...—ppB°X = c+ Z+0:BZ +0:B°Z +...+0,B9Z.
ou encore

(I —p1B —2B* — ... —0,B)X = c+ (I + 1B + 0.8 + ... + ,B%) Z,

avec | |'opérateur identité (1X; = X;).
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Rappels sur les polynémes

» Un polynéme de degré p € N est une expression de la forme :
ap + 31X1 + 82X2 + -+ apo

ou X est I'indéterminée et a, ..., a, sont les coefficients du
polynéme.

» A chaque polynéme, on peut associer une fonction
polynomiale définie par :

f(z) =a0+a1z+ ... + apz".

» On appelle racine d'un polynéme f dans C tout élément de
z € C tel que f(z) = 0.
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Représentation polynomiale d'un ARMA

Définition alternative
Un processus {X;, t € Z} obéit a une équation de type ARMA(p,q) s'il est
stationnaire et vérifie une équation du type

®(B)X = c+©(B)Z,
ot ® est un polynéme de degré p et © un polynéme de degré g.

Remarque :
On supposera par la suite que ® n’admet pas de racine o de module <1. Dans
le cas contraire :

» Si & admet une racine o de module 1 et

> si ©(a) = 0, on peut simplifier I'écriture car

®(z) =(z—a)P(z) et O(z) = (z — a)O(2);
> si ©(«) # 0 alors le processus X ne peut pas étre stationnaire.

> Si ® admet une/des racine(s) de module <1. On peut réécrire |'équation
(représentation isospectrale causale inversible).
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Exemple de méthode de prévision d'un processus ARMA (1)

» Si ® n'admet pas de racine de module <1, alors il existe
a <1< b, et(g)j>0o tels que

o(z)
®(2)

= Z ¢jZ/ pour tout z tel que a < |z| < b.
j>0

» L'équation ARMA &(B)X = ©(B)Z se réecrit

X = chBth = chzt_j.

j>0 j>0
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Exemple de méthode de prévision d'un processus ARMA (II)

> A partir de la forme X; = >_j>0 GZt—j on peut écrire, pour un
horizon h > 0 -
Xeyh = Z Giliih—j

j>0
» Aprés calcul, on obtient une mise a jour récursive de la prédiction
Xt+h|t = IE[Xt4—h|X17 ) Xt] :

Xt+h\t+1 = Xt+h\t —ch1(Xey1 — Xt+1\t)-

» En pratique, aprés avoir choisi les ordre p et g, on estime les
coefficients par maximum de vraisemblance, ce qui nous donne une
estimation des paramétres ¢ et . On calcule ensuite une
estimation de la suite co, ..., cy—1, et on initialise (par exemple

Xl\O = = Xh|0 =0 pUIS

Xt+h\t+1 = Xt+h\t - fh—l(XtH - Xt+1\t)~
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Intervalle de prévision

» Si le bruit (Z;):ez est un bruit blanc gaussien de variance o2,
alors
h—1 h—1
2 2
Xeph = Xecne = Y GZernj~N [ 0,6 ¢
j=0 Jj=0

» On peut donc dériver un intervalle de prévision pour X;j, :

Pl(a) = )?tJrh\t tq1a2

avec Gy, /> quantile d'ordre 1 — /2 de la NV(0, 1).
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lllustration ARMA(1,1)

Forecasts from ARIMA(1,0,1) with non-zero mean
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Définition des modéles ARIMA

Définition
Un processus (X;):cz est un processus ARIMA(p,d,q) si A9X est
un processus ARMA(p,q).

Comme A =1 — B, un processus ARIMA(p,d,q) s’écrit :

(1-B)Y®d(B)X = ©(B)Z.
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lllustration ARIMA(1,1,0)

Chronogramme de X ACF de X
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LTests de non-stationnarité

Test de racine unitaire (Dickey-Fuller)

Cas | : la série ne montre pas de tendance i.e. il est raisonnable de supposer que E[X;]
constant.

On se place dans le modéle :
Xe = 1+ @Xi—1 + Z; avec (Z:)tcz, BB gaussien.
On souhaite différencier le cas
Ho : ¢ = 1 (non stationnaire)

du cas
M1 : ¢ < 1 (stationnaire en général).

Le test est similaire au test de Student 5 = 1 contre 8 < 1 pour le
modéle linéaire Y; = o + 5X; + ;.
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LTests de non-stationnarité

Test de racine unitaire (Dickey-Fuller)

Cas | : la série ne montre pas de tendance i.e. il est raisonnable de supposer que E[X;]
constant.

On se place dans le modéle :
Xe = 1+ @Xi—1 + Z; avec (Z:)tcz, BB gaussien.
On souhaite différencier le cas
Ho : ¢ = 1 (non stationnaire)

du cas
M1 : ¢ < 1 (stationnaire en général).

Le test est similaire au test de Student 5 = 1 contre 8 < 1 pour le
modéle linéaire Y; = o + 5X; + ;.

library(’urca’)

testl <- wr.df(X,type="drift", lag=0)
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|—Tests de non-stationnarité

Test de racine unitaire (Dickey-Fuller)

Cas Il : la série montre une tendance linéaire.
On se place dans le modéle :
Xe = P14 Bat + pXe—1 + Z; avec (Z;)tcz BB gaussien.
On souhaite différencier le cas
Ho : ¢ = 1,82 = 0 (tendance liée au (1 # 0)

du cas
Hi : ¢ < 1 (tendance liée au B, # 0).
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I—Tests de non-stationnarité

Test de racine unitaire (Dickey-Fuller)

Cas Il : la série montre une tendance linéaire.
On se place dans le modéle :
Xe = P14 Bat + pXe—1 + Z; avec (Z;)tcz BB gaussien.
On souhaite différencier le cas
Ho : ¢ = 1,82 = 0 (tendance liée au (1 # 0)
du cas

Hi: ¢ < 1 (tendance liée au > # 0).

test! <- ur.df(X,type="trend",lag=0)
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LTests de non-stationnarité

Test de Dickey-Fuller augmenté

Cas | : la série ne montre pas de tendance i.e. il est raisonnable de supposer que E[X;]
constant.

On se place dans le modéle :
AXe = By 4+ 7Xe1 + QAXe—1 + oo+ Cpy AXe_pi1 + Ze.
On souhaite différencier le cas
Ho : f1 = 0,7 = 0 (non stationnaire)
du cas

Hq @ m < 1 (stationnaire en général).

test3 <- ur.df(X,type="drift", lag=p)
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|—Tests de non-stationnarité

Test de Dickey-Fuller augmenté

Cas Il : la série montre une tendance

On se place dans le modéle :
AXe = By + Bot + X1 + GLAXe—1 + oo+ Cp DX pi1 + Zt.
On souhaite différencier le cas
Ho : f1 = 0,7 = 0 (non stationnaire)
du cas

H1 : m < 1 (stationnaire a une tendance déterministe prés).

testf <- ur.df(X,type="trend", lag=p)



Séries temporelles — Cours 4

LTests de non-stationnarité

Test KPSS

On se place dans le modéle :
Xt = Re + 1+ pat + Uk,

ou
» Ry = Ri_1 + Z:, avec (Z;)teyz bruit blanc gaussien de variance
o2,
> (U:)tez stationnaire.
On teste
Ho: 07z =0 ((Rt+ Ut)rez stationnaire.)
contre

Hi:0z >0 ((R:+ Ut)tez non stationnaire.).

testkPSS1 <- ur.kpss(X,type="tau’) (cas f» #0)
testKkPSS2 <- ur.kpss(X,type="mu’) (cas o =0)
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Autres modeéles (un peu moins) classiques

» Modéles GARCH : variance conditionnelle Var(X:|X;_1) non
constante.

» Processus a mémoire longue (yx(h) = ah® au lieu de
vx(h) = ay" pour les ARMA(p,q)) :

» processus auto-similaires (par exemple processus de Lévy)

» processus FARIMA (A9X est un processus ARMA(p,q) avec
de[-1/2,1/2]).

» Séries temporelles multivariées.
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