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1 Introduction

L’ambition de ce mémoire est de démontrer une version du lemme du col dans R™, qui nous
donne sous certaines conditions l'existence d’un point selle. La section suivante explique 1'im-
plémentation d’algorithmes tels que la méthode du Dimer et l'algorithme élastique permettant
I'approximation numérique de ce point selle. Enfin, la derniére section applique ce qui précéde en
chimie quantique par le modéle Hartree-Fock : le lemme du col permet alors de calculer I’énergie
de transition d’une molécule entre deux phases stables. On étudie ici la transition de phase de
la molécule d’ammoniac NH3.

Le principe du lemme du col dans R” est simple. Un cas typique de fonction pour lequel il
s’applique est lorsque deux minima locaux z, et x; sont situés dans deux "vallées" distinctes,
séparées par un "col". Le théoréme permet alors d’affirmer I'existence d’un point critique, cor-
respondant au point montant le plus haut d’un chemin montant le moins haut.

La preuve se fait en deux temps.
On montre d’abord un lemme de déformation de ’espace autour de x*, qui s’applique en sup-
posant que f(z*) n’est pas un point critique. Si on note 7 la déformation issue du lemme et que
f(x) < f(z*) + ¢, alors fon(z) < f(a*) —e.
La preuve du lemme du col est issue de la contradiction suivante : si v est un chemin continu
entre z, et xp, n oy est aussi un chemin continu entre x, et x3, ce qui contredit la minimalité de

f@).

On expose ensuite un panel d’algorithmes permettant de trouver ce point col.

La méthode de Newton permet de trouver rapidement les minima locaux z, et x, de f. On
évoque lalgorithme du Dimer, qui, & initialisation suffisamment proche, converge vers le point
col recherché. Enfin, 'algorithme élastique délivre, pour z, et x;, donnés, une suite minimisante
de chemins entre z, et x; tels que le maximum du chemin converge vers f(x*).

Enfin, on donne une petite introduction au modéle de chimie quantique dit de "Hartree-

Fock" pour étudier les fonctionnelles d’énergie de la molécule d’eau H20 d’abord, de la molécule
d’ammoniac NH3 ensuite.
La molécule d’ammoniac présente 'intérét particulier d’admettre deux phases stables, c’est-a-
dire deux configurations différentes des noyaux pour lesquels la fonctionnelle admet un minimum
local. On applique donc le lemme du col et les algorithmes présentés en deuxiéme section pour
trouver le point selle entre les deux minima locaux. Ce point est digne d’intérét en chimie parce
qu’il nous donne I’énergie de transition nécessaire a la molécule pour passer d’'une configuration
a lautre.

Bonne lecture!



2 Lemme du col

2.1 La condition de Palais-Smale

L’espace de départ de la fonctionnelle dont on cherche un point col est un espace de Hilbert,
que 'on note H.

Nous introduisons dans cette section la condition de Palais-Smale, une hypothése importante
de la preuve du lemme du col.

Définition 2.1 (Condition de Palais-Smale). Soient f € C1(H,R) et c € R.
On dit que I satisfait la condition de Palais-Smale en c si ¥(u,) € EV,

{ I(up) — ¢

VI(u,) =0 (un) converge & extraction pres.
Up) —

Remarque 2.2. Par continuité, la limite u € H de la suite extraite vérifie f(u) = c et Vf(u) =
0.

Exemples 2.3. Dans R, t — t? satisfait la condition de Palais-Smale en 0 tandis que t — e !
ne la satisfait pas, car la suite u,, = n vérifie e™™ — 0 et u,, — o0o.
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FIGURE 2 — x +— €”

FIGURE 1 — z > 22

Pour se fixer les idées, on met au clair les deux notions centrales de cette premiére section :

Définition 2.4 (Point critique). Dans la suite de larticle, on dira que ¢ € R est un point critique
pour f € CH(E,R) s’il existe u € H tel que :

{405



Définition 2.5 (Point col). Un point col est un point critique qui n’est pas un extremum local.

2.2 Lemme de déformation

La preuve du lemme du col repose en grande partie sur un lemme de déformation de I’espace
de départ de la fonction dont on cherche un point col.

Lemme 2.6 (Lemme de déformation). Soient H un espace de Hilbert et f € C*(H,R) satisfaisant
la condition de Palais-Smale en ¢ € R et telle que {u € H | f(u) = c et Vf(u) =0} = 0. On
note

Ae:={z e M| f(z) <&}
Alors, VE>0,30<e<zetneC(H,H) tel que :
(i) pour tout u € Ae_z U AEJFE, n(u) = u.
(Z’L) n(ACJrE) - Acfs
Remarque 2.7. 7 envoie les courbes de niveau qui sont sous Acye vers Acyc.

On remarque aussi que la condition € < € est nécessaire : € = € est incompatible avec la
continuité de n.

Démonstration. Dans un premier temps, montrons qu’il existe b > 0 et € > 0 tel que

Vu € Acye \ Acee, [V f(w)]] > 0. (2.1)
Par contraposée, on suppose : V&€ > 0, b > 0, Ju € Acye Ac—g tels que |V f(u)|| < b. En
faisant tendre € et b vers 0, on obtient une suite (u,) telle que :

lirrlnf(un) =cet 117?1Vf(un) =0

Parce que f vérifie la condition de Palais-Smale en ¢, 3¢ extraction telle que lim, ug,) € {u €
(H)|f(u) =cet Vf(u) =0} =0, ce qui est absurde par hypothése.
Quitte & considérer f petit, on peut considérer € assez petit : on le prend tel que
21
€ < min(z, 5 g)
Soit € €0, £[.

On introduit les espaces suivants :

A={ueH, fluy<c—¢& ou f(u)>c+Eé}

et
B:={ueH, c—e< f(u) <c+e}.

On introduit aussi les fonctions suivantes (on rappelle que pour Q C E, d(u, ) := inf,ecq ||lu —

wl]) : )
U,
g SR T T d(w, B)
h:x€R+r—>h(x){11 S%CUE[O,l] ,
- SInon.



“ g(Wh([V FW))V f(u)
4

On consideére 1’équation différentielle suivante : Soit 7 : [0,1] X H — H telle que

W :ueHw— —

%n =W(n) et n(0,u) = uVu € H. (2.2)

W est localement lipschitzienne comme produit et composée de fonctions localement lip-
shitziennes. D’aprés le théoréme de Picard-Lindeldf, il existe une unique solution maximale a

(2.2).
Montrons que pour tout e € H, |[W(e)| < 1.

On a 0 < g(e) < 1. En particulier, comme AN B =0 :

(e) = 0 siecA
Y=V 1 sieeB
Si V()] > 1, W(e) = —2¢ done [[W(e)| < §.
Sinon,
g@VIe)] _ ge), _ 1
= ||l < | < =
el = | Z5H ) < 2y < |

D’aprés le principe de comparaison, la solution notée 7(.,.) de (2.2) est définie sur R tout
entier. Notre fonction 7(.,.) ainsi construite, démontrons que 7(1,.) répond aux propriétes nu-
meérotées plus haut.

1. Par (2.2) :

VueH, n0,u)=u.

Soit u tel que f(u) ¢ [c —E, ¢ +E|. Alors pour tout ¢ € [0,1], g(n(¢t,u)) =0 car € < &, donc
W (n(0,u)) = 0. D’ou, n(t,u) = n(0,u) = u.

2. On montre d’abord que t € [0,1] — f(n(t,u)) est décroissante a u fixé.

O (ot w) = VGt )it )

= <Vf(’l7(t, u))7 W(n(ta u>)>

__ h(f(tw)g(f (n(t W)V £ (n(t, w)|*
4

<0

Done vt € [0,1], f(n(t.w)) < F(5(0,w)) = f(u).

Siu€ Ace C Acqe, par ce qui précéde, n(t,u) € A._. et la propriété est trivialement
vérifiée. Soit maintenant u € Aqie \ Ac_e.



Ona f(u) <c+e.
On a aussi que pour tout ¢, n(t,u) ¢ A._s. En effet, A._: C A donc g = 0 sur A._s. Donc
si 3 tg tel que n(to, u) € Acye, n(to,u) =uet c—£& < c—e < f(u), ce qui est absurde. D’oul

Vit f(n(0,u) — fn(t,u) <cte—(c—€) <2 (2.3)
Par ailleurs, il existe ¢ tel que n(t1,u) € Aq—.

En effet, par Pabsurde, supposons Vt, n(t,u) ¢ A._.. Alors f(n(t,u)) > ¢ — € et par ce qui
précede, ¢ +¢€ > f(u) > f(n(t,u)). Donc n(t,u) € B et g(n(t,u)) = 1.

Par (2.2), Yu € H,Vt € [0,1],

Lo 1
Iotts) = ull = .00+ [ Zats, s =0, < bsup [W(e)| <

0 S ecE
Si [V f(n(t,w)| <1, Gf(nt,u) < 7 par (2.1).
Sinon, ||V f(n(t,w))|| > 1, % (n(t,u) < —3.
Donc V¢t € [0,1], 2 f(n(t,u)) < max(—i,—%) = —min(i%). Cela implique, par le
théoréme fondamental de I’analyse,

.12

En combinant (2.3) et (2.4), on obtient

A .10
2 > (00, w)) - £(n(t,w) = min(5, %),
ce qui contredit la définition de €.

On en déduit qu’il existe ¢; tel que n(t1,u) € A.—.. Par décroissance de ¢ — f(n(t,u)),
n(l,u) € Ac—..

On a montré que n(1,.) satisfait (i) et (ii), ce qui clot la preuve de ce lemme.
O

Dans la suite, par abus de notation, n désignera I'application continue de H dans H ainsi
construite et notée 7(1,.) dans la preuve ci-dessus.

2.3 Lemme du col

On dit qu’un ensemble S sépare x, et x} si pour tout chemin 7 continue allant de x, a xy, 7y
rencontre S : il existe ¢, € [0, 1] tel que v(¢,) € S. On note
— I'={y € C([0,1],R™) : v(xq) =0, v(xp) = 1} I'ensemble des chemins continus allant de
Ty & Tp,
— ¢ = infyer maxg<i<1 f(7(2))

Théoréme 2.8 (Lemme du col). Soient f € C1(R™ — R) et z,, 2, € R".

On suppose que f satisfait la condition de Palais-Smale au point c.

Sl existe S séparant x, et xp tel que inf{f(z), x € S} > max(f(z.), f(xp)), alors ¢ est un
point critique de f.



Démonstration. Montrons que c est bien défini.
Par hypothése, pour tout chemin v € I', il existe ¢, tel que v(¢,) € S. En particulier,

¢= inf max f(v(®) > virelfrf(v(tw)) 2 inf f(z) > max(f(za), f(23)) > —o0

On pose € = 3 [infyecgs f(2) — max(f(zq), f(x))] > 0. En notant Ae = {u € H, f(u) < £}, on
montre que x,, Tp € Ac_z :

F(a) < max(f(xa), f(s)) < max(f(za), f()) +E = inf f(z) ~E<c 2.

z€eS

Donc z, € A._z. La preuve est similaire pour xy.
En vue d’appliquer notre lemme de déformation, on suppose par I’absurde que ¢ n’est pas un
point critique : {u € H|f(u) =cet Vf(u) =0} = 0.
f satisfaisant la condition de Palais-Smale en ¢, on appplique donc (2.6) 4 € :
Il existe € > 0 tel que 0 < € < € et n un homéomorphisme de H tel que :

(i) pour tout u € A._zU AE+E, n(u) = u,
(ll) 77(-’40+E) - -Ac—5~

Par loptimalité de c, il existe 7. € I" tel que maxo<i<1 f(Ve(t)) < ¢ + €.
Autrement dit :

Vt, ’)’g(t) € Acte
Par (ii), Vt, nov:(t) € Ac—e.

Par ailleurs, no~. € I'. En effet,

— 1n(7(0)) = n(x,) = x4 car z, € A.—z, de méme pour zp,

— 1 0 continue par composition.

Cela contredit la définition de ¢, donc ¢ est un point critique de f. O

3 Recherche de point col

Dans la section précédente, nous avons vu des conditions suffisantes pour l'existence d’'un
point col. Nous présentons dans cette section quelques algorithmes permettant de I'expliciter.
Par la suite, par souci d’illustration, on applique ces algorithmes & la fonction test

4 2 2

x X X
f:R2 —HR:(ml,xg) '—>f($1,$2) = Zl+?1+?2+$1$2

dont on donne les courbes de niveau en figure 3.

La fonction f est bornée inférieurement et coercive, elle satisfait donc la condition de Palais-
Smale sur R? tout entier. De plus, elle admet 2 minima locaux bien distincts. C’est donc une
candidate idéale pour appliquer le lemme du col.

On trouve d’abord les 2 minima locaux par la méthode de Newton.



La fonction test

FIGURE 3 — Courbes de niveau de la fonction test.

3.1 Meéthode de Newton
On rappelle que la Méthode de Newton est définie par la récurrence :

Xo € R2,
Tht1 = Tk — H;l(mk)v'f(.ib‘k),

ot H¢ est la dérivée seconde de f.

En Pappliquant a notre fonction test (figure 4), et selon les diffférentes conditions intiales,
on trouve bien 2 minima locaux, vers lesquelles les itérés de la méthode de Newton convergent
suivant le point d’initialisation x(y de la suite.

Newton Method

210
15 4
10 4
0.5 1

00 {3

FIGURE 4 — Méthode de Newton sur la fonction test.



Newton Method
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FI1GURE 5 — Convergence de Newton vers un point col.

Remarque 3.1. La méthode de Newton vise ¢ annuler le gradient de la fonction sur laquelle on
Uapplique. Ainsi, si xq est suffisamment proche du point col recherché, les itérés convergent vers
ce point col.

Néanmoins, la convergence des itérés de Newton vers un point col est hasardeuse, et [’on dispose
de meilleurs outils.

3.2 Algorithmes de recherches de point col
3.2.1 Algorithme du dimer

Nous présentons maintenant ’algorithme du dimer [7], qui est défini par la récurrence :

o € RQ,
Tr1 = 2 — ol — 201 @ v1)V f (),

ou :
— a la k-iéme itération, v; est le vecteur propre associé & la plus petite valeur propre A; de
Hy (@k),
— v1 ® v est la matrice de rang 1 dont le coefficient en (7, ) est le produit des i-iéme et
j-iéme coeflicients du vecteur vy,
— «a > 0 est un pas de descente.
L’algorithme du dimer trouve un point col en minimisant f & la maniére d’'une descente de
gradient & pas fixe dans (n-1) directions.
En effet, notons A; < ... < A, les valeurs propres ordonnées de Hy¢, et vy,...,v, les vecteurs
propres associés, dans une base orthonormale. Cela implique Z;;l v; Qv = I,.

Par théoréme spectrale, on sait qu’alors,
n
Hf = Z )\i'Ui ® v;
i=1

Au voisinage d’un minimum local non dégénéré, on a 0 < A\ < ... < \,. Les itérés (zy ) de
la descente de gradient & pas fixe convergent vers ce minimum local, avec :



{ o € R27
Tyl = T — onf(xk) =T — Ozzzl:l v; @ ’Usz(xk)

En revanche, au voisinage d’un point col, on a Ay < 0 < Ay < ... < \,. L'idée de la
méthode du dimer est de "retourner" f dans la direction pour laquelle la valeur propre associée

est négative. Ainsi, les valeurs propres de la nouvelle fonction f sont positives et on peut lui
appliquer la méthode de descente de gradient a pas fixe.

Pour retourner f dans la bonne direction, on pose \j = —A1 = A\; — 2X; > 0 de sorte que :
n
Hy = Z AV @ v — 201 @ vy,
i=1
et le terme général des itérés du gradient conjugué appliqué a f est bien

Tpyl = T — a(z v; @ U; — 201 @ 1)V f(xg) = ) — a(l, — 201 @ V1)V f(zk).

i=1

2.0 T T

Dimer Method

FIGURE 6 — Non-convergence de 1’algorithme -20 -15 -10 -05 00 0.5 10 L5 2.0
du Dimer.

F1GURE 7 — Convergence de la méthode de
Dimer vers un point col.

Remarque 3.2. Comparé a une méthode de gradient classique, la méthode du dimer est beaucoup
plus sensible au choix de la condition initiale xog € R™ (figures 6 et 7).

3.2.2 Algorithme élastique

En réponse a ce probléme de contrainte sur l'initialisation de la méthode du dimer, nous
présentons ici la méthode dite de la "corde élastique".

10



Celle-ci repose sur la minimisation par gradient a pas fixe d’une fonctionnelle de la forme

E:R™™ = R: (z1,eeuzm) = p Y f2)+ ) Nz —zimal® + e — 21 + o — 2ol

7 =2
N—— (D)
(1) (i7)
ou :
— Zg,xp sont des minima locaux de f
— 21,...,%m sont des points répartis entre x, et

— p est un réel strictement positif

On donne les itérés de la méthode :

(29)1<i<m € R? répartis de maniére uniforme entre x, et
k1 k1
(2 hcigm = (77 i<icm — aVE(2,... 2m)

On rappelle qu’on cherche c tel que

= inf > inf
c= inf max f(y(t)) = inf f(v(t,))
avec I' = {y € C([0, 1], R") : v(zq) = 0, y(x3) = 1}
La minimisation de la fonctionnelle correspond & la recherche d’un chemin linéaire par mor-
ceaux entre z, et xp tel que :

(i) : le chemin ne monte pas trop haut
(ii) : les points ne soient pas trop éloignés les uns des autres

(iii) : les premiers et derniers points du chemin ne soient pas trop éloignés respectivement de z,
et xp

p > 0 correspond a un poids que l'on choisit de mettre sur la contrainte (i). On dit que p
mesure la tension de I’élastique :
— si p est trop petit, ’élastique est trés tendu et la méthode renvoie un segment droit entre
T, et xp, sans tenir compte des reliefs de f,
— si p est trop grand, ’élastique est mou et les points (2;)1<;<m Obtenus tombent de part
et d’autre du point col de f.

Elastic Method Elastic Method

20

FIGURE 8 — L’élastique est trés tendu FIGURE 9 — L’élastique est mou

Enfin, pour un élastique correctement calibré, on obtient le résultat voulu.

11



Elastic Method
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Fi1GURE 10 — Convergence de la méthode de 1’élastique vers un chemin optimal

Le chemin obtenu v* = (2;)1<i<m approxime la limite d’une suite minimisante (v,), € I'N
telle que

max f(7p(t) —p-soo ¢ = 10f max £(y(t)).

L’approximation de ¢ recherchée est donc maxy<i<m f(2;)-

Nous rappelons qu’aprés avoir trouvé une approximation d’un point col avec cette méthode,
il est encore possible d’améliorer sa position en appliquant les méthodes de Newton ou du Dimer
décrites précédemment.

4 Application en chimie quantique : le modéle Hartree-Fock

Dans cette section, nous décrivons comment le modéle Hartree-Fock permet le calcul quan-
tique de I’énergie d’une molécule. C’est le modéle qu’utilise le code avec lequel nous avons effectué
nos simulations en fin de section.

4.1 Introduction

En physique classique, un systéme & N particules est décrit, pour un instant fixé, par les
positions 1, ..., zx et les moments pq,...,py de chacunes des particules. Toute chose égale par
ailleurs, 1’énergie du systéme F : R3" x RY = R est alors :

N

N
E(xl,...,xN,pl,...,pN) = ZU(])Z) —|—ZV($1) —|—ZW($Z',$]‘)

i=1 1<J

— pi—=Up) = %mip? est ’énergie cinétique de la particule 4, avec m; sa masse,
— x; = V(z;) est 'énergie potentielle de la particule 4,
— x;,xj; — W(x;, ;) est 'énergie d’interaction entre les particules i et j.

12



Ici, les particules considérées sont les atomes et électrons d’'une molécule. Ce modéle est

déterministe et ne s’applique pas en chimie. En effet, & un instant fixé, on ne connait ni la
position d’un électron, ni son moment. D’ol le modéle quantique : on considére alors les positions
et moments comme des variables aléatoires.

Si P,((pi)i<i<n) est la probabilité que la particule ¢ ait un moment p; et P, ((z;)1<i<n) la
probabilité que la particule ¢ ait une position x; pour tout 1 < ¢ < N, I’énergie de la molécule
est alors I’espérance d’une fonction des moments et positions des particules du sytéme :

N N
E(Py, P,) = B[ > Ui) + Y Viw:) + Y Wlaiay)]

i=1 i=i i<j
N N
:/ ZU(pi)de(pl,...,pN)-i-/ ZV(%‘Z)—I—ZW(IL‘Z,LIL‘J)dPx({L‘l,,.Q?N)
R3N = RN 1 i<j
En physique quantique, les probas P, et P, sont liées par la fonction d’onde :

Postulat 1. II existe une fonction ¥ : R3N — C, appelée fonction d’onde du systéme, telle que :

W (2y,...,2n)> = Pe(z1,...,2N) et [U(p1,...,pn)1* = Pp(p1, -, DN)
ou U est la transformée de Fourier normalisée de U :

~ 1
v = —
<p17 7PN) (271_)%

/ U(xy,...xx)exp(xipr + ...+ znpN) d(21, ... 2N)
R3N
Le fait que P, soit une densité de probabilité nous donne immédiatement ||¥||; = 1, et par
théoréme de Plancherel on en déduit | P2 = 1.
L’énergie du systéme est alors :

N N
ﬂ@zﬂZWW+Zwm+Zwm%ﬂ
'L—N i—’L i<j
:/RSNZU(pZ‘”‘I’(ph...,pN)|2dp1,...,pN
ZTVI
+/RSN(ZV(M)+Zw(xi’xj))W(xl’""xN)|2d$1,...,xN

4.2 Approximation de Born-Oppenheimer, principe de Pauli et préci-
sions sur le modéle choisi

En théorie, I’énergie I d’'une molécule & N particules se calcule de la sorte :

I =inf{E(V), ¥ € L*(R*C) fonction d’onde }

Remarque 4.1. C’est un probléeme de minimisation de dimension infinie complétement insoluble
numériqguement. Si on modélisait chaque droite réelle par 10 neuds, ce qui est relativement peu,
on obtiendrait un probleme de minimisation a 103" degrés de liberté ! Par exemple, la molécule
d’eau HyO contient 10 électrons et donne au probleme 1030 degrés de liberté.
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Voila pourquoi en pratique, on développe des approximations simplifiant les calculs. Une
premiére approximation est due & Born et Oppenheimer.
4.2.1 Approximation de Born-Openheimer

Définition 4.2 (Approximation de Born-Openheimer). L’approzimation de Born-Oppenheimer
consiste a choisir d’observer les électrons de la molécule de fagcon quantique et les noyauz de la
molécule de fagon classique. Ainsi, notre fonctionnelle d’énergie E(V) prend aussi en paramétre
la position (R;)1<j<n des n noyauz des atomes de la molécule :

E(V) = E(W)((R))i<j<n)-

Cette approximation se justifie par le rapport de masse entre un électron et un atome :
ateme 5 1000. Ainsi, du point de vue d’un électron, le noyau autour duquel il gravite est

Melectron

quasiment fixe. Dans la suite, on notera n le nombre de noyaux de la molécule, et R; la position
du j-iéme noyau.

4.2.2 Principe d’exclusion de Pauli

On suppose les électrons indistinguables. En se rappelant que |¥(z1, ..., 2n5)|? = Py(z1,...,2N)
est la probabilité que I’électron i ait une position x; et en notant Gy ’ensemble des permutations
de [1, N] et e lapplication signature de la permutation, on a donc :

Vp € By, Puo(x1,...,2Nn) = Po(Tpr), - - s Tp(ny)-

Pour plus de clarté, on résume le principe d’exclusion de Pauli & I’énoncé suivant.

Théoréme 4.3 (Principe d’exclusion de Pauli). Si U : R3" — C est une fonction d’onde
représentant des électrons et x1,...,xn la position des N électrons de la molécule,

Vp € Gy, \I/(Jip(l), . axp(N)) = 6(]))\1/(31‘1, . ,.’EN)

4.2.3 Précision sur le modéle choisi

Soit ¥ une fonction d’onde. On donne ici les formules utilisées pour le calcul des différentes
énergies listées plus haut, avec N le nombre d’électron de la molécule, (R;)1<;<n la position des
noyaux, (zj)i<j<n leur charge.

L’énergie cinétique est

N
1 2113112
— E °|lw dpq,... .
2/RzN 7;:lpzn || (pla 7pN) P1, yPN

Par théoréme de Plancherel,
PV = o ]? = Ve, 9|12 = (V2

Finalement, ’énergie cinétique est

N
1
§/RSNZHVzi\I/HQ(xl,...,xN)d:cl,...,xN.
=1
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L’énergie potentielle est

N
Z/ V()9 (21, ..., 2x)de, ..., 2N,
i=1 RSN
avec
n — .
Vi) =y —
;le—RjII

C’est ’énergie générée par I'interaction entre les électrons et les noyaux.
L’énergie d’interaction entre les électrons est

1 U|%(xq1,..., N
5/ I H”(li |’| )dxl,...,xN.
RN | i i<N Li = &

4.3 Modéle Hartree-Fock

Définition 4.4 (Fonctionnelle Hartree-Fock). Dans le modele Hartree-Fock, on définit la fonc-
tionnelle d’énergie du systeme EHE par :
EHE —inf{E(T),¥ € M}
ol
M= {U:R* - C, 3(Pr)1<ren € (L2(R3))N7 (Pi, &) = dij,
Var. o) = et (010 1<)

Les (¢;) sont appelées orbitales du systéme. Elles décrivent entiérement la fonction d’onde.

On remarque que le caractére alterné du déterminant implique que ¥ € M vérifie le principe
d’exclusion de Pauli décrit plus haut.

On vérifie que YU € M, |¥|? est une densité en revenant & la définition du déterminant :
si on note Sy l'ensemble des permutations de [1,N] et € : & — {—1,1} la signature de la
permutation,

det ((¢i())1<ij<N)

1
VNI
LS o) [[ (o)
= = ¢<7' €
WUEGNEJj:I ()L
D’ou :

N
NVNIE =1 Y eo) H o) ()3

AN

— =
<
2
<
—
3

N
— (Y o) [[ oot Y elo)]

oceGN

<
Il
—
Q
m
@
Z
<
Il
—

I
™M
S
9
>
—~
—
By
&
&5
=
<
Ey
E/.
&E
-

0c€EGN GEGN j=1

.
Il
N

15



Soient 0,5 € G y.

N
/Rw Hd)U(J xj H hxj)dey,. .., ey = / H bo(j) mJ)(;So(j)(x])dxl, L IN
- N
= H /Rw 901 @) 415085 = [ (00031, 0,5)) = d06
j=1 =1

Finalement,

[OVNI3= > > €0)e(6)bos = >, > 605 =N!

ceG N ESN ccG N 6E6N

Ce qui donne :
[w)3=1

Ainsi, on a transformé un probléme de minimisation sur un gros espace, L?(R3",C) en un
probléme de minimisation sur un espace plus petit, ’espace dans lequel vit le vecteur des orbitales
(i)1<isn + L2(R?, OO

Pour reprendre la remarque (4.1), si 'on modélise chaque droite réelle par 10 noeuds et que
I’on étudie une molécule a N électrons, on obtient un probléme de minimisation a IV x 103 degrés
de libertés. En d’autres termes, 'approximation Hartree-Fock rend possible le calcul quantique
de I’énergie d’une molécule parce qu’elle transforme un probléme exponentiel en probléme poly-
nomial.

4.4 Exemples

Dans les exemples suivants, on cherche les positions stables de la molécule, c¢’est-a-dire les
positions des noyaux minimisant 1’énergie du systéme en utilisant le modéle Hartree-Fock. Le
code python, issu des bibliothéques pylab (calcul scientifique) et PySCF [10](code de chimie
quantique utilisé pour le calcul de I’énergie d’une molécule), est donné en annexe.

FIGURE 11 — La molécule d’eau H20

FIGURE 12 — La molécule d’ammoniac NH3
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4.4.1 Phase stable de la molécule d’eau

La molécule d’eau est un systéme composé d’un atome d’oxygéne au centre, de masse supé-
rieure aux deux atomes d’hydrogéne qui I'entourent. On s’attend donc a ce qu’il y ait un axe de
symétrie passant par 'oxygéne et au milieu des deux atomes d’hydrogéne.

Dés lors, les paramétres que ’on fait varier ici sont la distance, en Angstrém, des hydrogénes
a 'oxygéne et 'angle, en radian, entre les hydrogénes.

Méthode de Newton sur la fonctionnelle Hartree-Fock de Hz% 000
24 \ —-71.003
g 22 —72.006
ELT)
§1 20 73.009
E., —74.011
i 18 -75.014
p
E 16 —T76.017
% 14 —T77.020
m —-78.023
L2 —79.026

10

T T
06 08 10 12 14
distance hydrogéne-oxygens

FIGURE 13 — Recherche de phases stables de H20 par méthode de Newton.

Si on note d la distance OH, 6 l'angle entre les hydrogénes et I l’énergie du systéme, la
simulation illustrée par la figure 13 donne :

— d =0.9893 Angstroms

— 6 = 1.7457 radians
Wikipedia donne les valeurs :

— d =0.9584 Angstroms

— 6 =1,8151 radians

La précision de la simulation est donc de Pordre du dixiéme de radian et du centiéme d’Ang-
stroms.

4.4.2 Renversement de la molécule d’ammoniac

La molécule d’ammoniac est composée de trois hydrogénes autour de ’azote central. La en-
core, on suppose que les hydrogénes sont tous sur le méme plan, et & égale distance les uns des
autres.

Soient donc G = (a,0,0), a € R, le barycentre du triangle équilatérale décrit par les trois
hydrogénes et A > 0 la longueur des cotés de ce triangle.

On trouve 2 phases stables, illustrées par la figure 14 :

— a = £0.5421 Angstroms

— h = 0.9403 Angstroms

Pour connaitre la quantité d’énergie dont a besoin la molécule pour passer d’une phase a une
autre et se "retourner", on applique le lemme du col dans R".
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DESCE][]EFE de gradient sur la fonctionnelle Hartree-Fock de Ni—flj o

00
14 -54.151
uw
E 13 —54.301
on
£ 54452
= -54.602
n 11
%'j —54.753
L 10
< 0 -54.903
g -55.054
m
& 08 -55.204
=
07 -55.355

06
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 100
abscisse de | isobarycentre

FIGURE 14 — Recherche de phases stables de NH3 par descente de gradient a pas fixe.

Soient zg = (—a*,h*) et x1 = (a*,h*), V 3 xp, r; un voisinage de 0 dans R?, I : V — R :
(a,h) — I(a,h) la fonctionnelle d’énergie de NH3.
— I est bornée inférieurement et strictement croissante quand x — 9V, donc I vérifie la
condition de Palais-Smale.
— Comme de plus z( et x; sont les deux seuls minima de I, ’hypothése de séparation est
aisément vérifiée.
Par lemme du col, on a donc l'existence d’un point col, noté ¢ = I(z*), tel que :
— VI(zx)=0
— I(z*) > max(I(xg), I(x1))
L’énergie nécessaire au retournement de NH3 est alors la différence entre I’énergie du systéme
en phase stable et au point de transition :

AE =I(z") — I(xg) = I(z*) — I(z1)

Pour trouver ces valeurs, on applique I’algorithme "élastique", qui trouve le plus court chemin
entre xg et x1. Le résultat est donné en figure 15.
L’énergie est en Hartrees (Ha).

On trouve I(z*) = —55.2722 Ha, I(z,) = I(x) = —55.3118 Ha, d’ou

AE = —55.2722 — (—55.3118) = 0.0396Ha.
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lSAIgun'thme élastigue sur NH3 entre les deux phases stables

= T B
== R = N = N - T

distance entre les hydrogénes

=
-l

06
-100 -075 -050 -025 000 025 050 075 100
abscisse de | isobarycentre

F1GURE 15 — Recherche du point de transition de NH3 par algorithme élastique.

19



5 Conclusion et ouverture

Voila comment, a ’aide de méthodes itératives, on applique le lemme du col au calcul de
I’énergie nécessaire a la transition de phase d’une molécule.

Par ailleurs, chaque section peut étre prolongée indépendamment.

Ainsi, le lemme du col dans R™ peut se généraliser a des espaces de Hilbert ou de Banach
et offre une porte d’entrée vers I’étude des problémes variationnels, c’est-a-dire I’étude de 'exis-
tence et/ou de l'unicité d’équations dont l'espace de départ est de dimension infinie. Le calcul
variationnel offre un large champ d’applications.|[2][6][5][4][3][2]

L’algorithme élastique que 'on utilise en sections 2 et 3 est une version "douce" : la fonction-
nelle que ’on minimise est dérivable et la résolution du probléme est équivalent & ’annulation
du gradient de cette fonctionnelle. C’est la raison pour laquelle il nous suffit d’appliquer une
méthode itérative de descente.

Cependant les contraintes du probléme de recherche de point col ne sont pas différentiables, et
Messieurs Moré et Munson [6] livrent une version "dure" de lalgorithme élastique, plus fideéle au
probléme posé.

Enfin, le modéle Hartree-Fock mériterait que ’on s’y intéresse de plus preés. Il reste a éluder
a laide d’analyse fonctionnelle le calcul des orbitales décrivant la fonction d’onde.|[8]

FIGURE 16 — Douglas Hartree (1897-1958), FIGURE 17 — Vladimir Fock (1898-1974),
mathématicien et physicien anglais physicien soviétique
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7 Annexe : programmes Python et PySCF

7.1 Python
7.1.1 Calculs respectifs du gradient et de la hessienne de f: R" — R par différence
finie

def diff_finie(f,t,eps_diff=1e-8):
x = t[0]
y = t[1]
t_x = array([x + eps_diff,yl)
t_y = array([x,y + eps_diff])
return array([(£(t_x) - £(t))/eps_diff, (£(t_y) - £(t))/eps_diff])

def diff_finie2(f,t,eps_d2=le-5):

x = t[0]
y = tl1]
dxx = (f([x+2%eps_d2,y]) - 2*f([x+eps_d2,y]) + £([x,y]))/eps_d2*x*2

dxy = (f([xt+eps_d2,y+eps_d2]) - f([x+eps_d2,y]) - f([x,yt+teps_d2]) + £([x,y]))/eps_d2**2
dyy = (£f([x,y+2*eps_d2]) - 2*f([x,y+eps_d2]) + £([x,y]l))/eps_d2*x2
return array([[dxx,dxy], [dxy,dyyl])

7.1.2 Algorithmes de descente : algorithme de descente de gradient a pas fixe et
algorithme de Newton

def GradientMethod_diff_finie(f,z0,step,tol,niterMax=100):
zn = z0
path = hstack([zn,f(zn)])
dfz = diff_finie(f,zn)
niter = 0
#iteration
while(norm(dfz)>tol and niter<niterMax):
niter += 1
zn = zn - step*dfz
dfz = diff_finie(f,zn)
path = vstack([path,hstack([zn,f(zn)1)1)
if niter < niterMax:
print("Gradient Method converged in ",niter,"iterations\n")
else:
print ("Gradient Method did not converge")
return array(path)

def NewtonMethod_diff_finie(f,z0,tol,niterMax=100):
zn = z0
path = hstack([zn,f(zn)])
dfz = df(zn)
ddfz = ddf(zn)
niter = 0
#iteration
while(norm(dfz)>tol and niter<niterMax):
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niter += 1
zn = zn - dot(inv(diff_finie2(f,zn,le-1)),diff_finie(f,zn,le-1))
dfz = diff_finie(f,zn)
ddfz = diff_finie2(f,zn)
path = vstack([path,hstack([zn,f(zn)1)1)
if niter < niterMax:
print ("Newton Method converged in ",niter,"iterations\n")
else:
print ("Newton Method did not converge")
return array(path)

7.1.3 Algorithme élastique

#init of the functional
z0 = array([1, 1.5])
zl = array([-1,1.5])
step,tol = 0.2, 0.001
array_GM_a = GradientMethod_diff_finie(ammoniac,z0,step,tol,niterMax=100) #minimum proche de z0
array_GM_b = GradientMethod_diff_finie(ammoniac,zl,step,tol,niterMax=100)
#minimum proche de z1
a,b = array(array_GM_a[-1][0:2]), array(array_GM_b[-1][0:2])

n = 30
#tab is a discrete uniformed range of n points between a and b, a and b are excluded
tab = zeros((2,n))
for i in range(1,n+1)
zi = ax(n+1-1)/(n+1) + bx(i)/(n+1)
tabl[:,i-1] = zi

alpha = 100./n #

def Eelastic(f, tab, alpha, a, b):

#The fonctional has the form : sum(f(zi)) + alpha*(sum(norm(zi-z(i+1))~2) + norm(zl-a)~2 + nc
n = size(tab,1)
energy = 0
for i in range(n):

energy += alpha * f(tabl[:,i]);

if (i != n-1):

energy += norm(tabl[:,i+1] - tab[:,i])**2

energy += norm(a - tabl[:,0])**2
energy += norm(b - tabl[:,n-1])**2
return energy;

def dEelastic(f, tab, alpha, a, b):
n = size(tab,1)
dE = zeros((2,n))
#end points first
dE[:,0] = diff_finie(f,tab[:,0]) + 2*alpha*(2*tab[:,0]-tab[:,1]-a)
dE[:,-1] += diff_finie(f,tab[:,-1]) + 2xalphax(2*tab[:,-1]-tab[:,n-2]-b)
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for i in range(1l,n-1):
dE[:,i] = diff_finie(f,tab[:,i]) + 2*alphax(2*tab[:,i]l-tab[:,i-1]-tab[:,i+1])
return dE

step = 0.01
tol = 0.1

def Adapted_GradientMethod(Eelastic,dEelastic, f, tab, alpha, a, b,step,tol,niterMax=500):

tabn = tab

dftab = dEelastic(f, tab, alpha, a,b)
niter = 0

#iteration

while(norm(dftab)>tol and niter<niterMax) :
E = Eelastic(f, tabn, alpha, a, b)
if niter%5 == 0:
print(’iteration n = ’+str(niter)+’\t energy = ’+str(E))
niter += 1
tabn = tabn - step*dftab
dftab = dEelastic(f, tabn, alpha, a, b)
if niter < niterMax:
print ("Gradient Method converged in ",niter,"iterations\n")
else:
print ("Gradient Method did not converge")
return tabn

path_GM = Adapted_GradientMethod(Eelastic,dEelastic,ammoniac, tab, alpha, a, b, step, tol)

7.2 PySCF
7.2.1 Molécule d’eau H20

def energieH20(x):
#retourne 1’énergie de H20 ou la distance H-0 est 1, et 1l’angle H-0-H est theta
1, theta = x[0],x[1]
m = gto.Mole()

m.atom = [[’0’, [0,0,0]],[’H’,[1,0,0]], [’°H’,[1*cos(theta),l*sin(theta),0]]1]
m.basis = ’sto-3g’

m.build()

e = scf.RHF (m)

conv, etot, mo_e, mo, mo_occ = scf.hf.kernel(scf.hf.SCF(m))
return etot

7.2.2 Molécule d’ammoniac NH3

def ammoniac(x):
#a isobarycentre des hydrogénes (distance entre N et le plan des H)
#h distance entre le centre des H et un H.
a,h = x[0],x[1]
am = gto.Mole()
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am.atom = [[’N’,zeros(3)],
[°’H’, a, h/2, -h*sqrt(3)/2],
[’H’, a, -h/2, -hx*sqrt(3)/2],
[’H’, a, 0, hl]

am.build ()

e = scf.RHF(am)

etot = e.kernel()

print("a = ",a,", h = ",h,". ")

return etot
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