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1 Introduction

Dans ce mémoire, nous allons revenir sur différentes approches permettant
de démontrer l'irrationalité d’un nombre.

1.1 Historique

Pendant longtemps, les grecs - et plus particuliérement les pythagoriciens
- pensaient que tous les nombres étaient rationnels. Cette vision des mathé-
matiques perdura jusqu’a ce que 'un d’eux démontre par Pabsurde que v/2 ne
pouvait étre écrit comme le rapport entre deux nombres entiers premiers entre
eux. Cette découverte fut un véritable choc & leurs yeux, en poussant méme
certains aux suicide selon la légende. Cette découverte a constitué un véritable
bond en avant dans I'histoire des mathématiques, puisque d’une part elle est a



I’origine de la notion de nombre irrationnel et que d’autre part la preuve asso-
ciée est une des premiéres démonstrations par I’absurde de I’histoire. Découverte
fondamentale puisque Georg Cantor montrera deux siécles plus tard que presque
tout nombre - au sens de la mesure de Lebesgue - est irrationnel.

Bien que le concept d’irrationalité soit simple & comprendre, démontrer
qu’un nombre est bien irrationnel 1’est cependant beaucoup moins. Beaucoup
des grandes constantes des mathématiques, telles que 7 ou e sont irrationnelles
et ont été conjecturées comme telles bien avant la démonstration associée. Nous
traiterons ici de ces démonstration.

1.2 La fonction ( de Riemann

On a tous entendu parler de la fameuse fonction ¢, rendue célébre par I’hy-
pothése de Riemann. On rappelle la définition de cette fonction.

+00 1
V’$>17 C(S): E

n=1

Cette fonction est & priori définie uniquement pour des complexes dont la partie
réelle est strictement supérieure a 1. Il a été démontré que la fonction zeta de
Riemann admet un prolongement analytique sur tout le plan complexe, avec
un unique pdle en 1, d’ott 'ensemble de définition parfois donné de C\{1}. On
sait depuis Euler que cette fonction prend des valeurs particuliéres pour tout
entier pair. En effet, pour tout entier k strictement positif, ¢(2k) € Qn?* ce qui
permet de voir qu’elle y prend des valeurs irrationnelles et méme transcendantes
en ces points. A 'exception du cas n = 3, la situation pour des entiers impairs
est totalement obscure.

Le but final de ce projet est donc de démontrer l'irrationalité de ((3) en dé-
taillant la preuve fournie par Fritz Beukers, elle méme inspirée de celle donnée a
la surprise générale par Roger Apéry en 1978. Apéry n’était pas un mathémati-
cien de premier plan sur la scéne internationale et personne ne s’attendait a ce
qu’une telle montagne soit gravit par lui. Dans cet article, F. Beukers démontre
non seulement U'irrationalité de ((3) mais aussi celle de ((2), ce qui peut sembler
étrange puisque la théorie de Fourier permet de montrer que ((2) = %2, dont
lirrationalité était connue depuis longtemps. Ce qui nous intéresse ici n’est pas
tant lirrationalité de ((2), mais bien la démonstration qui en est faite.

Lors de la démonstration de I'irrationalité de e, nous introduiront un lemme
disant que seul un nombre irrationnel peut étre approché "trés vite" par une
suite de rationnels. Ce lemme sera utilisé dans la démonstration de l'irratio-
nalité de {(2) et ¢(3), nous verrons qu’'une approche trés directe de ce lemme
fonctionne pour l'irrationalité de e, mais qu’il est nécessaire de travailler plus
astucieusement pour démontrer lirrationalité de ¢(2) et ¢(3), ce qui explique
qu'une démonstration ait mis si longtemps a voir le jour. (D’une fagon plus
générale, le fait qu’aucune démonstration n’ait été trouvée a ce jour pour ¢(5),
¢(7)... montre la difficulté que peut représenter la démonstration de l'irratio-
nalité d’une grandeur donnée). Afin d’arriver a nos fins, nous introduirons des



intégrales impropres liées & ((2) et ((3) tendant "trés vite" vers zéro, qui nous
permettrons d’utiliser le fameux lemme utilisé dans la démonstration de l'irra-
tionalité de e.

1.3 Le théoréme des nombres premiers

Théoréme 1.3.1. Soit n un entier. On note w(n) le nombre de nombres pre-
miers inférieurs ou égaux & n. Lorsque n tend vers +0o on a :
n
m(n) ~
() In(n)

Ce théoréme extrémement puissant, appelé théoréme des nombres premiers,
a été démontré simultanément en 1896 par Hadamard et de La Vallée-Poussin.
Il ne sera pas démontré dans ce mémoire mais sera utilisé lors de 'une de nos
démonstration.

2 Démonstration de l’irrationalité d’un nombre
par méthodes arithmétiques classiques

Les deux démonstrations qui vont suivre sont assez élémentaires et sont faites
par I’absurde.

2.1 Irrationalité de v/2
Théoréme 2.1.1. /2 est irrationnel.

Démonstration. On résonne par 1’absurde.
On suppose que /2 est rationnel, donc qu’il existe p, ¢ deux entiers naturels
premiers entre eux tels que % =2.

Pove = oo
q q
= p’=2¢
— p=2k keN
—  2¢% = 4k>
= g=2kK kK &N

On en déduit que p et ¢ sont pairs, ils ne sont donc pas premiers entre eux, ce
qui est absurde. Donc \/2 est irrationnel.
O

2.2 Généralisation du résultat

Une version plus générale de ce théoréme est de montrer que la racine carrée
d’un entier est rationnelle si et seulement si celui-ci est le carré d’un autre
nombre entier.



Théoréme 2.2.1. Soit n € N.
VneQ & ImeN, n=m?

Démonstration. L’implication réciproque est triviale.

On résonne par 'absurde pour I'implication directe.

Soit n un entier qui ne soit pas le carré d’un autre et supposons que sa racine
soit rationnelle. Il existe donc deux entiers naturels premiers entre eux p et q
tels que v/n = E.

p et q étant premiers entre eux, leur décomposition en facteurs premiers
ne comporte aucun nombre commun et par hypothése ¢ est différent de 1. On
utilise 'unicité de la décomposition en facteurs premiers. On pose :

p= H Pt q= H qj@j‘aiaﬁj eEN, pi#q Vi, j

pi premiers qj premiers
a 20
I » I »-
P pi premiers pi premiers
V=D oopipremiers ., _ pipremiers gy
I @ &
J J
qj premiers qj premiers

On a donc n ¢ N ce qui est absurde. Donc +/n est irrationnel. Ceci conclu la
preuve. U

3 Irrationalité de 7.
On va dans cette partie montrer 'irrationalité de 7 et plus particuliérement
celle de 72, celle de 7 suivant alors directement.

Lemme 3.0.1. Soient g : R — R wun polynéme a coefficients entiers et n un
entier. On considére

h: R—>R T

Alors pour tout entier k, h*)(0) est un entier.

Démonstration. Soient k un entier et x un réel quelconques.

h(z) =& 9(x) = W) (g) = zk: (f) nn—1)...(n—i+ l)a:"_igk_i(x)

n!
i=0

Si i < n,on abien 0"~¢ = 0.
Dés que i > n,

(k> G VISR U et V T (’f) =D ()

) n! 1

Or g est un polynome a coefficients entiers donc pour tout k, pour tout g,
g*=9(0) € N. On en conclut que h(¥)(0) est bien un entier pour tout entier k.
U



Théoréme 3.0.1. 7 est irrationnel.

Démonstration. On va ici démontrer que 72 est irrationnel, il en suivra auto-
matiquement que 7 est irrationnel.

On résonne par ’absurde. On suppose qu’il existe a, b deux entiers premiers

entre eux tels que 72 = T

On introduit pour tout n € N
n(l — n
fn : [0,1] = R IHM
n!
1
I, = ﬂa"/ fn(x)sin(rz) da.
0
On remarque que

Vi eN, Vo € [0,1], [P (x) = fEP(1 - 2).

Soit k un entier :

1
/1 £20) (2) sin(mz) da = {— fi20 (z)cos(mv)] + 1 /1 F1264D) () cos(mz) da
0 o ™Jo

T
(2k) 1 1
_ ( )“rfn (0) + iz |:f,(12k+1)(l‘) Sin(ﬂ'l‘):| _%/
s s o ™ Jo
=0
(20)
_ 20 - 71_2/ F2E+2) (1) sin(nz) da

Par récurrence évidente on obtient :

/01 Ju(z)sin(rz) dz = % i 2k 7(1%) (0) + (;Tln)" /01 £27) () sin(nz) da

k=0
n—1 C1\k -
=25 L e+ 220 e
k=0
S I, =23 (B 0)
k=0

(Qk)( 0) est un entier, donc I,, € N.

D’aprés le lemme 3.0.1, pour tout entier k, fy
Or on remarque que pour tout n :
n

Ta
o<, <—— — 0
n! n—oco
Donc il existe ng tel que pour tout n > ng, 0 < I,, < % ce qui est absurde car
I,, est un entier.
On en conclut que 72 est irrationnel, donc que 7 est irrationnel.



4 Irrationalité de e

Afin de démontrer l'irrationalité de e, nous allons introduire un lemme carac-
térisant 'irrationalité d’un nombre. Ce lemme dit que seul un nombre irrationnel
peut étre approché "trés vite" par une suite de rationnels.

C’est ce lemme que nous utiliserons plus tard dans la démonstration de
lirrationalité de ¢(2) et de ¢(3).

Lemme 4.0.1. Soit o € R. Sl existe (py), (qn) € NV telles que :

1
lim 2% =q et |a—& =o(—) awec a2

n—+00 ¢y dn dn dn

alors o € R\ Q.

/!
Démonstration. Soient % et Iqi, deux rationnels.

/ / /
PP Pqg —p'q 1 x
S£S —|>— car |pd —p'ql eN".
a q aq aq
On résonne désormais par 'absurde.
On suppose que « est rationnel, c’est a dire qu’il existe deux entiers non nuls

tels que % = a et qu'il existe (py), (¢,) € NV telles que :

VnEN,& a, lim 2% =a et o —=|=0o

dn n—>+00 (p, dn qn

Or ‘Oé _ Dbn Pn| > 1 .
qn 4n ' — 4q4n

On a donc pas [a — E2| = o(qi) ce qui est absurde. Donc « est irrationnel.
" n

—|B _
_|q

O
Théoréme 4.0.1. e est irrationnel.

Démonstration. L’idée ici est d’encadrer e par deux suites de rationnels qui
convergent suffisamment vite vers e.
On sait que :

Soit NeN.Ona SN L <e.

n=0 n!



Majorons maintenant e.

ICESIETD I

n=0

(1+ L, : +>
N+1) N+2 (N+2)(N+3)

1 1
1
N+1)(+N+1+(N+1)2+ )

IR
S8
i

B N+1
B N (N+1)! N
N N'
On a donc :
N
> <es Z AT
n=o"" n=0""
Or Zn 0 ni = L&, pour un certain entier naturel py d’ot :
PN 1
O<e—=—= <
N! ~ N.N!
En posant gy = N! — 400 on a bien |e — EX zo(qiN) ete# L2 VYneN
Donc d’aprés le lemme 4.0.1, e est irrationnel. O

5 Irrationalité de ((2) et ((3).

5.1 Introduction

On pourrait penser ici que ((2) et ¢(3) étant comme e des sommes infinies,
une approche directe pourrait nous permettre de démontrer leur irrationalité en
utilisant le lemme 4.0.1 de la méme maniére que pour e. Cependant, rappelons
que e = Y7 %, les termes successifs de la somme sont facteurs les uns les
autres, nous permettant de majorer facilement le reste comme on I'a vu plus
t0t, ce qui n’est pas le cas pour ((3).

En effet, essayons la méme technique avec le reste de la somme :

N 00

~



on obtient -
;:/ LD ig/ de 1
N+1 N1 T2 n?2 N 22 N
Donc

1 1
-2 =~7z

n=1

En mettant 25:1 # au méme dénominateur, on obtient Z—SN ou dy est le plus
N
petit commun multiple de 1, ..., N.

On a alors (3)— 5—% < §z mais gz n'est évidemment pas négligeable devant

d;,?’ ce qui ne permet pas de conclure dans ce cas.
Ceci montre pourquoi il est nécessaire de faire appel aux outils plus sophis-
tiqués introduits par Beukers.

5.2 Quelques lemmes importants.

Soit n un entier strictement positif. On note m(n) le nombre de nombres
premiers inférieurs ou égaux a n. Soit d,, = ppem(1,2,...,n).

Lemme 5.2.1.
INeN Vn>N, d, <3"

Démonstration. En utilisant la décomposition en facteurs premiers, il vient au-
tomatiquement que d,, = ppem(1,...,n) = H pkr. ou kp est le plus grand

p<n
p premier

entier tel que p*» < n. Or :

In(n)
In(p)”

pa —n= ealn(p) _ eln(n) = q=

1 In(n)
11;((2; |. En remarquant que pm® =n

k, étant un entier on en déduit que k, = |
on obtient ce qu’on voulait :

In(n) In(n)
dn = H lexl(p)J < P = nﬁ(").
p<n p<n
p premier p premier

En utilisant le théoréme des nombres premiers énoncé dans l'introduction de ce
mémoire on en déduit que pour n assez grand, d,, < n™™ ~ e".

Donc pour n assez grand, d,, < a™ pour tout a > e. En particulier pour
a = 3, d’ou le résultat. O

Lemme 5.2.2. Soient r et s deux entiers strictement positifs. Sir > s, alors :

1 1 r,,8

'y
J,(z// dx dy 1
" o Jo 1—ay ()




est bien définie et sa valeur est un rationnel dont le dénominateur divise d>.

lnxy R
2
// T a"y* dzdy (2)

est bien définie et sa valeur est un rationnel dont le dénominateur divise d3.
Sir =s alors,

[ way=co - 4 - G
// llfiy yrdmdy:2<C(3)—113_...:3>. (1)

Démonstration. Soient r et s deux entiers strictement positifs, r > s.

Lol s 1o, 1
0</ / dz dy §/ / dxdy:/ —In(1 —2z)dz < co.
0o Jo 1—my o Jo 1—wy 0

Donc J, s est bien définie. Comme In(zy) est écrasé par zy en (0,0), on voit que
(2) est également définie. De méme, (3) et (4) sont bien définies. On rappelle

que :
Vo e|—1; 1,230’“
k=0
. Soit ¢ > 0, r > s. On a donc :
7‘+o’ 5+a S
dzdy = roysto dxd
//l—xy wy// kzo(xy)xy

/ / Z Ir+k:+a s+k+o dax dy
0

Par Fubini on peut donc intervertir somme et intégrale et on obtient alors :

r+a’ s+a’
. r+k+o s+k+a
/ / 1—aty dzdy = Z/ / dz dy
o0

1
() kz:()r+k+1+a)(s+k+l+o)

Sir > s on remarque que

1 1 1 1
(r+k+14+0)(s+k+1+0) _rs<(s+k+1+0)_ (r+k+1+a))



L’égalité (x) devient :

1 1 1
I ] )
r—si= s+k+14+0 r+k+1+4+0

Somme qui devient téléscopique dés que k + s > r. Il reste donc :

r+o s+o 1 1 1
dedy=—| —+--- + .
1f:vy r—s\s+1+o r+o

o = 0 donne :

1,1
z"y® 1 1 1
dedy = o4z
/0/0 1—=zy vy r—s<s+1+ +7‘>
1 Pr.s

= ol p, s est un entier non nul.
r—sppem(s+1,...,7) ’

Or ppem(s + 1,...,7)|d, et (r — s)|d, donc ppem(s + 1,...7)(r — s)|d>.
Ceci conclut le point (1) du lemme.
Soit ¢ > 0. En dérivant par rapport & o on obtient :

xr+0ys+a "y
8U< 1xy>_1xa( ")

Iy olnz
= 9y v
— (e7™")

r+aye+<7

Comme (2) est bien définie on peut dériver sous le signe intégral d’ot pour r > s

In(zy) 1 1 1
z"y’dedy =05 | —( ———— + - --
/0/0 1—ay Ty ardy {r—s(s+1+a+ +r+a>]

r—ls{(s+11+o>2+”'+(r+10)2}

Par passage a la limite on obtient

Lot “In(zy) , 1 1 1
[ o dxdy—rs[w*“*ﬂ}

Le dénominateur est bien un diviseur de d? ce qui conclut la preuve du point (2).

L’équation () donne directement pour r = s

r+a r+a 0 1
dedy=S " — -
// 171' e Z(k+r+l+0)2

k=0

10



o = 0 donne donc :

Lol gryr >~
dedy = —
/0/0 1—ay k:zr—:l-le
1 1
— (2)_?2 ..... =

Ceci permet de conclure pour le point (3).
Soit o > 0. En dérivant par rapport & o on obtient :

oo

[ Lo o) -2 (S amrrreas)

k

In(zy) 4o -0 > 1
= eyt dpdy = 23
//l—xy Y Ty I;)(k+7‘+1+0)3

Par passage a la limite on obtient bien (4).
Traitons rapidement le cas r = s = 0.

1ol 11<>okk

dxdy:// z"y" dzr dy
/o/ol—xy ooz

—Z/xdx/ydy

=¢(2
Soit o > 0
%y’ 1
ao — ag o, 0
(1—xy> 1 -y 5"
1
— aa olnzy
1
2oy n(zy)
1 -2y

En dérivant sous le signe intégral et en passant a la limite en zéro, on obtient :

[ ) gy = )

5.3 Irrationalité de ((2).

Nous avons rappelé dans I'introduction que ce résultat est automatique une
fois I'irrationalité de w2 établie puisque ¢(2) = %2. Cependant, c’est principale-
ment la démonstration de ce résultat qui nous importe ici, puisque tout I'intérét
de ce projet est de mieux comprendre les outils permettant d’étudier 'irratio-
nalité d’un nombre. On verra par la suite que la démonstration de l'irrationalité
de ¢(3) est analogue a celle-ci.

11



Théoréme 5.3.1. ((2) est irrationnel.

Démonstration.

o (1l — )"
On introduit P, : [0,1] 2 R =~ — M
ox™ n!

Le lemme 3.0.1 nous donne automatiquement P, € Z"[X]. On introduit

I’intégrale suivante :
I, = / / U=yl Pala) g, dy (5)
1 —zy

P, (z) = Z:L:o a,x", a, € Z

On peut écrire ”
{(1 - y)n = Zk:() bsysa bs S/

L’intégrale (5) devient

// )d dy—zarbjrs

r,5=0

= Z aybg JTS—i—ZaTb Iy r

r,s=0

7‘755

Par symétrie entre x et y dans l'intégrale J,,, on peut se ramener dans les
intégrales au cas du lemme 5.2.2 avec r > s. Gréce & ce lemme on obtient :

Jr,s - Z::v qr,s|d%
B = (@) -k

L’intégrale (5) devient donc :

= 3 ab P 0 (C0) gy )

r,s=0 r=0
T;és

En mettant au méme dénominateur on obtient :

I, = (A, +((2)B,)d,?* A, B, € L. (6)

12



On va maintenant intégrer n fois par partie 'intégrale suivante :

1 1 ﬂ $n(1 m)n
Pulz) dz :/ RS (= ( ) dz dy
0

o 1—uzy 1—2y
n—1 1—x)" n—1 g™ (1—x)"

:|:8(?E"1( (n! : ):|1_ /1 8(?"5"*1( (n! : )d.’II

1—uay 0 0 (1 —wy)?

=0

1 9n2 (Z "= $)")

:2y2/ Oz —2 n! dz
0 (1—ay)3

z" (1—x)"

:(—y)kk‘!/o (e Z;)m dz

1 n(q _ )"
=(—y)"/0 SO0 g,

(1 —zy)ntt

Ce qui nous donne

n n(l _ y)n
/ / xy)”‘“ dz dy

Recherchons le maximum de %‘;’W sur ]0, 1[x]0, 1] :

0 [z(1—x) a2ty —2z+1
or| 1—zy | (1—ay)?

Ce qui s’annule pour z = sur |0,1[. Le méme calcul pour y montre

1-1-y
y
l'unicité du maximum sur |0,1[x]0,1[, dou = y en ce point. Ceci donne

Y= IV goit o = Yy = f L. Le maximum de la fonction vaut donc ‘)‘/52’11 =

(*/; 1) .Dou.

On en déduit :

dz dy

) A Gl Ol dwdy‘ <(\/5

(1- acy)”Jrl

1)5" 1/1 1
0o Jo 1—=zy

:g‘(z)(ﬁ; 1>5n

13



Comme I, est non nulle on a d’apré I’équation (6)

5n
0< |4y +C(2)Ba|d7? < (V52_1> @)

On en déduit alors que pour n assez grand et d’aprés le lemme 5.2.1 :

0 < |A +((2)B,| <d2(\/5_1>5n<(2)<9n(¢5—1>5nc(2)< (5>n

2 2 6
A, 1 /5\" 1
S <= (2) =o(=).
:s0<|Bn+C( )|<Bn<6) O(Bn)
D’aprés le lemme 4.0.1, {(2) est irrationnel. O

5.4 Irrationalité de ((3)
Théoréme 5.4.1. ((3) est irrationnel.

La preuve de ce théoréme est analogue a celle que I’on vient de terminer mais
est plus complexe. On introduit ici deux polynoémes P, et les intégrales doubles
deviennent des intégrales triples, ce qui nous donne une idée de pourquoi cette
méthode montre ses limites pour ¢(5) ou plus.

Démonstration. On introduit I'intégrale suivante :

= [ [ 2 wypwaray g

ot P, représente le polynome introduit lors de la derniére démonstration. P,
étant un polynome & coefficients entiers, un raisonnement analogue au théoréme
d’avant nous donne

L, = (Cn+Dy((3))d,* Cn, D, €Z (8)
En remarquant que

/011_(dz _ [—ln(l—(l—xy)z) b —In(zy)

1—ay)z 1—ay 0_ 1—ay

on peut réécrire

/ / / LlDBD) o, 4.

14



Comme dans la démonstration précédente, nous allons intégrer n fois par partie
par rapport a x.

/1 Pule) g, z/1 o ()
0o 1—-(1—ay)z o 1= —ay)z
on—l sat(1—x)"\q1 1 on~! sa"(1-a)"
axn—l( n! ):| / 897"*1( n! )
=" tyz T dx
{ 1-(1-=zy)z |, o (1= —-ay)z)?

=0

zn(l_m)n

=k!( Z)k/1 e () dz
TV U= (T —ay)2)F

e
‘/o - (1—zg)z) 10

b= [ [ [ @ R g

On procéde au changement de variable suivant

On obtient donc

_ 1—2z
YT (1—=ay)z
qui donne
_ 1—w
T1o (1 —ay)w
et .
dz = Y 5 dw
(1 -(1- xy)w)

Ceci nous donne donc

Ln—/01/01/01(1—x)”(l—w)"%dxdydw.

Afin de se débarrasser de P,(y) il est naturel d’intégrer n fois par partie par

rapport & y cette fois. On sait que

S 511G B G C 770 i B L
/0 1_(1_xy)wd _/0 (1-(1—zy)w)r+! d

donc par symétrie entre = et y on a directement
/1 Paly) g / (o) (1 - )"
o 1-(I-zyuw o (1—(1—azyw)+!
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On cherche & majorer =2 1)_7’((11:521)15171”) sur ]0,1[x]0, 1[x]0, 1[. Comme la fonc-

tion s’annule aux bords de I'intervalle et est positive partout, si elle admet un
unique point critique, celui-ci ne peut-étre qu’un maximum. Il faut donc annuler

le gradient de la fonction

0 L_w(l—w) }:wQ(l—xy)—2w+1

ow (1—zy)w (1-(01-2zy)w)?
0 w(l —w) 1 1
— || =0zw="———ouw=———
ow|1—(1-zy)w 14+ /zy 1—/zy
Mais z, y et w sont dans ]0,1[ donc w = ﬁ

6[ z(1l—2x) } _ —2?yw + 22(1 — w) + (1 — w)
Oz |1 —(1—azy)w (1—(1—2zy)w)?

Par symétrie entre x et y, la fonction atteint son maximum pour z = y. On doit
alors résoudre cette équation en remplagant w par sa valeur :

—3 2z 1
2% —— 4+1=0
Ttz 1te 1tz

Ce qui est équivalent a
2422 —-1=0

Doiz=v2—1louz=-1-—+2. Maisxestdans]O,l[doncx:\/i—l.

On obtient donc z =y = v2 — 1 et w = % ce qui donne un maximum de

(v/2 — 1)~ On peut donc écrire :

1 1 1
L, <(vV3— 1) / / _ dzdydw

0o Jo Jo 1-(1—ay)w
vt ln(wy dz dy

o Jo l—uay

_z(f 4n< )

Comme L, est non nulle on obtient d’aprés ’équation (8)

2—1

0 < [Cn + DnC(3)]dy® < 2(V2 — 1)*"¢(3)

Donc pour n assez grand on a d’apreés le lemme 5.2.1 :

0 < [Cn + DnC(3)] < 2(vV2 = 1)*27"¢(3) < (3)"
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Ce qui s’écrit encore

0< |%Z +¢(3)| < Din(g)" = o(Din)

D’aprés le lemme 4.0.1, ¢(3) est irrationnel.
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