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Introduction

Mon mémoire consiste & démontrer un résultat fondamental de la géométrie des corps convexe, le
théoréme de John. Il s’agit d’un théoréme démontré par le mathématicien Fritz John en 1948. Un corps
convexe est un sous-ensemble compact, convexe et d’intérieur non vide de I’espace euclidien. Il s’avére que la
géométrie des corps convexes est une discipline trés féconde qui établit de nombreux ponts entre différentes
théories ou branches des mathématiques comme 'analyse, la géométrie ou encore les probabilités. Cette
discipline est en plein essor depuis ces quarante derniéres années.

Pour préciser un peu les choses, le théoréme de John regroupe deux résultats.

Le premier, démontré indépendamment par Charles Loewner affirme que dans un corps convexe donné,
il existe un unique ellipsoide de volume maximal. Pour se fixer les idées, un ellipsoide en deux dimensions
est une ellipse. Le second résultat, élaboré par John donne une condition nécessaire et suffisante pour que
via une transformation affine d’un corps convexe donné, ’ellipsoide de volume maximal soit la boule unité.
Ce résultat posséde beaucoup de conséquences importantes.



1 Présentation du théoréme de John

1.1 Quelques définitions

Définition 1 (Corps convexe). Un corps convexe est un ensemble compact, convexe et non vide.
Définition 2 (B3). . On définit la boule unité en dimension n par BY = {z € R",||z|2 < 1}

Définition 3 (Premiére définition de ellipsoide). On définit un ellipsoide grice a une forme quadratique
définie positive q : & = {x € R", ¢(x) < 1}.

Définition 4 (Deuxiéme définition de Pellipsoide). On définit un ellipsoide par & = {Az, A € STT(R), x €
By, ABS C K}.

Définition 5 (Ellipsoide de John). On appelle ellipsoide de John, l'unique ellipsoide de volume mazimal
contenu dans le corps convexe K.

Proposition 1. Les deux définitions précédentes sont équivalentes.

Démonstration. Notons qu’a toute forme quadratique ¢ sur R", on peut associer une matrice symétrique
définie positive Q telle que ¢(X) =! XQX VX € R™.

Soit ¢ une forme quadratique et & 1'ellipsoide donné alors par la définition 1. Soit Q € S+ (R) la
matrice associée a q.

&={X, q¢(X)<1}
={X, 'XQX <1}
= {Qfl/QY, YY <1} enposant Y = Ql/QX, Q) étant inversible et symétrique car dans S; 1 (R)
={Q7 %Y, |YIF<1}
={Q™'?, Y e B3}
= QB

On obtient donc une matrice A = Q~1/2 € ST (R) telle que & = ABY.

Réciproquement, si & est définie par & = ABY o A € ST (R), alors en notant ¢ la forme quadratique
associée & A~2 & peut s’écrire sous la forme & = {X, ¢(X) < 1}. O

e Remarque : Il est en fait suffisant de prendre A € GL,(R) pour définir Iellipsoide car on pourra
toujours se rapporter ensuite & une matrice symétrique définie positive.

En effet, & = {Az, A € S (R), = € By, ABY} Cc K} = {y,A7 'y € By} = {y, (A7 1y, A™ly) <
1} = {y, ((AAH) 1y, y) < 1}. (AAY)~! est une matrice symétrique positive. ((AA*)~1y,y) peut donc
étre associé a une forme quadratique positive et & fortiori définie (car sinon on verra que le volume
de Pellipsoide vaut 0). Finalement on peut alors se rapporter a I’étude qui précéde pour définir une
nouvelle matrice A qui sera symétrique définie positive et tel que l'on ait & = {Az, A € STT(R), z €
By, ABY C K}.



1.2 Théorémes d’existence et d’unicité de 1’ellipsoide de volume maximal

e Le premier résultat démontré par John est que chaque corps convexe de R™ contient un unique
ellipsoide de volume maximal.

1.3 Caractérisations de John

o Le second résultat est que Bj, la boule unité de R" est l'ellipsoide de volume maximal du corps
convexe, que I'on appellera aussi 'ellipsoide de John si et seulement si les conditions (a), (b) et (c)
suivantes sont réunies.

Soit K le corps convexe.

(a) B C K

(b) Im > n tel que 3 (ui)p ,,p € (9B3)" N(OK)™ et (¢i)pyp € RY tel que 3717, ciu; =0
(c) Vo e R, (X0 cifz, ui)?) = |z* .

Remarque : Pour le cube en dimension n, il est clair que la boule unité est 'ellipsoide de John.

FIGURE 1 — Ellipsoide 1

Ellipsoide contenu dans un corps convexe : il s’agit de la boule unité. On distingue trois points de
contacts.



FIGURE 2 — Ellipsoide 2

La condition (a) garantie que les points de contacts ne sont pas liés sur un seul coté de la sphére. Si il
le sont, ainsi que 'illustre I'image, on va pouvoir un petit peu bouger la boule des points de contacts et la
gonfler pour obtenir une boule de volume plus important (& fortiori cette boule n’était pas ’ellipsoide de
John).

e On se place dans R". Pour simplifier un peu les manipulations algébriques et donc la démonstration,
on considére un corps convexe symétrique. On a alors que (b) est redondante puisqu’il suffit de
prendre u; et —u; avec la moitié des poids & chaque fois pour obtenir 0.

e On s’intéressera donc & I’équivalence entre d’une part le fait que Bj soit 'ellipsoide de John de K et
d’autre part le fait que les conditions (a) et (c) soient réunies.

e Etant donné la forme du corps convexe K ainsi que de sa "taille", il sera nécessaire de procéder a
une transformation affine de ce dernier afin que ’ellipsoide de John soit la boule unité. En fait, on
pourra toujours rapporter I’ellipsoide de John & la boule unité via une transformation affine du corps
convexe K.



2 Démonstration du théoréme de John

2.1 Démonstration d’une équivalence importante

o Yz e R, iz, u;)? = |z)? (1)
o Vr e R X", i, uj)u; = x (2)

Montrons que (1) est équivalent a (2).

<) Par linéarité et homogénéité du produit scalaire,nous avons que,

m m
|:1:|2 ch X, Uj) Uiy T ZCZ x, ui) (Ui, x).
=1 i=1

Par symétrie du produit scalaire, nos avons que,

m
|lz|? = Zci(x,ui)Q.
i=1
=) Vo € R", montrons que x = Y /" ¢;{x, u;)u;

Remarque 1. Cette inégalité se réecrit matriciellement comme Id =3 c;u; ® u;, avec @ le produit
tensoriel.

Montrons que Id =3 ¢; ® u; si Vo € R, Y0 ¢z, u;)? = |z|?

ci{z, wi)(z, u;)

IO

N
Il
—

m
Z Ci<$7 ’U,i>2 =
=1

ci((x, wi)x, ug)

I

s
Il
—

ci(z, (z,uihu;)

I

s
I
MA

ci(u; @ uix, x)

Il [l
= 0
ENNNgE

Soit A := )" cju; @ u;. A est symétrique,

Montrons que Vo € R®, (Az,z) = |2]? & A= Id
<) Est immédiat.

=) D’aprés 'inégalité du parallélogramme on sait que

Az, y) = (Alz +y),z+y) —(Alz —y),z —y)
=z 4yl — |z —y* = 4z,y).



On a donc, Vz,y € R*, (Az,y) = (z,y). Grace a cela nous avons Yy € R |

(Ar —z,y) = 0= Az = x.
Finalement nous avons A = Id.

Nous avons démontré 1’équivalence.

2.2 Preuve de ’existence

Pour cette preuve nous aurons besoin de la formule du changement de variable dont la démonstration
se trouve en annexe.
Soit A la mesure de Lebesgue sur R", alors nous avons

A (AB2) = det(A)\ (BL) = det(A)V,,

ou V), est le volume de la boule unité en dimension n.

Soit K le corps convexe.

Soit A = {4 € §FT(R), ABY C K}. On va montrer que A est compact.

Le déterminant est une fonction continue. Il atteint ses bornes sur un compact donc admet un maximum
sur A. Or comme vu précedemment, A (&) = X\ (ABY) = det(A)Vy.

Donc on a bien un ellipsoide contenu dans K de volume maximal.

-Remarque : A la page 5 de "An Elementary Introduction to Modern Convex Geometry" (voir biblio-
graphie), il est expliqué succintement comment trouvé V,,. On trouve V,, = F(%fl) que l’on peut ensuite ap-
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proximer par la formule de Stirling pour des valeurs de n importante : T'(2+1) ~ v/2mexp(—n/2)(%)"+1D/2

donc V,, ~ % en grande dimension.

e Demonstration de la compacité de A
Montrons dans un premier temps que A est fermé puis dans un second que A est borné.

(a) Fermeture de A :
Soit (Ag)r € A, tel que Ay — A€ My(R), AxB} C K.

Soit x € BY, (Apz), € KV, Aka:TAx € R".

Par compacité de K, il existe une extractrice telle que Ay T y e K.
On a donc Ax = y et finalement Vx € R", Az € K.

Il nous faut montrer que A € Sn™.
Soit A € Snt tel que Ay, TA € M, (R).

On a que A - ‘A. Or A, = 'A donc par unicité de la limite, A =% A et finalement A est
symétrique.
On suppose maintenant que Ag > 0. Par passage a la limite avec inégalité large, A > 0.

On peut enfait considérer que A est également définie dans notre cas, car si ¢a n’est pas le cas, son
déterminant vaut 0 et donc le volume de l’ellipsoide qui est caractérisé par A vaut également 0, ce
qui ne nous intéresse pas ici car on se penche sur un ellipsoide de volume maximal.

Remarque 2. On peut affirmer ce qui précéde car K est non vide et donc contient un ellipsoide de
volume non nul.



Finalement, A € S (R). On vient donc de montrer que A est fermé.

(b) Caractére borné de A :
Soit A € A. On considére la norme opérateur sur R”, ||.]|.
[A[l == sup [|Az]

llzll,=1

Or Az est borné puisque Az € K qui est compact. Donc ||A|| = sup ||Az||, < M avec M € R

|z]|,=1
Finalement, A € A est également borné. On en déduit que A € A est compact . On obtient ainsi
I’existence de l'ellipsoide de volume maximal.

2.3 Preuve de 'unicité

Théoréme 1 (Théoréme de pseudo-réduction simultané). :

Si Ac ST (R) et B€ S,(R), 3P € GL,(R), et A1,..., Ay €R tels que A ='PP et B ="Pdiag(\1,..., \n)P
Attention, les A\; me sont pas les valeurs propres.

Démonstration. :

On définit A='/2 comme étant égale & A~1/2— PlDlPl_1 avec P, € GL,(R) et D1 = diag()\l_l/Q, el )\;1/2).

Soit D5 la matrice diagonale composée des valeurs propres de A.
AY2BAY/? et symétrique.

Par le théoréme spectral (admis), 3U € O, (R) (matrice orthogonale) tel que U*A~1/2BA~1/2U = Dj
avec D3 une matrice diagonale.
Soit P = A™1/2U. P € GL,(R) car A est inversible et U est une matrice orthogonale.
P'BP = D3. P'AP =U'A"Y2AAY2U. A= PiDoP; . P'AP =U'P\D\P;'PiDy P ' PLD P U =
UtP1D1D2D1P1_ v =uU tP1P1_ = I,,, ce qui achéve la démonstration en prenant comme nouveau P,
P

O

Lemme 1 (Stricte concavité du déterminant). Soient A, B € S;(R).
Soient «, B € RY wérifiant o+ = 1.

Alors det(a A + BB) > (det(A))*(det(B))?

Et si A # B, linégalité est stricte.

Démonstration. Comme A € SFT(R), et B € ST (R), par pseudo-réduction simultanée :
P € GL,(R), et A1,...,  \p €R tels que A ="'PP et B ="'Pdiag(\i,..., \,)P

On note D = diag(A1, ..., \n)
Comme B € ST (R), Vi € [1,n], \i > 0. En effet, supposons Jr, A, < 0. Soit X = P~le, € R® avec
ep un des vecteurs de la base canonique. On a alors ‘X BX = )\, < 0. Mais dans ce cas, B ¢ Si T (R).
Alinsi :
(detA)*(detB)? = (detP)?*(detP)?’ (detD)?
Et :
det(a A+ BB) = (detP)*det(a I, + D)

On veut alors montrer que :
n n B
det(a I, + BD) > (detD)” < [J(a+8N) = (H /\i>
i=1 i=1

& iln(a +BXi) = ﬂiln()\i)
i=1

=1



Or, par concavité du logarithme, comme a+8 =1et o, 3 > 0 :
Vi € [1,n], In(a+8X;) = aln(l) + Bin(\;) = Bln(\;).
On obtient le résultat souhaité en sommant sur i € [1,n].

Et si A # B, un des \; est différent de 1, et donc, par stricte concavité du logarithme, on obtient une
inégalité stricte.
O

On définit,
& ={Ar, Ac SJT(R), » € By, ABY C K}

& ={Aiz, A; € STT(R), v € BY, A;By C K}
A={AcST(R), ABY C K}.

Soit t € [0;1], soient A1, As € A,

(1—t)A; +tAy € STT(R).
De plus, par convexité de K,

[(1—1t)A; +tA2] BY C K.

On en déduit que (1 —t)A; +tA2 € A et que A est convexe.

Par conséquent,

AL+ A
2

Supposons & présent que A(&1) = A(&2), &1 et &2 sont donc des ellipsoides de volume maximal
contenus dans K, alors det(A;) = det(As).
Par 'inégalité de log-concavité du déterminant, montrée précédement, on a que

det <Al;‘A?> > \Jdet(Ay)det(Ag) = det(A,).

On en déduit donc que la matrice 21E42 est une matrice caractérisant un ellipsoide de volume stric-
q . p

tement plus grand que l’ellipsoide de volume maximal. On a donc une contradiction.

cA.

Nous en déduisons que 'ellipsoide de volume maximal est unique.

3 Démonstration de la caractérisation de John

3.1 Premiére implication

Démonstration. On commence par l'implication "facile". On suppose 3 m > n tel que ﬂ(ui)[[l m] €

(0B5)™ N (OK)™ satisfaisant
<Z Cit ® u; = In)
i=1



Autrement dit les u; sont les points de contact entre K et la boule unité.
On a par ailleurs, By C K

Soit & = {z, Y7, a; %(z,¢;)® < 1} un ellipsoide dans K pour une base orthonormée (€i)[1,mp et des
«; positifs.

Calculons le volume de cet ellipsoide :
Soit A la matrice diagonale composée des «;
& = {z,3 0 a7 (z,e)? < 1} = {x € RV Vi € l.,n2t € By} = {z € R A~z € By} avec

A = Diag(ai,...,an). On a donc & = {Az € R",x € By}. A est inversible et représente la matrice d’une
application linéaire sur R". Dans ce cas, on a que

A (ABY) = det(A)\ (B3) = det(A)V,,

ou V, est le volume de la boule unité en dimension n et A la mesure de lebesgue sur R" (voir démons-
tration du changement de variable en annexe).

L’objet de la démonstration est de montrer que [ ; o < 1 et que le produit est égal a 1 si o =1
pour tout i.

Si c’est le cas, le volume de & qui est égal & V,, [[-; o sera inférieur ou égal a V,.

Soit { ={y e R",z € &, (x,y) <1}, lellipsoide polaire de &. Soit £ = {y € R*,Vz € K, (z,y) < 1},
le corps convexe polaire de K.

Puisque & C K, si les u; appartiennent & K , ils appartiendront a £, ce que ’on souhaite montrer pour
poursuivre la démonstration.

Pour montrer cela, on va utiliser un théoréme extrémement puissant qu’on réutilisera (légérement
differemment) dans la seconde implication. Ce théoréme ne sera pas prouvé. Il s’agit d’'une des formes
géométriques du théoréme de Hahn-Banach.

Théoréme 2. : Forme géométrique (fermé) de Hahn-Banach.

Soit E un espace vectoriel normé réel. Soient A et B deux ensembles convexes, non vides, disjoints. On
suppose que A est fermé et que B est compact. Alors il existe une forme linéaire continue fsur F et « € R
ete>0telsque AC{x € E, f(zr) <a—€} et BCx€eE,f(x)>a+e On dit que f sépare au sens strict
A et B.

Ici, espace vectoriel normé est R™. u; est fermé et int(K) est compact. Par ce théoréme, Vo € K et
Vu; points de contact, il existe ¢ € R™™ tel que d(x) < d(u;).

Par le théoréme de Riez, il existe un unique w € R" tel que ¢(z) = (w, x).
On a donc (w,x) < (w, u;).

Soit v := w—u»

On a que (v,u;) =1 et (v,z) < 1Vz € K|jv| < 1.

En effet, supposons que ||v|| > 1. ||UT|| € By donc (v, ﬁ) = ||v]| > 1.

Donc 3 z € B} tel que (v, ) > 1, d’ott une contradiction.
On a1l = (v,u;) < |v]|lwil <|v|| On a donc |jv|| = 1.

On obtient ainsi le cas d’égalité dans Cauchy Schwartz. (v,u;) = 1 = |[v|| = ||v||||wil]. On a donc
lu;|| = k||v|| avec k € R donc ||u;|| = [|v]| et finalement u; = v.

Puisque (v,z) <1Vz € K, on a que (u;,z) <1 et finalement u; € K donc u; € &.

Soit & = {y, >, aF(y,e;)? < 1} avec (€i)[1,5,]> la base canonique de R™.
Il s’agit aussi de l'ellipsoide polaire. Montrons que u; € ..
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. R Oéiu]'i
Soit x; = (SO oZuZ )72
1

On a que x € &.

les coordonnées de x dans la base canonique.

Puisque par hypothése, on a que uj € &, (uj,z) <1et (uj,z) = (>, a?ui)l/Q.
On en déduit donc que Y7 | a?ui <1 et donc que u; € .&.

Ainsi, Y af (uj, e;)” <1 et finalement Y370 ¢ Yo, af (uj, e)* < 307 ¢

Par hypothese, Y /" | ciu; @ u; = I,

En appliquant la trace a chacun des membres de 1’égalité et puisque la trace est linéaire et que les u;
sont de normes 1, on obtient que Y7, ¢; = n donc que Y70, ¢; Yol af (uj, e)? < n.

Or la condition de John Y™ cju; ® u; = I, est équivalente a >_1 ; ¢;{w, u;)? = |z|? (montré préce-
demment). Donc 377", cjlei,uj)? = |e;|* = 1 pour tout i.

En appliquant le théoréme Fubini positif d’inversion des sommes, on obtient ainsi que Y ", a? <net
1 m 2
7m0 < 1

On applique désormais l'inégalité de la moyenne arithmético-géométrique (voir annexe) et on obtient
que ([T, a?)t/m < 157 a2 < 1 done ([]}; i)? < 1 et finalement [, a; < 1 ce qu’on souhaitait
obtenir.

D’apreés I'inégalité arithmético-géométrique, si les «; valent tous 1 alors le produit vaut 1.

Par conséquent, on a bien montré que l'ellipsoide de John est la boule unité. La démonstration est
achevée.

O

3.2 Deuxiéme implication

Démonstration. :

On suppose désormais que la boule unité est ’ellipsoide de John et on veut montrer que cela engendre
'existence de m réels positifs et m points de contacts tel que >\ ¢ju; @ u; = I, ce qui est équivalent a

dire que % Yo ciu @ u = %In.
Si cela est possible, en appliquant la trace a cette égalité, on obtient que > ", 4=

Ainsi, on doit obtenir que %In peut-étre écrit comme une combinaison convexe des u; ® u;.

Soit T = {u; ® u;, u; € 0By NOK}.
On définit Conv(X), l'enveloppe convexe d'une partie X d’un ensemble comme étant l'intersection des
convexes contenant cette partie : il s’agit du plus petit convexe qui contient X.

On peut montrer assez facilement que ’enveloppe convexe d’une partie d’'un ensemble est I’ensemble
des combinaisons convexes des points de cette partie.
Cest adire quesiz € X alors z = > I, m;x; avec z; € X, p un certain entier et m; € Ry, > 7 m; =1

On peut désormais définir Conv(T) := {z,z = >0 mju; @ u;,p € N, > P m; =1}

Etant donné que 'on cherche & obtenir que %In peut-étre écrit comme une combinaison convexe des
u; ® u;, cela revient & montrer que (11,) € Conv(T).

On va procéder par contraposé :

On va supposer que (%In) ¢ Conv(T) et finalement montrer que sous cette hypothése, on peut
construire un ellipsoide contenu strictement dans K qui sera différent de la boule unité mais qui sera de
volume au moins aussi important, ce qui aboutira & une contradiction et montrera I'implication : si By est
I’ellipsoide de John de K, alors les conditions de John sont vérifiés.
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e Démonstration de la compacité de T.

Les u; € 0 B3 NOK. 0K est compact car K est compact. 0 By est compact car Bj est compact.

Ainsi les u; appartiennent & une intersection de compacts, qui est compact. Vi € {1,..m},u; ® u;
est une matrice n X n composée des coefficients des vecteurs u; qui sont tous bornés car les u; sont
bornés (car dans un compact de dimension fini).

Ainsi, les u; ® u; sont bornés.
Ainsi, T est borné.

Montrons que T est fermé.
Soit (ylk)k e TN,
Vk € Ny, = u;;, @u;, et y;, T> yi € R™. (u;, ) est une suite d’éléments appartenant a un compact.

Ainsi, il existe une extractrice ¢ tel que u; o(8) 7) u; un point de contact.

Or, si un vecteur quelconque z, ? x alors xp ® xg, T T ® .

En effet, coefficient par coefficient, (x5 ® ) jm = (k) (Tr)m — (@) (x)m.

Ainsi, Wiy ® Uiy T U; X ;.

Wiy & Uiy = Yiy(py QUi €St une sous suite de y;, donc qui converge vers la méme limite y;.
Ainsi, y; = u; Qu; et y; € T

On en déduit que T est fermé.

Finalement, puisque T est fermé et borné, T est compact.

Il nous faut désormais montrer le trés beau théoréme de Carathéodory : pour une partie X d’un
ensemble E de dimension n, Conv(X) est I’ensemble des combinaisons convexes non plus de p points de la
partie X, avec p arbitraire mais de n+1 points de X.

Théoréme 3 (Carathéodory). Soit X C E un convexe. Si dim(E) = n, alors :

n+1
Conv(X) ={aqz1 + -+ apt1ZTny1, «; =0, Zai =1, =z € X}
i=1

Démonstration. Soit X C E =R", et soit z € Conv(X)
Jz,..,em€eX, mFxjVitj, et o,...om =0, YU =1, telsque

r=aa1x1 + -+ Ty,

Sim < n+1, c’est bon.

Sim > n+ 1, on va montrer qu’on peut écrire x comme une combinaison convexe de m — 1 points

parmi Ty, ..., Ty.
T1 — Ty, Tp—1 — Ty sONt m — 1 points non nuls, et m — 1 > n donc ils sont liés.
3 pB4,...,Bm_1 non tous nuls tels que
ﬁl(xl - xm) + -+ Bmfl(xmfl - mm) =0
ie. fro1+ -+ Bn-1Zm-1+ (=1 — = Bn-1)Tm =0
En posant 5,, = =1 — -+ — Bmn_1, on obtient 51,..., 5, non tous nuls tels que

it +Bn =0
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YA >0, on pose o;(\) := «a; + Af;

m

m m m
VA >0, Zai()\)mi = Zaixi + )\Zﬂﬂi = Zami =z
i=1 i=1 i=1

i=1

m m m m
avec Zai()\) = Zai—k)\z& = Zai =1
i=1 i=1 i=1 i=1

Soit A :={A >0, Vi ;(\) = 0}. Pour tout A € A, x s’écrit comme combinaison convexe des x; (avec
coefficient a;(\)).

De plus, A est :
e non vide (0 € A),
o fermé (trivialement),
e majoré

En effet, > 8; = 0 et les §; sont non tous nuls donc 3i tel que §; < 0.

. aj(A a; .
Soit A € A, \ = é]? )= 5 V3.
En particulier pour 4 : A = %A _ @i < i cap 3. () et a;(A\) < 0 (puisque X € A)

Bi B X Bi
Donc A est majoré par —%

Donc A admet un maximum Ay € A.

On a «;(Ao) =0 Vi

Si a;(Ng) > 0 Vi, alors pour € petit, «a;(Ao+€) >0 Vi, et donc g <Ag+e€€A, cequiestabsurde.
Donc i tel que a;(Ag) = 0.

On peut donc écrire x comme combinaison convexe de x1,...,%;—1,%it1,...,Tm, avec coeflicients
a;(Ao), qui sont au nombre de m — 1.
O

Il nous faut maintenant montrer grace a Carathéodory, que ’enveloppe convexe d’un compact de
dimension fini est finie.

Corollaire 3.1 (De Carathéodory). Si X compact de E de dimension finie, alors Conv(X) est compact.

Démonstration. E de dimension n. Soit (z3); € Conv(X)N.
Par Carathéodory, on a :

n+1 n+1
Yk >0, 3(ak)i €[0,1]" avec Vk Zaz, et 3(xh); € X" tels que a, = Zaz )
i=1 i=1

X est compact donc (a:}C)k admet une sous-suite convergente. Soit ¢; une extraction et soit z' un
élément de X tels que xglbl(k) T x!

De méme (xil(k))  admet une sous-suite convergente. Soit ¢ une extraction et soit 22 un élément de
2 2
X tels que T o (k) 7) T

On extrait ainsi n + 1 fois :

Soit ¢p+1 une extraction et soit antl

n+1 n+1
Lo10...0pnri(k) k r

1 . .
De plus, [0, 1] est compact donc (O‘qslo...o%ﬂ(k))k admet une sous-suite convergente. Soit ¢} une ex-

un élément de X tels que

: o1 A . 1 1
traction et soit ' un élément de [0, 1] tels que Vpro...opmirody(k) 7 @

On extrait de méme n + 1 fois :

Soit ¢/, ., une extraction et soit a" ! + — antl

212 n
un élément de [0, 1] tels que Qo 0pms108,0..06, 1 ()
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OnposeCD:¢1O.--O¢n+10¢l10---°¢;1+1~

Alors, on a Vi : xfb(k) — 2t et afb(k) — ot

D’ou T (k) — Z?:ll alrt =g

n+1 n+1

Et on a :Z afb(k) =1 Vk donc en passant a la limite sur k, on obtient : Z o' = 1. Donc z € Conv(X)
i=1 i=1

Ainsi, (x)r admet une sous-suite qui converge dans Conv(X) et donc Conv(X) est compact. O

On peut ainsi affirmer que Conv(T) est compact donc que Conv(T) est fermé (I’enveloppe convexe
d’un fermé n’est pas nécessairement fermé).

On peut ainsi utiliser le théoréme de séparation de Hahn-Banach entre un convexe compact %" et un
convexe fermé Conv(T) (I'enveloppe convexe d’un enxemble est par définition convexe). Une fois de plus
on admet la démonstration de ce théoréme.

1

n
n

Il existe donc un hyperplan de R™ représenté par une forme linéaire ¢ € R™* tel que Vt € Conv(T), ¢(
¢(t). En particulier, Vt € T, (b(%") < ¢(t), puisque évidemment, T est contenu dans Conv(T).

) <

On va représenter ¢ par une matrice n X n, H = (h;) tel que pour tout matrice A = (a; ) , on ait
H(A) = D" | _1 hjkajk (& nouveau il s’agit du théoréme de représentation de Riez qui est admis, c’est
a dire que Vo € R 3H, ¢(A) = (H, A)).

Vi € 1,...m,u; ® u; est symétrique. De méme, %" est une matrice symétrique.

Ve T, ¢(Ir) < ¢(t) <= (H, 1) < (H,t) <= Ltr(H) < (Hu;, u;) . Or tr(H') = tr(H).
On a donc tr(H) = tr(H) < (Hu;, u;) = (u;, H'u;).

On prend H := H + H'.

On obtient que tr(H) < (Hu;, u;) avec H une matrice symétrique.

On en déduit que I'on peut supposer que H est une matrice symétrique.

Il s’avére qu’on peut conserver I'inégalité établit en ajoutant une constante & chaque coefficient diago-
naux de H.

En effet, VA, B € M, (R),¢(4) < ¢(B) <= VZ € M,(R),T'(Z) := > (hj; +a;)Z;; + R avec R le
reste de la somme et a; une constante pour chaque j.

Onal(Z2) =) (hj;+a;)Zjj+R=3"hj;Z;;+ 3 jZj;+ R=9(2) +ad Zj; = §(Z) + aTr(Z)
avec « la matrice diagonale composée des a;.

On a ainsi I'(A) = ¢(A) + aTr(A) = ¢(A) + oT'r(B) dans le cas out A et B ont méme trace, ce qui est
le cas pour 2= et u; ® u; pour lesquels la trace vaut 1. ['(A) = ¢(A) + oTr(B) < ¢(B) + oTr(B) = T'(B).

Finalement, on peut bien choisir les a; de sorte a ce que Tr(I') = 0: Si Tr(H) =w,Vj € 1,.n,a; = ¥
et on obtient ainsi Tr(I") = 0

En définitive, on peut construire une nouvelle matrice de H qui soit symétrique et dont la trace vaut
0. Mais si la trace de H vaut 0, gb(%") = 0. On a ainsi que Vt € T, ¢(t) > 0 ce qui a toute son importance
ici. Matriciellement, ¢(t) = ulHu; > 0.

Soit & = {z € R, § > 0,2(I, + §H)x < 1}. Pour § suffisament petit, il s’agit d’un ellipsoide puisque
B = (I, + 6H) est la matrice d'une forme quadratique symétrique qui sera positive (les coefficients de H
négatifs seront écrasés par §). A mesure que § tend vers 0, & tend vers BY. Soit u;, un point de contact
entre K et la boule unité. ul(I,,+6H)u; = 1+dul Hu; > 1 pour § suffisament petit.Donc u; ¢ &5. Désormais
considérons x sur le bord de K mais pas un point de contact (donc pas sur le bord de la boule unité). Etant
donné que la boule unité est contenu dans K, la norme de x est supérieure a un (car le point appartient au
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bord de K). 2t(I,, + 6 H)x = ||z||?> + 6z' Hx > 1 + 2! Hz. A nouveau, pour un § suffisament petit, = ¢ &;.
Si on prend § suffisament petit pour que tous les points du bord de K n’appartiennent pas a &5 alors on
en déduit & est strictement contenu dans K car aucun points de cet ensemble ne touche la bordure de K.
Il nous faut maintenant étudier le volume de &j.

Soit (Vi)[[l,n]] € R, les valeurs propres de la matrice symétrique I, + 0 H. Le volume de &5 est donné

par % (se montre exactement de la méme fagon que précedemment). Puisque la trace de H vaut
V.

1=1"1

0,> " v =Tr(I, +6H) = n. Ainsi, %Z;;l v; < 1 et a nouveau, en appliquant 'inégalité arithmético-
géométrique, on obtient que [, uil /n < 1 et finalement que []}" ; v; < 1. On a ainsi que le volume de &;
est au moins celui de la boule unité : si il est plus important on obtient une contradiction avec I’hypothése
que la boule unité est lellipsoide de John et si le volume est le méme que celui de la boule unité, on a
une contradiction avec 'unicité de ellipsoide de John contenu dans un corps convexe. On en déduit que
la boule unité n’est pas 'ellipsoide de John et finalement, 'implication est démontrée !

O

En définitive, on a montré I'équivalence entre le fait que B5 soit ellipsoide de John de K (symétrique)
et le fait que

(a) B C K
(b) Im = n tel que 3 (ui)py p € (9B3)"N(IK)™ et (¢i)py ) € RY tel que Vo € RY, (Xn cifz,u)?) =
=

4 Démonstrations Annexes
e Inégalité arithmético-géométrique

La moyenne géométrique de n réels strictement positifs x1, ..., o est inférieure & leur moyenne arith-

=

n
métique : ([1; ;)™ < =i=L avec égalité si et seulement si 21 = ... = xy,.

>iey

Démonstration : On applique le logarithme & cette inégalité et on obtient =4=tn(z;)n < ln(#
ce qui est le cas par stricte concavité du logarithme. Le cas d’égalité provient du fait de la stricte
concavité du logarithme et on obtient x; = z;

Théoréme 4. Formule du changement de variable

Soit T : R* — R" : une application linéaire et inversible (que l'on peut associer A, la matrice qui
caractérise notre ellipsoide) et B un borélien de R™.

Alors N(T'(B)) = |detT|\(B)

Démonstration. :
On pose .Z(B) = A(T(B)).
o Z est une mesure car T est mesurable.

e Z est finie sur les compacts car si K est compact, alors T(K) aussi et donc A(T(K)) < +o00
puisque la mesure de Lebesgue est finie sur les compacts.

e Ona Z(B+z)=XNT(B+x))=XNT(B)+T(x)) = ANT(B)) =.Z(B) puisque A est invariante
par translation.
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D’aprés I'unicité de la mesure de Lebesgue (admis), on a .Z = crA avec ep = AN(T'([0, 1[™). 11 reste
alors & montrer que cp = |detT|. Pour cela on utilise que toute matrice T inversible s’écrit sous la
forme T=T}... T}, ot les T;,1 < i < k sont de I'un des trois types suivants :

e Type 1 : matrice de permutation (permute les lignes ou les colonnes selon que I'on multiplie a
gauche ou a droite)

e Type 2: Diag(1,...,1,a,1,...,1) multiplie une ligne ou une colonne par a.

e Type 3:
100 0 .. 0
1100 .. 0
0010 ..0

0 00¢O0 ..1

qui est une matrice qui additionne les deux premiéres lignes ou colonnes.

Etant donné une matrice, par la multiplication & gauche ou & droite par ces matrices, on peut
permuter les lignes ou les colonnes de cette matrice ou en faire des combinaisons linéaires.

Comme T est inversible, il existe ¢; ; # 0. En multipliant par une matrice de type 1 puis de type 2,
on peut supposer que ce coefficient est ¢1 1 et qu’il vaut 1. En multipliant par des matrices de type
3, on se rameéne alors a :

1 0 ... 0
0 * . *
0 =* *

Par récurrence, en répétant ce procédé, on arrive a la matrice I,,. Cela signifie que T est bien un
produit de matrices de type 1,2 ou 3, i.e T=T7...T}.

On a alors T(B) = T1(T5(...(Tx(B)...)) et on en déduit que ¢ = cpy...cr, . La preuve est alors achevée
si on montre que ¢p = |detT| pour T de type 1,2 ou 3

e Si T est de type 1, on a cp = A(T'[0,1[") = 1 = detT car T conserve le cube [0, 1[™.
e Si T est de type 2, on a e = A(T([0,1[") = ([0, 1[*"1x[0, a]) = |a| = |detT|.

e Si T est de type 3, par exemple comme donné précedemment, on a T'([0,1]") = D x [0,1]"~2
avec D = {(z,y) € R%,0 <z < 1,z <y < 2}, le triangle de sommets (0, 0), (0,1), (1,2) et donc
d’aire 1, il suit ep = A(T([0,1[") = A(D x [0,1]"72) = X\a(D) x Ap_2([0,1]"72) = 1 = detT.

]
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Conclusion

e Un corollaire trés intéressant d’un point de vu théorique est que si & est 'ellipsoide de John de K,
alors dans le cas ou K est symétrique, & C K C \/n&

On peut facilement le montrer lorsque 'ellipsoide de John est Bj :

Par une transformation affine de K, & devient Bj.

On a donc par les conditions de John que I, = Y " | c;u; ® u;. u; appartient au polaire de K (montré
précedemment). Ainsi, si z € K, (u;, z) < 1. On a par ailleurs que |z]? = 310 ¢;(u;, 2)> <Y1 =n
(en appliquant la trace a I’égalité matricielle). On obtient ainsi que = € /n BY. On obtient donc
By ¢ K C /nBj. Cette relation d’inclusion trés rigide permet de caractériser spatialement le corps
convexe.

e [’ensemble de ce mémoire est basé sur "An Elementary Introduction to Modern Convex Geometry",
Keith Ball (la démonstration du théoréme est contenu dedans mais étayée de maniére extrémement
succinte et donc a destination d’un public trés averti sur la géométrie des corps convexe).

e Je tiens a chaleureusement remercier Mr Lehec pour tout le temps qu’il m’a consacré ainsi que pour
m’avoir initié & un suberbe domaine des mathématiques, la géométrie des corps convexes.

e Je souhaite également remercier Joé pour son aide quant & la maitrise de Latex. Enfin, pour finir, je
tiens & adresser un immense merci 4 Sophie avec qui j’ai eu de nombreux échanges mathématiques
particulierement fructueux pour la réalisation de ce mémoire.
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