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Introduction

La rédactions de ce mémoire est principalement basé sur I'étude des articles:

[1] Individual vaccination as Nash equilibrium in a SIR model: the interplay between individual
optimization and societal policies

[4] Global optimal vaccination in the SIR model: properties of the value function and application to
cost-effectiveness analysis

[3] Optimal tax/subsidy combinations for the flu season de Peter J.Francis. Il y sera fait référence tous
au long de ce mémoire. Nous allons commencer par définir les problemes de I'optimisation de la
vaccination comme cela est définis dans les articles précédement cité.

0.1 Lemodéle SIR

On classe les personnes en quatre catégories les individus susceptibles d’etre infectés, les individus
infectés, les individus guéris et ceux qui sont vaccinés. notons:

Xi:la proportiond'individus suceptible d'étreinfectés

Xy :la proportiond'individus infectés

X3:la proportiond'individus guéris

Xy:la proportiond'individus vaccinés

Le modéle SIR s’écrit donc:

dX, () =-pXi(OXe()dt—dU(1), X,(07) =X,
dXz(r) = (BX1()X2(0)dt—yXa(0))dt, X2(07) = X3

| dX3() =yXe(ndr), X(07) = X3

t
Xy(2) =f du(m), X1(07)=0
0

Nous avons U qui intervient dans ce modéle il s’apparente a une mesure comme par exemple une
masse de Dirac.U représente les campagnes de vaccination qui sont mises en place lors d'une epidémie
ces campagnes de vaccinations ne sont pas continues avec dans le temps.

B et y sont des paramétres caractéristiques de I'épidémie on a un taux de X, parmi les personnes
succeptibles qui vont étre infectées puis un taux y parmi les infectés qui vont guérir. Notons py (¢) le
nombre d’individus vaccinés au temps t. durant un intervalle de temps d¢ on aura py (¢ + dt) — py (?)
personnes qui vont se faire vacciner.
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Le schéma suivant va illustrer mes explications :

Personne susceptible

d'étre infectée

pv(t+dt)—pV(t'/ BX2
-

Figure 1: schémas du SIR.

On pourrait se dire que pour arréter I'épidemie il faudrait faire vacciner tout le monde.Mais il ne faut
pas oublier que I'épidémie mais aussi la vaccination ont un cotit on notera: r, (resp rj) le cotit de la
vaccination notament dii aux effets secondaires du vaccin (resp le cofit d’etre infecté).

Nous noterons ¢y (¢) la probabilité d’etre vacciné avant le temps t et (/)fO’U(t) la probabilité d’étre

infecté avant le temps t.



0.2. Les différents cofits a optimiser

0.2 Lesdifférents cotits a optimiser

0.2.1 Le coit pour Iindividus

Le cofit pour un individu c’est le cotit de I'infection si on n’ est pas vacciné au quel s’additionne le cott

d’étre vacciné. Mathématiquement cela donne:
+00

+00
Cmdiuidus(de;Xo,U):fo r1(1—¢v(t))d¢f°"’(t)+f0 rv(1- ¢V (1) dpy (1)

0.2.2 Le coit pour l'individus

Le cofit pour la société c’est 'agrégations des cofits des individus. Mathématiquement cela donne:

+00 X, (1) XU +00
Csociété(XO,U)zf erdd)[ ’ (l‘)+f rydU(t)
0 1-¢777 (1) 0

Remarque 1. Dans l'ensemble de ce document nous ecrirons parfois I(t) au lieu de X»(¢t) ,S(t) au lieu
de X (t) et R(t) au lieu de X3(t)

0.3 Representations de I'évolution d’'une épidémies

La figure suivante représente |'évolution d'une epidémie au cours du temps on peut observer
I'evolution du nombre de personnes infectées et le nombre de personnes suceptibles d’étre inféctées.

Iy

\ N

Figure 2: Evolution epidémie



Quelques rappel

on peut considérer que dans le modéle SIR les campagnes de vaccination sont a variation bornée. c’est
pour cela que I'on va faire différents rappels sur les équations différentielles et les intégrales de Stieljes.

1.1 Lesfonctions a variation bornée

Définition 1. Soit _¢ un intervalle deR,
Soit f : ¢ — R ondit que f est a variation bornée si :

sup{Zé.V:l||f(xj)—f(xj_l)II;NEI\I*,—oo<x0<...<xN<oo} <00
Vie[0,N],xi€ ¢

1.2 équation différentielle

Théoréme 1. Soit n un entier et Q un sous ensemble ouvert de RXR?. posons F: Q—R. Si F(t,X) et
continu par morceau et localement lipschitzienne par rapport a ¢a deuxieme variable alors le probleme
de cauchy est bien défini et la solution maximale est unique.

1.3 Lintegrales de Stieljes

Définition 2. Soit f € €° et F € BBV alors on peut définir l'intégrale de Stieltjes on la note:

f fdF

en se placant sur un intervalle [a,b] et en considérant la subdivision: a < xy < ... < xy < b et soit
Yi € [xi,Xi1] si la limite de Y| f(y;)(F(xi41) — F(x;)) est finie alors elle correspond a Uintegrale de
stieljes :

fabde

Théoréme 2. Sion considére I'équation différentielle: x(t) = fot f@)dV () avecV € BV alors ce prob-
léme de cauchy est bien défini et admet une solution.

Remarque 2. Pour plus de détails se référer a:
[2] Problémes de Cauchy pour les équations différentielles et théorie de I'intégration:influences mutuelles

ce théoréme nous montre que le probléme SIR ainsi posé est bien défini étant donné que les campagnes
de vaccination peuvent étre vues comme des fonctions a valuation bornée ou qu’elles peuvent au
moins étre approchées par de telles fonctions.



1.4. Calcul différentiel

1.4 Calcul différentiel

Théoréme 3. fonctions implicites
Soit E,EG trois espaces de Banach :

fiExF—G
x,y)— f(x,»)

on suppose quefest‘eg”1 soit (xg, Vo) € ExF

posons zy = f(xo, Yo)

on suppose que af(g—;’y") € ISOM(F,G)

Alors il existe un voisinage ouvert W dex, et une application ¢ : W — F de classe €' et un voisinage V
du point (xy, yo) tel que

flx,p(x) =29 YxeW



4 Premiere approche

Dans ce chapitre nous allons étudier une premiere approche du probléme de vaccination optimale ,
basé sur I'article :

[3] Optimal tax/subsidy combinations for the flu season de Peter J.Francis. Nous allons dans un pre-
mier temps oublier ce que I'on a dit dans I'introduction pour travailler avec un modéle SIR un peu plus
simple nous permetant d’expliciter plus de choses.Nous supposerons donc dans un premier temps
que I'on peut exprimer les dérivées de chacun des paramétres du modéle.

2.1 Un modéle différent

2.1.1 Modele SIR

Xy :la proportionsd'individus suceptibles d'étre infectés
X, :la proportionsd'individus infectés

Xs3:la proportionsd'individus guéris

Xy:la proportionsd'individus vaccinés

on rajoute X5 = X3 + X4 Le modéle SIR s’écrit donc:

dX1 < — 1

- = —BX1() X (1) — X4(1), X1(07) =X,

dXz - 2
1 4 = BX1(0)Xa2(8) =y X2(1), X2(07) = X

dX5 : - 5

= =y X2() + Xa(1), X5(07) =X

Remarque 3. on peut constater que c’est le méme modéle que dans l'introduction on a juste supposé
dans ce cas qu'il est licite de dériver ce qui n'est pas toujours le cas mais permet d'expliciter d'avantage de
choses.

2.1.2 Fonctions de coiit

Nous nous intéressons maintenant a la fonction de cotit.Nous allons voir 'optimum de la société
comme la somme des optimum individuels En prenant toujours comme notation ry le cott de
I'infection et ry le cott de la vaccination. on cherche donc a trouver le taux de vaccination qui
minimise la fonction suivante:

o0

Définition 3. fonctions de cotit min C(X;(0), X2(0); X4(1)) = f riXs(t)+ rvX4(t)dt

0
sous la contrainte que X, et X, vérifie les équations du modéle SIR

6



2.2. Les critéres de décision

et que X 4(t) sois bornée.

2.2 Les critéres de décision

Remarque 4. Comme cela est écrit dans

[3] Optimal tax/subsidy combinations for the flu season de Peter J.Francis. on peut trouver les équa-
tions de l'évolution de linfection en fonction du nombre de personnes suceptibles d’etre infectées pour
plus de détails se réferer a ce texte.

2.2.1 décision

Dans 'arcticle

[3] Optimal tax/subsidy combinations for the flu season de Peter J.Francis. Il arrive a un modéle de
décision assez similaire a celui que I’on obtient si on ne suppose pas que les différentes variables
du modéle SIR sont dérivables.Nous avons décidé de ne pas exposer ceci en détail pour éviter les
redondances car nous présentons par la suite des chose assez similaires. Pour plus de détails nous
renvoyons a la lecture de I'article précédemment cité.



8] Nouvelle approche

3.1 Leschaines de Markov et modéles SIR

Contenus du modéle SIR nous avons: on note :
Si:1' évenement étre suceptible au temps t
I;: 1" évenement étre infecté au temps t
R;:1l' évenement étre guéri au temps t

gp(qu_At/It) = ')/At+ O(At)

P41l St) = PX2 (DAL + 0(AD)

Proposition 1. La probabilité d’étre infecté avant le temps t
¢r(t)=1- e‘fo[ﬁXz(t)(r)dr

Proof.
PLiratl S1) = 9’(;;(—?9;5:)
S
d’aprés les calculs préliminaires on a:
it 20 ¢n(0) _ BXo(HAL+0(AD)

1-¢;(1)
on fait tendre At ves 0 on obtient alors :

¢ (1) = BXo ()1 - Pr(D)
on a une équation différentielle d’ordre 1 on résout avec la formule de Duhamel et on obtient:

or(t)=1- e_fotﬁxz(f)(T)dr

Nous rappelons que U désigne la campagne de vaccination cette fonction est supposée bornée on ne
peut pas matériellement vacciner tout le monde en méme temps on peut expliciter d’avantage u(t)

Proposition 2.
doy (1)

dUu(r) =
1-¢v(1)

S(1)



3.2. Les différents optimum

Proof. Nous avons :
¢y (t+AL) —Ppy(D)

P(Vianel Sp) = 1 —¢V(t)

cette probabilité peut également s’écrire:

Ui+AD-U(@)
S(t)

on a donc égalité entre les deux quantités et donc en faisant tendre At vers 0 on obtient:

doy (1)

dUu(t) =
1-¢y(D)

S(1)

De la proposition précédente on peut obtenir la proposition suivante:

Proposition 3. en notans u;,qx le nombre maximum de perssone que l'on peurt vacciner en méme

temps.
d(PV(t) < Umax
dt — Xi(p)

1-¢v()

Proof. onadU(t) < Umax = 1d_¢¢vv(8)8(t) < Umax

cqfd O

3.2 Lesdifférents optimum

Nous allons tout d’abord définir {(X) qui va représenter la trajectoire de I'évolution du nombre de
perssones infectées en I'abscence de vaccin si 'on commence en X = (X1, X») avec X; :le nombre de
perssonnes suceptibles et X» :le nombre de perssonnes infectées.On pose:

X _
X,

1 oy K+ (X))

comme cela est définit dans
[1] Individual vaccination as Nash equilibrium in a SIR model: the interplay between individual
optimization and societal policies

Nous renvoyons au document
[4] Global optimal vaccination in the SIR model: properties of the value function and application to
cost-effectiveness analysis appendice A pour plus de détail.

Proposition 4.

K¢

0X1 x(1+8(¢-x)
Y

o _ B

aXZ (— X1+ %

Proof. Nous allons utiliser le théoreme des fonctions implicites



Chapter 3. Nouvelle approche

posons f:R3— R

tel que: f(X1,X2,¥)=-1+ Xll L vty

ona:

y— f(X1,X>,y) qui est continue de plus f (X1, X»,0) <0et f(X;, X2, X1) >0

donc par le théoreme des valeurs intermédiaires on peut en déduire qu'il existe y* tel que:
fX1,X2,y)=0

a X !X ’ * _ﬁ * 1
onaégalementM :—ée y X)L —

oy Y X1
etcomme y* < Xj etque X; + X» <letque VxeR} onaxe *<1etdonc w est non nulle
on peut donc appliquer le théoreme des fonctions implicites
il existe un voisinage ouvert W de (X, X») et une application ¢ : W —]0, X; [ de classe € 1

FX1, X0, 0(X1,X0) =0 V(X3,X0) e W

on pose alors g : W — R3 tel que g(X1, X2) = (X1, X»,{ (X1, X5))
onadonc (f(g))' =0= Vf(X;, X>,{)Vg(Xy, X2) = (0,0)
on obtient alors

% _ ¢

0X1 X (1+8¢-x)
Y

K __ B

6X2 (—X1+%

3.3 Loptimum pour I'individus

Dans cette section on va s'intéresser au mode de décision de I'individu.L'individu essaye de minimiser
sa fonction de cofit (cf introduction) et la représentation graphique que 'on peut en faire. Nous
reprenons les critéres de décision exposés dans

[1] Individual vaccination as Nash equilibrium in a SIR model: the interplay between individual
optimization and societal policies

3.3.1 LaDécision individuelle

Théoréme 4. Mode de Décision

Xo,U XU p
Salinstant t %
1-¢7Y (1)

dans les autres cas on ne se fait pas vacciner

> ¥ on se fait vacciner
I

ce premier mode decision ne comprend pas tous les cas on peut donc en proposer un plus précis

Théoréme 5. Mode de Décision

a) Si ry = ry on ne se fait pas vacciner

b)Siry <ryet (/)f"’U(oo) < rr—‘l/ alors pas de vaccination.

c)sinon la fonction ¢y (t) représentant le nombre de personnes vaccinées au temps t verifie
Gy (D) = F(O) 110,01 — Py (D) avect qui verifie:

Xo,U Xo, U
10 (OO)— IO (T)_r_V

1-¢7 (1) o

10



3.3. Loptimum pour I'individus

Proof. Nous rappelons que le cotit pour I'individu est :

ri¢p(oo) +f0 rv(L =)+ (ry — r))(¢pr(oo) — (1) ddy (t)

on rappelle également que ¢ est une fonction croissante avec le temps.

a)

Dans ce cas tous les termes de la fonction de cofits sont positifs le minimum est donc 0 et il est atteint
avec ¢y identiquement nulle. On ne vaccine donc pas dans ce cas.

b)

on va s'intéresser a la monotonie de la fonction de cofit on la dérive donc, on a:

dp(r)
dt

d
E(rv(l =) + (ry —rp(pr(o0) —dpr(1)) = (rr—ry)

la dérivée est positive comme produit de termes positifs on a donc la fonction qui est croissante en
fonction du temps la plus petite valeur prise par cette fonction quand ¢ =0 esten ¢ =0la valeur en 0
est ry — ry¢r(o0o) et d’apres nos hypotheses cette quantité est positive et donc le minimun atteignable
est toujours 0 est il est atteint avec ¢y identiquement nulle.La stratégie optimale est donc de ne pas
vacciner.

c)

d’aprés les calculs précédents la partie qui est dans I'intégrale de la fonction de cofit n’est pas toujours
positive il existe des t tel que,

$1(00) = pr(D) _ 1v

ry —ripr(oo) + (rr—ry)¢r(t) <0 <= e S

Pour atteindre le minimum on vaccine pour les t ou c’est négatif et on arréte aprés de plus ¢ —
M est décroissante et donc on vaccine jusqu’au temps 7
1-¢(1)

Xo, U Xo,U

1-¢2Y@

11



Chapter 3. Nouvelle approche

3.3.2 Représentation graphique
graphiquement on peut représenter ’optimum de I'individu comme ceci:

1 Zone optimale de

l:’ vaccination pour
N l'individus

Figure 3.1: Optimum Individus

graphiquement on peut représenter la décision de I'individu comme ceci:

Zone de vacciantion

Plus de
volonté de ce
faire vacciner

-

Figure 3.2: Décision Individus

3.4 Tloptimum pour la société

On s’intéresse maintenant a I’optimum pour la société (cf Introduction) pour les fonctions de cofit.

3.4.1 Le choix de lasociétél

On reprend I'ensemble qui est donné par
[1] Individual vaccination as Nash equilibrium in a SIR model: the interplay between individual
optimization and societal policies

12



3.4. 'optimum pour la société

Théoréme 6. Mode de Décision
La courbe délimitant la région de vaccination a l'équilibre est :

(X = (X1, X2) € QIox,{(X1, Xo) = ’r—V}
I

au dessus de cette courbe on ne vaccine pas en dessous on vaccine

Proof. voir
[1] Individual vaccination as Nash equilibrium in a SIR model: the interplay between individual
optimization and societal policies O

13



Chapter 3. Nouvelle approche

3.4.2 Représentation graphique

graphiquement on peut représenter 'optimum de la socitée comme ceci:

l:’ Zone de vaccination
pour la sociétée

Figure 3.3: Optimum Société

3.5 lequilibre de Nash consciliant les différents intéréts

Définition 4. équilibre de Nash
Un équilibre est un équilibre de Nash si aucun joueur wa interét a changer unilatéralement sa stratégie
quil'a amené a cet équilibre.

3.5.1 Stratégie pour avoir un équilibre

On reprend I'ensemble qui est donné par
[1] Individual vaccination as Nash equilibrium in a SIR model: the interplay between individual
optimization and societal policies

Théoreme 7. Lequilibre Si on est dans un cas ot l'individu accepte de se faire vacciner on pose T le
premier temps ou la dynamique touche l'ensemble

X3, X
(X1, X2) em% =V

= —}ui{(Xy, X2) €QIX; =0}
1 rr

l'unique équilibre est alors caractérisé par:
au(r) = Umax V0,71 (1) dat

et

_ Umax .
doy(t) = X0 1=y () o, (8)

Remarque 5. pas forcément l'optimum... L'équilibre obtenu est l'optimum tel que 'équilibre soit un
équilibre de Nash d’autres stratégies permettent d'obtenir un coilt plus faible mais l'equilibre nest plus
un équilibre de Nash se réferer a

[1] Individual vaccination as Nash equilibrium in a SIR model: the interplay between individual
optimization and societal policies.pour avoir un exemple explicite.

14



3.5. equilibre de Nash consciliant les différents intéréts

3.5.2 Représentation graphique

graphiquement on peut représenter les deux optimun comme ceci:

Zone de vaccination
interessante seulement pour
N\ la société

\:l Zone de vaccination
our la sociétée
Iél Y‘ingiv?gus

\ A
N Zone ou personne n' a interét
N\ a ce faire vacciner

Figure 3.4: Optimum a 'equilibre

graphiquement on peut représenter les différentes évolutions de I'épidémie en fonction de la

vaccination

et I'individus

Zone de vaccination
interessante seulement pour
la société

l:l Zone de vaccination
pour la sociétée

Zone ou personne n' a interét
a ce faire vacciner

~— Optimum pour la société — Pas de vaccin

Figure 3.5: Evolution

15



Actualisation des coiits

Dans cette partie nous allons utiliser de I'actualisation dans le modéle de décisions comme ceci est
utilisé en économie .

4.1 Présentation du modéles

On introduit un taux d’amortissement 2 et les nouveaux colits comme cela est fait dans

[1] Individual vaccination as Nash equilibrium in a SIR model: the interplay between individual
optimization and societal policies Dans cette nouvelle approche au temps t I'individus va actualiser le
cotit du vaccin il ne va plus se dire quand je me ferai vacciner le cotit est de r, mais il va actualiser le
cott et il va se dire par exemple si dans deux ans je me fais vacciner apres actualisation ¢ca me cofite
tant aujourd’hui. on va définir :

t
p1(1) = f e 7Tde; (1)
0
ceci prend en compte a la fois la probabilité d’étre infecté ainsi que I’actualisation de 'infection.

Définition 5. La fonction de cotit a minimiser est:

oo

Cq(Pv) = TI(PI(OO)JrfO r1(<p1(t)—<pf(00))+rve_@t(l—(bf(t))m/)v(t)

cette fonction de cotit actualise a I'instant présent le cofit de la vaccination.Le cott de la vaccination
étant percu différemment aujourd’hui que dans le futur.

Remarque 6. on peut remarquer que lorsque 2 = 0 on est dans le cas qui a été précedemment ce cas
corespond au cas ot le coiit de la vaccination est per¢u de la méme fagons aujourd’hui que dans le futur.

16



4.2. Représentations graphique

4.2 Représentations graphique

comme cela est prouvé dans [1] Individual vaccination as Nash equilibrium in a SIR model: the
interplay between individual optimization and societal policies Si & > 0 et que % est assez petit on va
avoir cette fois ci trois zones qui vont apparaitre

Vaccination instantanné

Vaccination différé

Pas de vaccination

J 1

Figure 4.1: Optimum

17



Conclusion

5.1 Conclusion

Pour conclure on peut dire que malgré le fait que la société représente 'ensemble des individus
optimiser la vaccination en fonction d'un individu ne permet pas d’obtenir un optimum pour la
société .On constate que différentes approches permettent d’obtenir des résultats quasiment similaires
mais pas compléetement identiques la derniére approche présenté est la plus proche de la réalité méme
si personne ne fait de calcul mathématique avant d’aller se faire vacciner on se projette toujours vers
I'avenir et essayons de savoir quel est notre interét de nous faire vacciner .
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