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Genese

De nombreux réseaux comme Facebook, le Word Wide Web... partagent de nom-
breuses caractéristiques et notamment, une propriété dite d’invariance d’échelle. Cette
propriété d’invariance d’échelle se manifeste par le fait que les degrés des noeuds du ré-
seau suivent une loi puissance : si 'on définit le degré £ d’un nceud comme le nombre
de liens qui lui sont adjacents dans le graphe, on observe que la proportion de noeuds
de degré k est proportionnelle a k=7 pour un certain coefficient ~y. Aussi, les nombreuses
occurrences de cette invariance d’échelle dans les phénomenes observés empiriquement
motivé la recherche de modeles susceptibles de présenter les mémes caractéristiques.

En 1999, Barabasi et Albert publient ainsi un travail sur I'apparition de propriétés
d’invariance d’échelle dans des graphes non-orientés générés suivant des processus d’at-
tachement préférentiel.

L’attachement préférentiel se définit comme un processus dynamique au cours duquel
des individus arrivent les uns apres les autres au sein d’une population et doivent choisir
de rejoindre une « classe », ce choix se faisant en fonction de la population présente : les
nouveaux sommets arrivant dans le graphe s’attachent préférentiellement aux sommets
avec le plus grand nombre de liens.

C’est dans leur caractere trés général que les processus d’attachement préférentiel
trouvent leur richesse : ces modeles sont appliqués a I’évolution du réseau des citations
scientifiques, le nombre de liens pointant vers une page web, ’évolution de la richesse
des 1% les plus riches. ..

Dans le cas du World Wide Web, l'intérét suscité par le papier de Barabasi et Al-
bert était 1lié a la volonté de développer des algorithmes de recherche sur le Web plus
performants et d’améliorer, par une meilleure connaissance de la topologie du Web, la
circulation d’information. Empiriquement, on observe que la probabilité qu’une page
Web ait exactement k liens pointant vers elle est proportionnelle a k=7 avec v = 2, 1.

Apres avoir présenté le modele, nous étudierons I’évolution au cours du temps des
degrés des différents sommets du graphe puis, nous montrerons comment apparait la loi
puissance dans les processus d’attachement préférentiel.



1 Le modeéle

Definition 1.1. Un graphe non orienté G = (V, E) est défini par la donnée d’un en-
semble V' de sommets et d'un ensemble E d’arétes, chaque aréte étant une paire de
sommets.

Definition 1.2. Une boucle est une aréte reliant un sommet a lui-méme.

Definition 1.3. Le degré d’un sommet v est le nombre d’arétes incidentes d ce sommet.

L’idée ici est de modéliser la croissance de graphes aléatoires pour le modeéle
d’attachement préférentiel, et de comprendre I'origine de cette propriété d’invariance
d’échelle.

On se propose ainsi d’étudier une suite de graphes notée (PAs(m, d))¢>1 correspondant
au temps ¢ & un graphe de t sommets et mt arétes pour un certain m = 1,2.... J est un
parametre du modele supérieur ou égal a —1, m correspond au nombre d’arétes
attachées au sommet lorsqu’il arrive.

On s’intéresse d’abord au modele dans le cas m = 1 puis on généralisera.

1.1 Casm=1

(PAi(1,6)) est un graphe d’un seul sommet avec une boucle. On note vgl), - vgl)

Pensemble des sommets de (PA¢(1,0)), D;(t) le degré du sommet vl(l) dans (PA(1,9)),
avec la convention qu’une boucle augmente le degré de 2.

Conditionnellement a (PA¢(1,9)), la régle de croissance pour obtenir (PA;y1(1,4)) se
définit comme suit : on ajoute un seul sommet vgr)l avec une seule aréte dont la
seconde extrémité se connecte a un sommet vz-(l),z‘ =1,...,t,t+ 1 selon la loi de
probabilité ci-dessous.

1+46 -
L ) v rassy pour  1=1t+1
Py = ol | PA(1,0)) { t@az:;g; ) i =1,..,1 @)
m pOUT l - PIEER)

(a) t=1 (b) t =12 () t = 20

FIGURE 1 — Evolution de PA(1,0)



Le modeéle ci-dessus est appelé modeéle d’attachement préférentiel affine, les probabilités
dans (1) ont une dépendance affine en les D;(t).

Proposition 1. Soit m = 1. Alors pour tout i et tout t > i, D;(t) > 1

Démonstration. Tout nouveau sommet arrive dans le graphe "attaché" a une aréte. Etant
donné qu’on ne supprime pas d’arétes, le degré de chaque sommet reste supérieur ou égal
al. O

Remarque 1.1. On a ainsi (puisque § > —1) D;(t) + 6 > 0 pour tout i et pour tout

t > i. On vérifie que la formule de l’équation 1 :

A0 hour 1=t+1
P, =V | P41, 0)) = { R
t(2+6)+(1+9)

(2)

pour 1=1,..,t

définit bien une probabilité, i.e. que la somme suri € [1,t+ 1] vaut bien 1 :

t+1 t
S (P, = oM | PA1,8) =3

i=1 7

=1
(Xt:lDi(t))+t5+1+6
{2+ 0)+ (110)

D;(t) +6 1+
210 +(1+0) 120+ 1+

Et on a

car PA1(1,6) compte t arétes (on en rajoute 1 a chaque tempst), et on compte chacune
des arétes deux fois en sommant sur tout le graphe, d’ou le 2t. Et on a le bon résultat.

1.2 Casm>1

On définit le modele pour m > 1 par extension du cas m = 1 : on commence par
étudier PA,,.(1, %), et on note les sommets de P A, (1, %) par vg), s vf,g On identifie
ensuite {vé;)_l)m+1, ,vj(}?z} dans PA,,(1, %) A vﬁm) dans PA¢(m,d) : on fusionne les m
sommets de PA,(1, %), au sommet de PA;(m,d) résultant sont rattachés toutes les
arétes au départ attachées a ces m sommets . Ceci définit le modele pour m > 1. Il s’en

jm
suit que Dj(m) (t) = > D,Sl)(mt).
k=(j—1)m+1
Cette construction correspond a une mise a jour intermédiaire des degrés.

Remarque 1.2. On remarque que le graphe PA;(m, ) ainsi défini compte exactement t
sommets, a raison de 1 sommet rajouté a chaque tempst, et mt arétes a raison de l'ajout



de m arétes par sommet ajouté. Le degré total du graphe est, avec le méme raisonnement
que dans le cas m = 1, 2mt, puisqu’on somme sur les mt arétes et on les compte chacune
2 fois.

La description de PA;(m,d) en terme de PApu (1, 2) telle que ci-dessus, est bien

légitime. En effet, une aréte dans PA,,(1, %) est reliée a un sommet v,(:) avec probabi-

lil) avec le poids de v,(;) égal a la somme du degré de

(m)
J

lité proportionnelle au poids de v

(1)

v, et de %. Ainsi, une aréte dans PA;(m, ) est reliée au sommet v; ~ avec probabilité

proportionnelle au poids total de v{m) :

gm (1) sy m (1) _ (m)
> Dy mt)+ )= >  Dp'(mt)+6=D;"(t)+4.
k=(j—1)m k=(j—-1)m

Aussi, garde-t-on avec cette description I'aspect essentiel du modele d’attachement pré-
férentiel : les arétes auront tendance a se relier aux sommets avec un degré plus grand,
on retrouve cette idée du riche qui s’enrichit.

1.3 Descriptions alternatives de PA;(mt,0)

Définir PAy(m,d) en fonction de PA,(1, %) est particulierement pratique. Cepen-
dant, il existe des définitions plus directes du modele pour m > 1.

On commence & t = 1 avec PAj(m,0) qui est un graphe avec m boucles.Pour
construire PA;1(m, ) a partir de PA;(m, d), on ajoute un sommet avec m arétes qui lui
sont attachées. Ces arétes sont attachées successivement avec mise a jour intermédiaire
des degrés. La k-ieme aréte est reliée :

i(m) , © € [1,t] avec probabilité proportionnelle & D;(k—1,t)4¢; ol on

a posé pour k = 1,...,m, D;(k,t) le degré du sommet i apres que le k-iéme sommet
soit ajouté

— au sommet v

— au sommet val) avec probabilité proportionnelle & D;(k — 1,¢) + 1 + %.k; et on

initialise Dyy1(0,t) = 0.

Remarque 1.3. Cette construction alternative de PAi(m,d) est en réalité équivalente
a celle qui consiste a fusionner m sommets consécutifs dans PAp(1, %) En effet, on

se place au temps t +1 = mj dans PAp,(1, %) (donc au temps j dans PAy(m,0d)) et

.y (1) (1) (1)
considérons V(i Z1)ymt1 = Yjm (G—1)m—+k’

mets ajoutés dans PA(1, %) :

= k=1,...,m ensemble des m derniers som-

— La probabilité que v(j_1ym4k se relie & un sommet Ul(l) dans PAp,i—1)+k—1(1, %)

est proportionnelle a Dy(m(j — 1)+ k—1) + % ce qui correspond, dans le cas de
Uattachement séquentiel a Dy(k — 1,5 — 1)+ 9

— La probabilité que v(;_1)m4r se relie a un des m sommets dans la classe de ceux

. . e m . \
qui seront fusionnés pour donner v](- ) est proportionnelle a la somme de



— la probabilité qu’il se relie a lui méme (qui est proportionnelle a 1 + %

— et la probabilité qu’il se relie au k-1-éme autres sommets de sa classe déja

présents dans le graphe lorsqu’on l'ajoute :

m(j—1)+k—1 A 5 5
(21) 1(De(m(J — 1))+ 5) =Dea(k—1,6) + (k= 1) * (53)

e=m(j—1)+

Et obtient bien en sommant, Dyyq(k —1,t) + 1+ k % (%)

1.4 Topologie du graphe en fonction de ¢

Pour des valeurs particulieres de 9, on retrouve des exemples classiques de la littéra-
ture.

Le cas § = 0 correspond au modele étudié par Barabasi et Albert et dont les résultats
ont été accueillis en 1999. Le fait de choisir 6 = 0 assure que la reégle de croissance du
graphe n’est plus seulement affine en les degrés mais linéaire.

Le cas § = —1 correspond au cas ou le graphe est connexe. En effet, P(vgi)l — U&)I |
PA(1,-1)) = 0 pour tout t > 1.

P(U,Ei)l — vl(l) | PA(1,-1)) = % pour tout ¢ € [1,¢]. Et puisque la probabilité
d’avoir une boucle sur un sommet 1)2(1) est nulle sauf si c’est v§l), alors D;(t) = 1 pour

1om_,m
tout ¢ > 1, pour tout ¢t > ¢ et donc P(vt(i)1 — vi(l) | PAi(1,-1)) = %
PA(1,9), tous les sommets sont reliés a vil) par exactement une aréte, y compris lui-
méme (donc une boucle).

Ainsi,dans

Dans la suite, on s’intéressera au cas m=1,§ > —1



2 Boite a outils

2.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma t — I'(t) définie pour tout ¢ > 0 par :

I'(t) :/ e da
0

Elle vérifie la propriété I'(t + 1) = ¢tI'(¢). En effet :

o
F(t—l—l):/ rte " da
0
_[t 7x]oo o t_ —x _
= et e t x zte”*dax = tI'(t)
0

On a aussi :

L(k+a) 1 ( I'(k+a) _F(k—i—l—i—a))
L(k+b) b—a—-1\T'(k—1+b) I'(k+0)
En effet :
I'(k+a) I'k+1+a) I'k+a) (k+a)«T(k+a)

T(k—1+b)  T(k+b) T(k—1+b) (k—1+b)xT(k—1+0b)
T'(k+a) (k—1+b—k—a)

TT(k—1+0b) k—1+0
T(k+a)
~Torp) <C7e b

2.2 Formule de Stirling

T2\ on < T(t41) < e 2y ImeI
& e V2 /on <T(t) < et V2y Ime T

Une conséquence utile en pratique de cette formule est :

=t*(1+O(1/t))
En effet, on a par cette formule de Stirling :
e~ (+a) (4 1 g)Ha-1/2 /50 < Tt 1 a) < e~ (¢ 4 a)tT o V/2Bre T

Et puisqu’on a :

—(t+a t+a—1/2
e (H9)(t + a) 2\ oty G(t-1/2)m((142)) o yaaln(14+2)
efttt—l/2 /o




avec § — 0 lorsque ¢ — oo et a In(1 + x) = 2 + o(z) au voisinage de 0, on déduit :

e—(t+a) (t + a)t+a—1/2

Y ~ 10 % e—a+a—a/2t+o(1) « eax%-‘ro(l/t) ~ ta(l + O(l/t))
€

On obtient la méme équivalence asymptotique pour le membre de droite ce qui conclut.

2.3 Les martingales et le théoréeme de convergence des martingales
positives

On fixe un espace de probabilité filtré (2, F, (Fn)nen, P). Relativement a cet espace,
soit (X, )nen une suite de variables aléatoires telle que E[| X,,|] < oo pour tout n € N. On
dit que le processus (X, )nen est une martingale si, pour tout n € N, E[X,,+1 | Fp] = X,

On obtient la définition d’une sur-martingale (respectivement d’une sous-martingale)
en remplacant I’égalité précédente par < (respectivement > ).

Théoréme de convergence des surmartingales positives Soit (X,,),en une
sur-martingale positive. Alors X,, converge presque slirement vers une limite X.,. En
particulier, Xo, € £! et on a X, > E[Xo | F)

Inégalité d’Azuma-Hoeffding Soit {M}}}_, une martingale par rapport a la
filtration (Fy),~- On suppose de plus qu’il existe une suite {oy }ren telle que pour tout
k € Non ait | My — M1 |< ag. Alors, pour tout « >0etn>1,ona:

P(| My — E[M,] |2 @) < 2xexp(—a®/(2 ) af))
k=1

2.4 Propriété de Markov

Definition 2.1 (Propriété de Markov simple). . Soit (Q, F,P) un espace probabilisé,
et Xo, X1, ..., Xpn, ... une suite de variables aléatoires a valeur dans l’ensemble x (muni
d’une tribu adéquate). On note /mathcalFy, := 0(Xo, X1,..., Xp). La suite (Xp), o est
une chaine de Markov ou posséde la propriété de Markov simple si et seulement si : Pour
tout n, tout événement B € o(Xy,41) :

P(B | Fn) =P (B|Xy)
ou de maniére équivalente :

Ep(1p | Fn) =Ep(1p | Xy)



3 Comportement asymptotique du degré des sommets

On commence par étudier ici les degrés de sommets donnés. Dans la suite, notons
PA(1,9) = PA; pour simplifier les notations.

Théoréme 1. On fite m=1,i € N et § > —1. Alors % converge presque sirement
vers une variable aléatoire &; lorsque t — o0, et on a :

T(t+ )i —1/(2+6))

D(t + 5E)T(0)

E[D;(t) + 6] = (1+9)

(4)

Démonstration. Fixons m =1 et soit t > ¢. On a :

E[D;(t+1)+0 | Di(t)] =Di(t) + 6 + E[Di(t + 1) — D;(t) | D;(t)]

Pour tout ¢, pour tout ¢ > i, on a conditionnellement & PA;(1,d)
D;i(t+ 1) — D;(t) qui vaut :

— 1 si vpq1 se rattache au sommet v;, et ce avec probabilité @fggt%
— 0 sinon.

D;(t)+ 6
2+0)t+1+0
240 t+1+05+1

2+0)t+1+0
@240t +1)
2+0)t+1+0

E[D;(t +1) 46 | Di(t)] =D;(t) + 6 +

=(Di(t) + 6)( )

=(Di(t) +0)
Cette formule étant valable pour tout ¢ > ¢, on a par induction :

t—1
BIDA(0) + 0] = BIEID(0) + 8| Ditt = 1)) = BID0) + 011 535 570 14

s=1

(7)

(Dans le cas t = i, on fait & droite un produit sur l’ensemble vide, égal a 1 par
convention. Et le résultat est correct.)
Calculons E[D;(i) + 0] :

4 1+6 S Dpi—1)+4
E[D;(i) + 6] = : 2 : 146
IO e Ty pra +,€2::1(2+5)(z—1)+1+5* *
_ 146 +’§ Dp(i-1)+0 146 N
C+o)i—D)+1+0 = 2+0)i-1)+140 2+)(i-1)+1+0
1+9
=1+6+ 2T o) —+1) PR (par la remarque 2.2)
24+ 6)i
—(1+4) 2+ 0)i (8)

2+0)(i—1)+1+0

0



Et on obtient bien le résultat du théoréme :

(24 0)i 'le (24 0)(s+ 1)
240)@E—-1)+14+46 (240)s+1+96

B (2+0)(s+1)

_(1+5)*S:ZH_1 2+0)s+1+0

e+ 1)@ —-1/(249))
L(t + 55T (3)

E[D;(t) + 6] =(1 + 6)

t—1

=(1+9)

9)

De plus, en utilisant de nouveau I’équation ci-dessus, on obtient que la suite (M;(t))¢>1
donnée par :

M;(t) =

] t—1 s
Dz(t)+5* 1 (2+d0)s+1+96 (10)

I CEDCEE)

est une martingale positive de moyenne 1. En effet, en considérant la filtration canonique
(Ft)t>i, on a :

ﬁ (2+68)s+1+46

E[M;(t+1) | F] =E[Di(t + 1) + 6 | Fi] =

s=t—1 2+5)( )
t
(2+d0)s+1+46
=E[Di(t+1)+6 | D;(t)] * []
oy (240)(s+1)

(11)

La relation E[D;(t+ 1) 4+ 6 | Ft) = E[D;(t + 1) + 0 | D;(¢t)] provient du fait que la loi
de PA411(1,9) sachant F; ne dépend que de PA; : le graphe présente une propriété de
Markov telle que définie dans la Boite a outils, la loi de PA;;1(1,) sachant tout ce
qui s’est passé jusqu’au temps t ne dépend en fait que de I’état du graphe PA;(1,9) au
temps t, et ce par définition de la loi de croissance du graphe. Ainsi :

(2+&@+1)*:ﬁ (2+8)s+1+0
2+0)t+1+46 (246)(s+1)

t—1

(240)s+1+96
:Dit d) *
( (**)SLL 2+0)(s+ 1)

=M;(t) > 0, pour tout t > (12)

E[M;(t +1) | ] =(Di(t) + 9)

s=i—1

donc par le théoréeme de convergence des martingales positives, M;(t) converge presque
surement vers une variable aléatoire limite M;, pour ¢t — oo.
Orona:

10



tﬁ (2+8)s+1+0 _ ﬁ s+ Gy _ Tt + 555)I () 13)
oy (240)(s+1) oy s+l Cit+ 1)@ —1/(2+49))
En exploitant la formule (t(+ )a ) = t*(14 O(1/t)), on obtient :

F(t + 1+ 55)T() 0)
Et on peut conclure que D;(t)/t t1/(2+9) converge presque surement vers la variable
aléatoire & = (14 6) » M;  10= /(52 L(i=1/(249))

)
O]

Ce théoreme fait apparaitre la loi puissance affectant le degré des différents sommets
du graphe. En effet, une conséquence de la convergence présentée dans ce théoreme est
qu’on peut étre presque certain (au sens des probabilités) que D;(t) est asymptotique-
ment proportionnel & /(219 pour ¢ qui tend vers l'infini : pour tout € > 0,

P(] D;(t)/tV ) ¢ 1< ) =1 & P((& — €) % t/CF) < Dyi(t) < (& + €) x tY/H)y = 1.

11



Et si on n’autorisait pas les boucles ?

Dans le cadre des attachements préférentiels, un modele répandu est celui qui consiste
(b)

a ne pas autoriser de boucles. Conditionnellement & PA;”(1,6)1, la régle de croissance
pour obtenir PAEIjr)l(l, J) est donnée par :
_ Dy(t)+6

P(Ugr)l - ”51) | PAzEb)(la5)) m

pour i =1,..,t (15)

On a utilisant la formule ci-dessus, on a alors :

E[D;i(t +1) + 0 | Di(t)] =Di(t) + 6 + E[D;(t + 1) — D;(t) | Di(t)]
Di(t)+9¢
2+0)t
2+ 8)t+1
C(240)t
t+ 515
t

=D;(t) + 0+
=(D;(t) + )

=(Di(t) +9)

Cette formule étant valable pour tout ¢ > ¢, on a par induction :

t—1
E[D;(t) + 6] = E[Di(i) + 6] []

s=1—1

1
S+ 535
s

Calculons E[D;(i) + ] :

, A Di—1)+0
E[D;(i)+6] = 2 2T w1494
[Di(i) + 9] ;(2”)(1—1)

=146 (16)
Et on trouve donc que :

T(t+1/(2+ 0))T(i)
T(OC(i+1/(2+0))

T(i)
(i+1/(2+0))

E[D;(t) +6] = (1 + ) = ~ (14 8) * t1/(2+5)r

t—1
On vérifie que N;(t) = Dil(i);(s II ﬁ est une martingale positive de moyenne 1
s=i—1 2+3

et donc elle converge presque stirement vers une variable aléatoire N;. Comme pour le

: A Dy(t) . .
premier modele, on conclut que 77575 converge presque strement vers une variable
aléatoire (.

1. le (b) sert & différencier ce modeéle du précédent

12



4 Evolution de la proportion de sommets d’un degré donné
pour le modele d’attachement préférentiel

Dans la partie précédente, on a étudié le comportement asymptotique du degré
des différents sommets du graphe. Dans cette partie, on se donne les outils nécessaires
pour retrouver le résultat introduit dans la Genese, c’est-a-dire la propriété d’invariance
d’échelle pour les graphes d’attachement préférentiels.

Théoréme 2. Soit m =1 et § > —1. Il existe C > 0 tel que lorsque t — oo, on a :

P(max | Pr(t) —pr |= Cy/ log

on a posé pour tout k> 1 :
¢
- Py(t) = l Z 1ip, )=k} la proportion de sommets de degré k au temps t,

“pe=(2+ 6)%

Ce théoréme est la clé de voute de ce mémoire. En particulier, il implique que Py(t)
converge uniformément en probabilité vers p; lorsque t — oco. Ainsi, étudier les
propriétés de p; permettrait de décrire le comportement asymptotique de la proportion
de sommets de degré k au temps t (P (t)) et on devrait voir apparaitre la propriété
d’invariance d’échelle annoncée dans la genése.

Les propriétés de p,

1. pr est une fonction de masse de probabilités : On utilise de nouveau une
formule de la boite a outils :

I'k+a) 1 ( I'(k+a) _F(k:~|—1—|—a))
Nk+b) b—a—1Tk-1+0) I'(k+0b)
Et donc pour a =95, b=3+24,ona , puisqueb—a—1=2+4:
r'3+20), T(k+9) N(k+149)
Pe= T 190) Tth+2520) T(h+3120)
Donc par télescopage,
Z oy = 3—1—2(5)>< I'(1+9) _
r(1+0) T(A+2+29)

k>1

2. le comportement asymptotique de p; pour k£ qui tend vers oo :
I'(3 +29) I'(k +96)

249
) A S T 653590)
I'(3+20) . 345
24+0)——(k 1+ O(1/k
=2+ 0) 5 1 5y O+ 00/
On a donc asymptotiquement, pg ~ cx k~3+9) et on voit apparaitre la loi puissance

du degré.
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5 Concentration du nombre de sommets de degré k autour
de leur espérance

La preuve du théoréme précédent se déroule en deux temps. Dans un premier temps,
nous montrerons que la proportion de sommets de degré k se concentre asymptotique-
ment autour de son espérance puis, nous consacrerons la section suivante a 1’étude du
comportement de cette espérance. Cette étude fera enfin apparaitre les pi dont l'origine
reste obscure a ce stade.

On note Ni(t) le nombre de sommets de degré k au temps t.

t
Avec les notations de la partie précédente, on a donc Ny (t) = tPy(t) = Z 1(p, ()=

Proposition 2. Soit § > —1. alors, pour tout C > /8 , lorsque t — 0o

P(max | Ni(t) — E[Nu(0)] |> C/Hog (1)) = o(1) (17)

Soit { My }r>0 une martingale par rapport a la filtration {Fy},-, telle que
Fo=10,9} C Fi... C Fp et | My, — My_1 |< ag. Alors, pour tout o > 0 et pour tout
n>1ona:

P(| My — E[My] |2 @) < 2xexp(—a?/(2 ) af))

Démonstration. La preuve repose sur I'inégalité d’Azuma-Hoeffding.
Fixons ¢ et k et posons M, := E[Ng(t) | PA,]. Montrons que {M,} _, vérifie les
hypotheses qui permettent d’appliquer 'inégalité d’Azuma-Hoeffding, c’est-a-dire :
1. PAy={0,9} : PAy = 0, le graphe est vide au temps 0, donc la tribu engendrée
par PAg est {0,Q} (par abus de notation on identifie PAy a la tribu qu’elle
engendre. De plus, on a bien {PA}"=3 € {PA}"_, pour tout n > 1 et donc il

en découle que o ({PAS}S:O) Co ({PAs}s:()) pour tout n > 1;

2. {My}n>0 est une martingale par rapport a la filtration engendrée par les
{PAs}?_;.Ona:

— E[| My [| = E[My] = E[E[Nk(t) | PAn]] = E[Ni(t)] <t < o0
avec I'avant derniere inégalité justifiée par le fait que le nombre de sommets
de degré k est majorée par le nombre total de sommets ¢ fixé;

— E[M,4+1 | PA,] = E[E[Nk(t) | PAn+1] | PA,] = E[Ng(t) | PA,) = M,
En effet, de fagon générale pour A,B deux tribus telles que A C B, on a
E[E[X | B] | A =E[X | A] et ici on a 0(PA,,) C 0(PAp+1) -
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presque slirement et pour tout n € [1,¢] :

My, = E[Ni(t) | PAy] = Zt:IP’(Di(t) =k|PAy)
i=1
My =Y P(Di(t) =k | PA,_1)
=1

3. | M,, — M,,—; | est bornée pour tout n > 1 : montrons que | M, — M,_1 |< 2

On a besoin d’une relation entre les P(D;(t) = k | PA,), P(D;i(t) =k | PAp—1).

Pour ca, on pose PAgl) := PA; pour s <n —1et pour s >n, PA;

(1)

évolue

indépendamment de PAg, mais toujours suivant un modele d’attachement

préférentiel. Ainsi :

— PAgl) et PA; sont égaux jusqu’au temps n — 1 et ont la méme loi marginale

jusqu’au temps n — 1;

— Dl(l)(t) est indépendant de tout ce qui vient se rajouter au graphe

PAS_)1 = PA,_1 apres le temps n — 1. Ainsi, conditionner D

i

(1)

(t) par

rapport a PA, revient a conditionner par rapport a PA,, et donc on a :

De fait, on peut réécrire :
t 3
My =Y P(DIV(t) = k| PA,)
i=1
On a donc :

t
M, — My_y =S P(Dy(t) = k | PA,) —P(DM(t) = k | PA,)
=1

:zt:E[P(Di(t) =k | Di(n)7PAn) ‘ PAn] _ E[P(Dgl)(t)
=1

Or, ce qui influe sur le degré D;(t) du sommet i au temps ¢t > n sachant PA,, est
D;(n) en raison de la propriété markovienne de notre suite de graphes. Ainsi,

P(D;(t) = k | Di(n), PA,) = P(Di(t) = k | Di(n)).



On a donc :

¢
My, = My = Y E[B(Di(t) = k | Di(n)) = B(D{" () = k | D} (n)) | PA,]
i=1
Puisqu’on a construit PAS) de sorte a ce qu’il ait la méme loi marginale que
PA,, a partir du temps n, on a :

— si DY (n) = D;(n) alors P(D;(t) = k | Di(n)) = P(DM () = k | DY (n))

i
puisque PA,, et PAS) ont la méme regle de croissance.

— sinon | P(D;(t) = k| D;(n)) — P(D(I)(L‘) =k| Dgl)(n)) | est la distance entre

(3
deux réels compris entre 0 et 1 et est donc plus petite que 1.

On en déduit :

(1) = , _ MW — (1)
| P(Di(t) = k | Difm)) = BD(e) = k| D () 1< 10

¢ ¢

=1 M= Mo < ;E“DE”(n#Di(n) | PAn] = E[; 150 iy | P40

Mais on rappelle que par construction, Dl(l)(n — 1) = D;(n — 1) et on n’ajoute

qu’une seule aréte au temps n dans les deux graphes donc au plus deux éléments
. < A1) ' <

se rajoutent a 'ensemble des {i; D; "’ (n) # D;(n)} : Zg 1D§1)(n#Di(n) < 2.

On peut donc appliquer I'inégalité de Azuma-Hoeffding & M,,.

D’une part, pour tout k >t 4+ 1, Ni(t) = 0 car le degré maximal dans un graphe de ¢

sommets est t — 1+ 2 =t + 1, a supposer qu’il est relié aux t — 1 autres sommets et a

lui-méme.

D’autre part, on a M; = E[Ny(t) | PA;] = Ni(t) car PA; détermine les Ni(t) . Et on

écrit :

P( max | Ny(t) — E[No(t)] |> Cyftog(t)) < S° P(| Ni(t) — E[Ni(1)] |> C/tlog(t))

1skstrl 1<k<t+1
= Y P(| My —E[M]|> C\/tlog(t)))
1<k<t+1
<(t+1) % 2exp(—C?% x tlog(t) /(2 * t * 2%))
t+1 \
=2 % e o(1/t) dés que C > /8
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6 Comportement asymptotique de ’espérance du nombre
de sommets de degré k

On a montré dans la partie précédente que la proportion de sommets de degré k est
concentrée autour de son espérance. Ainsi, comprendre comment se comporte I’espérance
c’est comprendre le comportement asymptotique de la proportion de sommets d’un degré
donné. Montrons que l’espérance E[Ny(t)] converge en probabilité vers pg.

Proposition 3. Soit 6 > —1. Alors, il existe C tel que pour tout t > 1, pour tout
keN:
| E[Nk(t)] —tpr [< C

Le théoréme 2 se déduit alors des deux propositions précédentes. On a, quitte a
remplacer C par C' = C x /8, d’une part,

| Pult) = i |= 7 | Nilt) =t
et d’autre part,
P (ml?x | Np(t) —tpg |> C(1+ tlog(t))
< P (x| EING(0)] — Ne(t) [ C/tlog(0))
=o0(1)

car la proposition implique max | E[Ng(t)] — tpg] |< C.
On en déduit bien,

P (mgx | Pe(t) —pi |> C loif“) = o(1)
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Origine (intuitive ?) des p;
On cherche "avec les mains" une équation de récurrence satisfaite par les py justifiant
I’expression tout sauf venant de soi des py :
I'(k+9)I'(3+20)
N'(k+34+25)I'(1+9)

pe = (2+9)

E[Ng(t +1) | PA] = Ng(t) + E[Ng(t + 1) — Ni(t) | PA]

La, conditionnellement & PA;, comment varie N (t + 1) par rapport & Ng(¢) lorsqu’on
rajoute vgy1 ?
— Soit v¢41 se relie & un sommet qui était de degré k — 1 au temps t, ce qui
augmente de 1 Ng(t+ 1) par rapport a Ni(¢) : cela arrive avec probabilité

it * N1 (t)
— Soit v441 se relie & un sommet qui était de degré k au temps t, ce qui diminue de
1 Ni(t + 1) par rapport a Ng(t) : cela arrive avec probabilité m * Ni(t)

— dans le cas particulier ou k£ = 2, puisqu’on autorise les boucles, si v;11 se relie a
lui-méme, il augmente de 1 le nombre de sommets de degré 2 : cela arrive avec
probabilité m

— dans le cas particulier ou k = 1, v;y1 viendra augmenter le nombre de sommets
de degré 1 s’il se relie a un sommet différent de lui-méme : cela arrive avec

On obtient ainsi en prenant ’espérance dans 1’égalité ci-dessus, la relation de

récurrence :

k—14+6 k+0
E[Ny,_1(2)] —
t2406)+1+490) N1 ()] t246)+140)
n 1446 1 (- 140
t2+6)+146) "2 t246)+1+40)

E[N(t)]
J1k=1

E[Ng(t + 1)] = E[Nk(?)] +

Lorsque t tend vers +o0, m —> 0 et m — + . Ainsi, avec les
"mains", si on considere que N (t) = tpy et Ni(t + 1) — Ni(t) = py, alors 'équation

précédente se réécrit :

E—1+4+9 E+6

_ 1
245 Pk—1 — 2+5Pk+k1

Pr =

Et on a, puisque pg =0, p1 = éigpl +1lie p; = 3+25, pour tout k > 2 :

k=148 k40 k2420 k=143 k=143
24 Pl o ghk 2916 PFT oy PHLTPRT 908

br = Pk—1
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Et donc,

k=146 k=240 1-246
Pe= s “k—1+2+20 "1 -1+2+ 20
L(k+9) F1+3420) 249§ L(k+6)(3 4 20)
_ — (2436
Pe= T3 i20) C Taxe) 332 O Trgision

Montrons le résultat de la proposition.
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Preuve de la proposition

On cherche a majorer la quantité Ny (t) — tpr =: ug(t) indépendamment de ¢ et de k.
On procede par double récurrence sur k et t.

Commencgons par trouver une relation de récurrence entre les wuy(t)
On a:

k—149¢ k+96
o) T ey e e ) SO
1456 1+96

E[Nk(t +1)] = E[N ()] +

1o+ (1— 1pe
+d2+®+1+5)h*+( ﬂz+®+1+5ﬂkJ
k—1496 k496
(t + 1)pk =tpr + pr —tpk‘i‘ﬁpkfl - 2+5Pk+1k:1
1 t
= —1 — _
et k=10 135 T 249 t2s o) r140 0!
t 1 t
_%k+@%@+ﬂ»+1+5+2+5_ﬂ2+®+1+5m”+“ﬂ

En soustrayant la premiere équation a la seconde, on obtient ainsi :

k—1+9 k+6
un(t 1) =u(t) + g () — g ()
+%2i5_t@+5;+y+y«k_1+5WM1—%+ﬁmw
146
(1k:2 - 1k:1)

t2+0)+ 140

Controle des termes résiduels de cette relation de récurrence :

— B(t) := %(11@:2 = 1j=1)
On a pour tout k > 2, , Bi(t) = 0 et sinon

146 1 1
| Bk(t) |= wars)i9e) < e ire) S 01

= (t) == (m - m) (B —=1+6)pr—1— (k+0)p)
Or on a, par la relation de récurrence satisfaite par les pg, pour tout k > 1,

(k—1406)pr—1 = (k+ 2+ 26)pg. Ainsi, d’une part,
| 70(t) |= Wj};”w)(l + 9)p1 et pour tout k > 1,
| (t) |= W | (1+0)px |
1 (249)(149) 1

+
Donc | () |< t+1) *SuPpk = (t+1)p =1 32 Y X
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Preuve par récurrence

e Initialisation k=1

— Initialisation En t=1, E[N;(1)] = 0 car PA; est constitué d’une boucle sur
le sommet v; qui est donc de degré 2, et le seul sommet dans le graphe a cet
instant.

On a alors, puisque p1 < 1, | u1(1) |[=| p1 |< 1.
Donc en t =1, pour k =1, u;(1) est bornée par n’importe quelle
constante plus grande que 1.

— Hérédité Supposons qu’il existe t > 1 tel que u;(t) est borné. Alors on a,
étant donné que ug(t) = No(t) —po =0 :

ua(t+1) =10 = s s M0 + A+ 1)
0= ey w01+ A0 1+ )
<Ol = g | B [+ 1m0
=il - (2 +15;r(t6+ 1)) * t—il-l * tl 1

Le dernier membre de ces inégalités est inférieur ou égal a C si et seulement
si:

149 1 v 244
~Cigrgem tea tar <00 G2 (14755

Donc, pour tout C; > (1 + ”y)%, on a bien supuy(t) < Cy
t>1

o Hérédité k > 2

— Initialisation En t=1, E[N;(1)] = 1x—2 car PA; est constitué d'une boucle
sur le sommet v; qui est donc de degré 2, et le seul sommet dans le graphe a
cet instant.

On a alors, puisque pi < 1, ug(1) =] E[Ng(1)] — pr |< max{Ng(t),pr} <1
car la distance entre deux réels compris entre 0 et 1 est plus petite que la
distance du plus grand de ces réels a 0.

Donc en ¢t =1, pour tout k£ > 1, ug(1) est bornée par n’importe
quelle constante plus grande que 1.

Hérédité Supposons qu’il existe ¢ > 1 tel que pour tout k > 1 ug(t) est
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borné par un certain C. Alors, pour tout k > 2

L NP Lt &L
tero) 1110 Y T2 o)+ 1+ o
146

k+06
<|1—
</ t2+0)+1+0
k—14+90
it t t
t(2+5)+1+5”“k 1(8) |+ 1 Be(®) | + | () |
k+6 k—1+6 1 ~

| ue(t+1) |=| (1 - ug—1(t)

| u(t) |

+ |

<C|1- C
T g ISl e gy s g L g d |
Mais, k > 2 implique k — 1 4+ 9§ > 0, Ainsi,
781 m>01€t(2+5)+1+5>k‘+516t<2+5a101“s
1 1 o
t+1) |<C(1
Lt D < OO s e T

Puisque t(2+0) + 146 < (t + 1)(2 +9) , on réécrit :

|up(t+1)|<C(1— m) + t+1 + tll Et ce dernier membre est

plus petit que C dés que —m + t+1 + t+1 < 0 ie deés que
C>2+06)(1+7)

— Sinon t > =5 ic k> t(2+0) + Lie k > t(2+6) +2 >t + 2 : Mais le
degré maximal d’un sommet dans PA;11 est obtenu lorsque ce sommet
est relié a tous les autres sommets et lui méme, et il a donc degré
(t+1) —1+2=1t+2. Donc pour tout k > ¢(2 +9) + 2,
ug(t +1) = E[Ng(t +1)] — (¢ + V)pr = —(t + 1)py.

Mais on a montré lorsqu’on a étudié le comportement asymptotique des
i que pp = Cok™379(1 4+ O(1/t)) < Oy  (t +1)737 puisqu’on est dans
un cas ott k >t + 1. Ainsi, | up(t +1) [< Cox (t+1)7279 < Oy

Donc en posant C' = max{%(fy +1),(24+6)(yv+1),C2}, on peut conclure
la récurrence.
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Conclusion

Les processus d’attachement préférentiel permettent de faire apparaitre les propriétés
d’invariance d’échelle présentes dans les réseaux naturels. En effet, les modeles d’atta-
chement préférentiel permettent de générer des lois puissance et sont apparus comme
un modele susceptible d’expliquer ’apparition de ces lois dans les phénomenes observés
empiriquement, qu’ils soient biologiques (avec I’évolution du nombre d’espéces portant
un gene donné dans un taxon par exemple) ou anthropologiques (avec la tendance d’un
article d’'un scientifique reconnu a étre plus souvent cité) ou lié & une question spécifique
comme celle de la croissance du Word Wide Web qui intéressait Barabasi et Albert.

Dans ce papier, on a ainsi décrit les lois puissance et d’invariance d’échelle auxquelles
sont soumis les modeles d’attachement préférentiel. Dans un premier temps, nous avons
montré la convergence des degrés des divers sommets du graphe et avons vu apparaitre
naturellement la loi puissance annoncée dans la Geneése. Nous avons ensuite présenté un
second résultat sur le comportement asymptotique de la proportion de sommets d’un
degré donné et mis en exergue la propriété d’invariance d’échelle des modeles d’atta-
chement préférentiel. On notera 'importance des résultats sur les martingales qui, plus
d’une fois, ont permis a la preuve de se "dérouler".

Cependant, il faut reconnaitre 'humilité des résultats présentés tout au long de ce
papier qui est loin de recouvrir I’étendue des différents modeles d’attachement préféren-
tiels. Dans tout ce qui précede, nous avons fait le choix d’étudier 1’évolution d’un modele
d’attachement préférentiel tres particulier. En effet, nous avons choisi de ne traiter que
le cas ou la régle de croissance est linéaire et de nous limiter a un processus ne faisant
intervenir que des graphes non-orientés. En réalité, il existe de nombreuses variantes de
cette construction. Une par exemple consiste a, au lieu de rajouter un nouveau sommet
auquel est rattaché une aréte, consiste a rajouter une aréte entre des sommets existants
déja; une autre alternative encore consiste en une combinaison des deux processus; une
autre encore consiste en une regle de croissance pour laquelle les probabilités d’attache-
ment n’ont plus une dépendance linéaire vis-a-vis du degré.

Enfin, pour le second résultat présentant la convergence de la proportion de sommets
d’un degré donné, nous nous sommes limités au cas ot on n’ajoute un sommet a laquelle
n’est rattachée qu’une seule aréte et nous n’avons pas traité le cas ou on ajoute un som-
met auquel sont rattachés m arétes. Cela ne reléve pas tant de la nécessité d’introduire
de nouveaux outils mais plutét de la volonté de susciter 'intérét du lecteur. De plus, les
outils impliqués dans la généralisation du cas traité ici relevent également d’une mani-
pulation de la théorie des martingales. Ce serait presque leur faire outrage d’exploiter
les résultats puissants qu’elles induisent sans les appréhender pleinement.
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