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Motivation
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Motivation : « matiére active »

Modéle de Vicsek (1995) : autopropulsion, alignement, bruit angulaire.
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Motivation : alignement de corps rigides

Particules autopropulsées avec alignement de corps rigides [DFMA17]

Positions Xx € R3, orientations Ax € SO3(R).

dX, = Akerdt
dAx = = 3 vk Va3 1A — AjlIP)dt + 2¢/TP7, o dB:k
J~k
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Motivation : alignement de corps rigides

Particules autopropulsées avec alignement de corps rigides [DFMA17]

Positions Xx € R3, orientations Ax € SO3(R).

dX, = Akerdt
dAk = = 3 vk Va(3llA = Alll?)dt + 2/TP7, ©dB:x
ok

Cadre de cet exposé : modéle spatialement homogéne.
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Mécanismes individuels : alignement et bruit

dA=pV(A-Ag)dt+ 2Py, cdBt, p=1 dA =pV(A-Ag)dt+2Pr,odBt, p=10
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Mécanismes individuels : alignement et bruit

dA =pV(A-Ag)dt + 2 Pr, o dBt, p=1 dA = pV(A-Ag)dt + 2 Pr, o dB;, p=10
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

Particules en interaction (champ moyen : force %)

dAx = Va, (A - J)dt + 2P7, 0dBex
J=p(A) = § X A
k
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Comment mesurer I'alignemen

4An =V(Aq-J)dt +2Pr, o dBp, p=1 dAn = V(An-))dt +2Pr, © dBen, p=10
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Comment mesurer I'alignement ?

dAn =V(An /)t +2Pr, °dBtn, p=1 dAn = V(An-J)dt + 2 Pr,  dBn, p=10

Variance : ([IA2) — ()2 = 3~ (12 € [0,3].

Donc ¢ = /2Tr((AN(A)T) = %HJH est un parameétre d'ordre
(c €]0,1], c =1 : concentration, ¢ = 0 pour désordre).
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Mesurer |'alignement? ¢ =

dAn =V(An-))dt +2Pr, °dBtn, p=1

Simulation with 500 particles, p=1 Simulation with 500 particles, p = 10
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Mise en évidence numérique d’'une transition de phase

de premier ordre (ou « discontinue »)

500 simulations with 500 particles at time t=0.00
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Limite de champ moyen : propagation du chaos

Si J(t) € M3(R) est donnée, la loi u de dA =V A(A- J)dt +2P7, 0odB;
suit I'équation de Fokker—Planck :

Ot +Va-[Va(A- Nu] = Aap. J
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Limite de champ moyen : propagation du chaos

Si J(t) € M3(R) est donnée, la loi u de dA =V A(A- J)dt +2P7, 0odB;
suit I'équation de Fokker—Planck :

Ot +Va-[Va(A- Nu] = Aap. J

LGN : si (Ax) suivent I'EDS (+ indépendance des bruits et conditions
initiales), alors ﬁ >« 04, converge faiblement vers L.
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Limite de champ moyen : propagation du chaos

Si J(t) € M3(R) est donnée, la loi u de dA =V A(A- J)dt +2P7, 0odB;
suit I'équation de Fokker—Planck :

Ot +Va-[Va(A- Nu] = Aap. J

LGN : si (Ax) suivent I'EDS (+ indépendance des bruits et conditions
initiales), alors ﬁ >« 04, converge faiblement vers L.

Si maintenant J = ﬁ >« Ak, perte d'indépendance, mais dans la
limite N — 400, on retrouve I'indépendance asymptotique : propagation
du chaos [Szn91].

Agrégation-Diffusion sur SO3(R) dans la limite de champ moyen

Si fN = £ >k 04, ol (Ay) est la solution du systeme d'EDS couplées,
alors pour T > 0 fixé, N — f sur [0, T], ou :

Otf +Va-[Va(A- Jp)f] = Aaf
P = [so,m) F(A)dA (constant!), Jr = p(A) = [so,x) Af(A)dA
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Equilibres de I'équation cinétique

Agrégation-Diffusion sur SO3(R) pour f(t, A)

Otf + V- [Va(A- Jp)f] = Aaf
p = Jso,m f(A)dA (constant!), Jr = p(A) = [sp, gy Af(A)dA
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Equilibres de I'équation cinétique

Agrégation-Diffusion sur SO3(R) pour f(t, A)

Otf + V- [Va(A- Jp)f] = Aaf
p = Jso,m f(A)dA (constant!), Jr = p(A) = [sp, gy Af(A)dA

«von Mises » associée a J € M3(R) : My(A) = z55exp(J - A).

Formulation a la Fokker-Planck : 9;f = Va [M; V- (51-)].
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Equilibres de I'équation cinétique

Agrégation-Diffusion sur SO3(R) pour f(t, A)

Otf + V- [Va(A- Jp)f] = Aaf
p = Jso,m f(A)dA (constant!), Jr = p(A) = [sp, gy Af(A)dA

«von Mises » associée a J € M3(R) : My(A) = z55exp(J - A).

Formulation a la Fokker-Planck : 9;f = Va [M; V- (51-)].

Equation de compatibilité sur M3(R) (9-dimensionnel ?)

Les équilibres sont les fonctions de la forme f = pM, telles que

J=p(Am, (=p | AM(A)AA= pJu,)
SOs(R)
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Equilibres de I'équation cinétique

Agrégation-Diffusion sur SO3(R) pour f(t, A)

Otf + V- [Va(A- Jp)f] = Aaf
p = Jso,m f(A)dA (constant!), Jr = p(A) = [sp, gy Af(A)dA

«von Mises » associée a J € M3(R) : My(A) = z55exp(J - A).

Formulation a la Fokker-Planck : 9;f = Va [M; V- (51-)].

Equation de compatibilité sur M3(R) (9-dimensionnel ?)

Les équilibres sont les fonctions de la forme f = pM, telles que

J=p(Am, (=p | AM(A)AA= pJu,)
SOs(R)

En fait, 3d : (A)mpo = P(A)m, Q pour P, Q € SO3(R).. .
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Lien avec les quaternions et les polymeéres « batonnets »

Théorie de Doi-Onsager avec potentiel de Maier-Saupe

Densité f(t,q), g € Sp/{%1} essayant de maximiser (g - q)°.

B:f + V- [Va(q- Qrq))] = Af
o= Jsyny fla)da. Q= s, 1) (9© g = 51d)f(a)dq
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Lien avec les quaternions et les polymeéres « batonnets »

Théorie de Doi-Onsager avec potentiel de Maier-Saupe

Densité f(t,q), g € Sp/{%1} essayant de maximiser (g - q)°.

B:f + V- [Va(q- Qrq))] = Af
o= Jsyny fla)da. Q= s, 1) (9© g = 51d)f(a)dq

Une isométrie et un isomorphisme (R3 : quaternions imaginaires purs)

®(q) :ueR® = qug* € R®

Quaternion unitaire — Matrice de rotation.
Matrice J € M3(R) +— Matrice symétrique ¢(J) € SJ(R) (trace nulle).

2J-0(@) =a-6()a, #@@)=a®q— 2k
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Lien avec les quaternions et les polymeéres « batonnets »

Théorie de Doi-Onsager avec potentiel de Maier-Saupe

Densité f(t,q), g € Sp/{%1} essayant de maximiser (g - q)°.

B:f + V- [Va(q- Qrq))] = Af
o= Jsyny fla)da. Q= s, 1) (9© g = 51d)f(a)dq

Une isométrie et un isomorphisme (R3 : quaternions imaginaires purs)

®(q) :ueR® = qug* € R®

Quaternion unitaire — Matrice de rotation.
Matrice J € M3(R) +— Matrice symétrique ¢(J) € SJ(R) (trace nulle).

2J-0(@) =a-6()a, #@@)=a®q— 2k

« Polyméres » dans R* : équivalence des modeéles [DFMAT18].
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Lien avec les quaternions et les polymeéres « batonnets »

Théorie de Doi-Onsager avec potentiel de Maier-Saupe

Densité f(t,q), g € Sp/{%1} essayant de maximiser (g - q)°.

B:f + V- [Va(q- Qrq))] = Af
o= Jsyny fla)da. Q= s, 1) (9© g = 51d)f(a)dq

Une isométrie et un isomorphisme (R3 : quaternions imaginaires purs)

®(q) :ueR® = qug* € R®

Quaternion unitaire — Matrice de rotation.
Matrice J € M3(R) +— Matrice symétrique ¢(J) € SJ(R) (trace nulle).

2J-0(@) =a-6()a, #@@)=a®q— 2k

« Polyméres » dans R* : équivalence des modeéles [DFMAT18].
« Polyméres » dans R, Wang et Hoffmann [WHO08] : seulement 2
valeurs propres pour les solutions de I'équation de compatibilité.
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Solutions de I'équation de compatibilité

Décomposition en valeurs singuliére spéciale (SSVD) [DDFMA20] :
si J € M3(R), il existe (une unique) D = diag(dy, d>, d3)
et P, Q € SO3(R) (pas uniques) telles que

d1>d2>|d3| etJ:PDQ
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Solutions de I'équation de compatibilité

Décomposition en valeurs singuliére spéciale (SSVD) [DDFMA20] :
si J € M3(R), il existe (une unique) D = diag(dy, d>, d3)
et P, Q € SO3(R) (pas uniques) telles que

d1>d2>|d3| etJ:PDQ

Solutions de J = p(A)u, :

@ la matrice nulle J =0,
@ les matrices de la forme J = a/, avec A € SO3(R) et a = pcy(a),

@ les matrices de la forme J = v/3aag ® by (ag, by vecteurs
unitaires de R®) et a = pcr(a) > 0.
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Solutions de I'équation de compatibilité

Décomposition en valeurs singuliére spéciale (SSVD) [DDFMA20] :
si J € M3(R), il existe (une unique) D = diag(dy, d>, d3)
et P, Q € SO3(R) (pas uniques) telles que

d1>d2>|d3| etJ:PDQ

Solutions de J = p(A)u, :

@ |la matrice nulle J =0,

@ les matrices de la forme J = a/, avec A € SO3(R) et a = pcy(a),

@ les matrices de la forme J = v/3aag ® by (ag, by vecteurs
unitaires de R®) et a = pcr(a) > 0.

Aligné autour de A € SO5(R) ? Deuxiéme cas, a > 0 (le paramétre
d'ordre de I'équilibre correspondant est c¢i(a) > 0).
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Solutions de I'équation de compatibilité

Décomposition en valeurs singuliére spéciale (SSVD) [DDFMA20] :
si J € M3(R), il existe (une unique) D = diag(dy, d>, d3)
et P, Q € SO3(R) (pas uniques) telles que

d1>d2>|d3| etJ:PDQ

Solutions de J = p(A)u, :

@ la matrice nulle J =0,
@ les matrices de la forme J = a/, avec A € SO3(R) et a = pcy(a),

@ les matrices de la forme J = v/3aag ® by (ag, by vecteurs
unitaires de R®) et a = pcr(a) > 0.

Aligné autour de A € SO5(R) ? Deuxiéme cas, a > 0 (le paramétre
d'ordre de I'équilibre correspondant est c¢i(a) > 0).
Uniforme ? Premier cas.
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Solutions de I'équation de compatibilité

Décomposition en valeurs singuliére spéciale (SSVD) [DDFMA20] :
si J € M3(R), il existe (une unique) D = diag(dy, d>, d3)
et P, Q € SO3(R) (pas uniques) telles que

d1>d2>|d3| etJ:PDQ

Solutions de J = p(A)u, :

@ la matrice nulle J =0,
@ les matrices de la forme J = a/, avec A € SO3(R) et a = pcy(a),

@ les matrices de la forme J = v/3aag ® by (ag, by vecteurs
unitaires de R®) et a = pcr(a) > 0.

Aligné autour de A € SO5(R) ? Deuxiéme cas, a > 0 (le paramétre
d'ordre de I'équilibre correspondant est c¢i(a) > 0).

Uniforme ? Premier cas.

Stabilité ?
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Etude de la dynamique : BGK plutét que Fokker-Planck

Un modele simplifié

Ocf = pMy, —
p=fooum (AHA and  Jr = [5o, ) AF(A)A.

Méme équation de compatibilité : J = p(A)wm,, .
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Etude de la dynamique : BGK plutét que Fokker-Planck

Un modele simplifié

Ocf = pMy, —
p=fooum (AHA and  Jr = [5o, ) AF(A)A.

Méme équation de compatibilité : J = p(A)wm,, .
EDO satisfaite par Jr :

d
an = p<A)MJF — Jf.
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Etude de la dynamique : BGK plutét que Fokker-Planck

Un modele simplifié

Bcf = oMy, — f
p = fsonm F(AAA and  Jr = [co oy AF(A)DA.

Méme équation de compatibilité : J = p(A)wm,, .
EDO satisfaite par Jr :

d
an = p<A)MJF — Jf.

Duhamel : si Jr = Jy quand t — 400, alors f — pM_.
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Etude de la dynamique : BGK plutét que Fokker-Planck

Un modele simplifié

Bcf = oMy, — f
p = fsonm F(AAA and  Jr = [co oy AF(A)DA.

Méme équation de compatibilité : J = p(A)wm,, .
EDO satisfaite par Jr :

d
an = p<A)MJF — Jr.

Duhamel : si Jr = Jy quand t — 400, alors f — pM_.

Réduction et « conservation »

Si PDyQ est la SSVD de Jp, alors Jey) = PD(t)Q, avec la méme EDO

pour D (dans R3).

d
—D = p(A —D.
dt p< >MD
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Flot-gradient et comportement en temps long, BGK

L'équation est un flot de gradient
On pose V(J) = [J]2 — pIn Z(J), ou Z(J) = Jsoum) € 7dA. Alors

d d
G =—VV(J) (ou zD=-VV(D)).
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Flot-gradient et comportement en temps long, BGK

L'équation est un flot de gradient

On pose V(J) = [J]2 — pIn Z(J), ou Z(J) = Jsoum) € 7dA. Alors

d d
G =—VV(J) (ou zD=-VV(D)).

Bonus : on connaft la signature de la Hessienne de V (restreinte aux
matrices diagonales) !
1

a

a(a(p)). c2(a(p))

(+++) N (-—-)

3 Pt Pc 8 10 20 40
Strength of alignment p
Amic Frouvelle
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Utiliser BGK pour la stabilité de Fokker—Planck [Fro21]

Méme énergie libre : & F[f] = —D[f] (FP) ou & F[f] = —D[f] (BGK).
1 2
#if = [ oy FAIFAIA= SR

D[f]:/ FOAY |V a(In F — A- Jp)[[2dA.
SOs3(R)

DI[f] :/ (f —pM,)(Inf —In(pM,,))dA > 0.
SO3(R)
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Utiliser BGK pour la stabilité de Fokker—Planck [Fro21]

Méme énergie libre : & F[f] = —D[f] (FP) ou £F[f] = —DIf] (BGK).

1 2
#if = [ o, FAIR A SR

DIf] :/ FOAY |V a(In F — A- Jp)[[2dA.
SOs3(R)

DI[f] :/ (f — pMy,)(Inf — In(pM,,))dA > 0.
SO3(R)

On pose alors W(J) = F[pM,] et on obtient

VW(J) =0« VV(J) =0 < J solution de I'équation de compatibilité.J

De plus, les points critiques ont la méme signature! On arrive a en
déduire la stabilité au sens de I'énergie libre (outil : principe de Lassalle
pour FP, la solution converge vers une famille d’équilibres).
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Convergence exponentielle vers les équilibres stables

Entropie relative et information de Fisher.

’H(f|g):/so3(R)fln (g)dA, I(f[g):/503(R)vam(;)H2dA.
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Convergence exponentielle vers les équilibres stables

Entropie relative et information de Fisher.

’H(f|g):/so3(R)fln (g)dA, I(f[g):/503(R)vam(;)H2dA.

Alors F[f] — Flfaql = H(FloM,,) + V(Jr) — V(Jeg),
puis H(f|feq) = FIf] = Flfeg] + 51l Jeq — Jrl1%, et D[f] = Z(f|pM,,).
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Convergence exponentielle vers les équilibres stables

Entropie relative et information de Fisher.

’H(f|g):/so3(R)fln (g)dA, I(fg):/503(R)vam(;)H2dA.

Alors F[f] — Flfaql = H(FloM,,) + V(Jr) — V(Jeg),
puis H(f|feq) = FIf] = Flfeg] + 51l Jeq — Jrl1%, et D[f] = Z(f|pM,,).

Théoréme [Fro21] : stabilité exponentielle

Si € est une des deux familles d'équilibres stable (au sens de I'énergie
libre), alors il existe 6 > 0, A > 0, et C > 0 telles que s'il
existe feqo € Ex avec H(f|feq0) < 0, alors il existe fy, € E tel que

VE > 0, HF(t, )] ) < C e H(folfoqo0)-
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Convergence exponentielle vers les équilibres stables

Entropie relative et information de Fisher.

’H(f|g):/so3(R)fln (g)dA, I(fg):/503(R)vam(;)H2dA.

Alors F[f] — Flfaql = H(FloM,,) + V(Jr) — V(Jeg),
puis H(f|feq) = FIf] = Flfeg] + 51l Jeq — Jrl1%, et D[f] = Z(f|pM,,).

Théoréme [Fro21] : stabilité exponentielle

Si € est une des deux familles d'équilibres stable (au sens de I'énergie
libre), alors il existe 6 > 0, A > 0, et C > 0 telles que s'il
existe feqo € Ex avec H(f|feq0) < 0, alors il existe fy, € E tel que

VE > 0, HF(t, )] ) < C e H(folfoqo0)-

Outils : inégalités de log-Sobolev et Csiszar—Kullback—Pinsker
sur SO3(R) pour obtenir un estimée de Gronwall de H(f|pM,,). Puis un
controle du déplacement de Jr.
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