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But : description macroscopique de comportements collectifs

@ Interactions locales sans la présence de « leader »

@ Emergence de structures macroscopiques, transitions de phase

Images € @ @ Benson Kua (flickr) et ©®
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Modélisation de particules autopropulsées en interaction

e Modéle de Vicsek et al. (1995), discret en temps, alignement
synchrone uniquement (+ bruit angulaire).
— Simulations : transition de phase, émergence de structures
cohérentes.

e Degond-Motsch (2008).

Version continue en temps, dérivation formelle de limite
hydrodynamique : pas de transition de phase.

@ Degond-F-Liu (2012) : relaxation plus générale, coefficients
(alignement et bruit) dépendant de la quantité de mouvement
des voisins.

— Transition de phase bien décrite théoriquement.
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Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modeéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Plan de |'exposé

@ Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase
@ Présentation du modéle
@ Modéle cinétique — Cadre homogeéne
@ Stabilité

© Exemples de différents types de transitions de phase

© Limites macroscopiques
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Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modeéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Dynamique individuelle

Positions des particules : X1, ..., Xy dans R".
Orientations wy, ..., wy dans S (sphére unité).
dX, = widt

dwi = VP, @ydt + V27 P, o dBf
Direction cible :

i 1
D= se= 5 SOKIX—Xe)wj.

v([J])
¥

Siv=uv(|Jk|) et T =7(|Jk|), pas de singularité si est

Lipschitz.

Amic Frouvelle Transitions de phase et alignement de particules orientées Février 2012 6/29



Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Description cinétique

Hypothéses : K avec second moment fini, et K, |J| — V(I‘JJID etT

Lipschitz et bornées.

Théoréme (suivant Bolley, Cafiizo, Carrillo, 2012)

Densité de probabilité f(x, w, t), quand N — oo :

Oif +w - Vif + V(| Tf|)Vw - (Pyrwr F) = T(|Tf|)Auf

a;f:i, Jr= K Jg, Jf‘:/ wf(x,w, t)dw .
|«7f| wES

Outil principal : processus de couplage + estimations.
d)_<k = (W, dt

C|(I}k = U(‘jﬂNDPwi- {I}er dt + A /2T(|jftN‘)Pwi' o dBf
ftN = |0i()_<1,(z}1) = |0i()_<k,(2)k)
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Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Version homogeéne en espace

Equation réduite, pour une fonction f(w, t)

of = Q(f),
Q(f) = —v(lJe)Vw - (Pur2r ) + 7(|J¢ ) Au
Je
Qf = |J,r| /fwtwdw

Paramétre clé : la quantité p = [, f (conservée).

On note h(|J|) = U(Mg et on obtient

Q(F) = 7(|Jf|)V - (e"MeDw ey (e=h( w2 £))

Hypothése principale

|J| — h(|J|) strictement croissante.
Son inverse, notée o, joue un role essentiel par la suite.
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Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modéle cinétique — Cadre homogéne

Stabilité
Equilibres
Définitions : distribution de von Mises—Fisher
eK,w-Q
Mia(w) = Toervady

Orientation Q € S, concentration kK > 0.
foﬂ cos 0 ek <050 5in"=2 9 dg

Jo e5cessin"2 0 dp

Paramétre d'ordre : ¢(k) = |Iu,,| =

Pour k¢ = h(|Jf|), on peut écrire Q sous la forme :

Q) = (Ve [Mm,vw (Mfﬂ |

KeQdf

Equilibres : fog = pMygq, pour un Q € S.
Alors |Jr, | = plImeg| = pc(k), et k = Ky, = h(|Jg,]).

Condition de compatibilité : kK = h(pc(k)), i.e. o(k) = pc(kK). |
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Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Solutions de |'équation de compatibilité (k) = pc(k)

Distribution uniforme f = p : toujours un équilibre.

Autres solutions : on étudie la fonction Kk — if:;(: 0)-

Seuils critiques :

Si p < px, équilibre
uniforme seulement.

Pe = ;llno gé:i

Si p > pc, au moins un
équilibre nonisotrope
(von Mises—Fisher)
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Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Existence, unicité, régularité, positivité, bornes

Théoréme

Pour une mesure finie initiale fy € H*(S), (s arbitraire) :

e Existence et unicité d'une solution faible f.
@ Solution globale, dans C*°(R* x S), et f > 0 pour t > 0.

o Estimations de régularité instantanée et bornes uniformes :

1
I () geem < C (14— ) IIfoll2s.
t

Outil : décomposition en harmoniques sphériques.
Nonlinéarité : nombre fini de coefficients.
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Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modeéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Outil principal : énergie libre d'Onsager

Energie libre : F(f) = [ fInf — ®(|J¢|), avec d|J = h(|J)).
Dissipation : D(f )— T(|1J¢]) fs FIVw(In f — h(|Jf))w - Q)2 >
d

E}" +D=0 = F(f) décroissante vers Fo,

Principe de LaSalle
Ensemble w-limite : £, = {f € C>®(S)|D(f) =0 et F(f) = Foo}-

lim inf ||f(t) — gllgs =0.

t—00 g€

Raffinement : si les racines de 0(k) = pc(k) sont isolées, il existe
une solution K telle que :

Jim |Jp(t)] = pc(s) et Vs ER, fim [[F(t)-pMy q;o)lle = 0.
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Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Analyse au voisinage de |'équilibre uniforme

Valeur critique : p. = ,lig]o (Zgg € (0, +o0].

Théoréme : Instabilité forte — Stabilité exponentielle

@ p > pc:siJg #0, alors f ne converge jamais vers |'équilibre
uniforme.

@ p < pc : il existe une constante universelle ¢ telle que
si |[fo — pl|gs < 9, alors pour tout t > 0

fo — pl|pse
lfo — pllnee , avec \ = (n—1)7‘o(1—£).

_%”fO—PHHS Pc

1£(t) = plls <

Outils : linéarisation pour |'évolution de Jr, et estimées d'énergie
pour I'équation compléte.
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Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Analyse au voisinage d'un équilibre non isotrope pMyq

Proposition : stabilité/instabilité faible

On note Fy la valeur de F(pMyq) (indépendant de Q2 € S).

e (2)/(k) < 0 (instable) : dans tout voisinage de pMyq, il

c

existe fy telle que F(f) < Fi.
o (2)'(k) > 0 (stable) : si [|f]lns < K, avec s > 251, alors il

Cc

existe § > 0 et C (dépendant de K et s seulement), tels que
si ||fo — pMkall;2 < § pour un Q € S, alors pour tout t > 0,

F(F) 2 Fuo et IIf — pMagylli2 < Cllfo — oMy llz2-

Outils : développement asymptotique de F — Fj, et interpolation
de Sobolev.

Amic Frouvelle Transitions de phase et alignement de particules orientées Février 2012



Modéle de Vicsek continu en temps avec transition de phase Présentation du modéle
Modéle cinétique — Cadre homogéne
Stabilité

Stabilité forte : convergence exponentielle vers un équilibre

Théoréme : stabilité exponentielle dans le cas (Z)'(k) > 0

Pour tout s > ”;1, il existe des constantes universelles § > 0
et C > 0, telles que si ||[fo — pMxa|lns < 6 pour un Q € S, alors |l
existe Q4 € S tel que

If = pMya Nlms < Clifo — oMy llse ™,

avec ()
cT(o o
/
)\ = 7 /\K,(i) '
o c
ot Ak est la meilleure constante pour I'inégalité de Poincaré a poids
suivante :

(IVEP) Mg = Mel(g — (&) Meo)*) Mee
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Transition du second ordre (continue)

Exemples de différents types de transitions de phase Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Plan de |'exposé

@ Modele de Vicsek continu en temps avec transition de phase

© Exemples de différents types de transitions de phase
@ Transition du second ordre (continue)
@ Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

© Limites macroscopiques
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Transition du second ordre (continue)

Exemples de différents types de transitions de phase Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Résultats généraux dans le cas (Z)" > 0 pour tout K

On suppose que (Z)" > 0 pour tout Kk > 0.

@ Si p < pe, la solution converge exponentiellement vers la
distribution uniforme f,, = p.

@ Si p = pc, la solution converge vers la distribution uniforme.

@ Sip>pcet g #0, alors il existe Q tel que f converge

exponentiellement vers la distribution de
von Mises f, = pMyq., ou K > 0 est I'unique solution (> 0)
de I'équation pc(k) = o(k).

On définit alors ¢ (paramétre d'ordre) comme une fonction de p, et

cette fonction est continue.

Exposant critique 3 : lorsque c(p) =< (o — pc)P. Prenant a priori

toutes les valeurs dans (0, 1].
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Transition du second ordre (continue)

Exemples de différents types de transitions de phase Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Critére effectif pour une transition de phase continue

. h o .
Si (||JJ|D est décroissante en |J|, alors on a une transition de phase

continue. L'exposant critique 3, s'il existe, est dans [% 1].

Dans ce cas, on a également une identité remarquable (liée au
« Laplacien conforme »), qui donne un taux exponentiel global de
convergence lorsque p < p¢ :

Proposition

Si p < pc, il existe une constante universelle C telle que pour
toutt >0

1£(t) = pllns < Clifo — pllse™, avec X = (n = 1)Tpmin(1 — —).
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Transition du second ordre (continue)
Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Exemples de différents types de transitions de phase

Diagramme de phase pour v(|J|) = |J| et T =1

o o o
~ o 0
T T T

Paramétre d'ordre ¢

o
N
T

0 Pc=Ps  Pc= P« 4 6
Densité p
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Transition du second ordre (continue)
Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Exemples de différents types de transitions de phase

Un exemple particulier de transition du premier ordre

Cas ou v(|J]) = |J] et T(|J]) = T (relié a certains modéles

avec « bruit extrinséque »).
On a alors h(|J|) = |J| + |J|?, donc on ne vérifie pas le lemme
précédent. On obtient o(k) = 3(vI+ 4k — 1).

4 . . T
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2 ee. e Transition du second ordre (continue)
Exemples de différents types de transitions de phase Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Le diagramme de phase : boucle d'hystérésis

Cc

o
o
T

Cy ‘ Cx

0.4 \ !

Paramétre d'ordre ¢

<
N
T
-
Vd

1 Px Px Pc , Pc 4
Densité p
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Transition du second ordre (continue)
Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Exemples de différents types de transitions de phase

Comparaison des énergies libres

10 T T 0.1 T T
5L ]
N —
© ~ 1
S &
— 0 | 4
@ .
a0 Se oo 1
5 &
2 .
W o5t £ ]
(=}
] ]
N
S0 F 3 ]
n=2 =— n=2 — 7
-15 : L n=3 01 : =3
1 P Psx 2 3 4 3 4
Densité p Densité p
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Transition du second ordre (continue)
Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Exemples de différents types de transitions de phase

Taux de convergence

N w

—_

Taux de convergence A

1 O« O 2 3 4
Densité p
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Transition du second ordre (continue)
Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Exemples de différents types de transitions de phase

[llustration numérique du phénomeéne d'hystérésis

Changement d'échelle f= g. Le paramétre p est alors libre et on le
fait évoluer dans le temps.

08 0.8

0.6

Paramétre d'ordre ¢ (cinétique)
Paramétre d'ordre ¢ (particules)

02 : ‘J E } : 3
: : bttt il

02F
0 : 0 :
0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 15 2 25 3
Densité p Densité p
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Changements d’échelle
Phase ordonnée, modéle hydrodynamique
Limites macroscopiques Phase désordonnée, diffusion

Plan de |'exposé

@ Modele de Vicsek continu en temps avec transition de phase

© Exemples de différents types de transitions de phase

e Limites macroscopiques
@ Changements d'échelle
@ Phase ordonnée, modéle hydrodynamique
@ Phase désordonnée, diffusion
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Changements d'échelle
Phase ordonnée, modéle hydrodynamique
Limites macroscopiques Phase désordonnée, diffusion

Changements d'échelle pour |'équation cinétique

2 paramétres d'échelle : € (changement d'échelle hydrodynamique)
et n (longueur caractéristique pour le noyau d’observation K.

Equation cinétique réduite

£(0cf +w-Vif) +Kon? [V - (Pyilef) — meAyf] = Q(F)+O(n*),

avec

_v(|J)
b= | ¢

Por Ducdr + (Qr - Dsdr) V(| J¢)Q2r

me = (Qf - Dxdr) T' (1)),

Limite lorsque € — 0, dans les cas ot n = O(¢g), ou n = O(V¢)?
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Changements d'échelle
Phase ordonnée, modéle hydrodynamique
Limites macroscopiques Phase désordonnée, diffusion

Branche d'un équilibre nonisotrope stable

Branche stable de distributions de von Mises donnée par p — K(p).

Théoreme (P. Degond, AF, J.-G. Liu)

Lorsque € — 0, dans une région ot ¢ — 0 = p(x, t)My(p)(x.t)
les fonctions p, Q satisfont le systéme

Bup + V- (pcQ) =0,
1% (atQ + E(Q 0 VX)Q) + 0O PQLVX,O = ,C26PQLAX(pCQ).

= <C059>,\7,H, 0= % +£%(g_ ), 6= u(ca) (,,;1 L),
Paramétre d’échelle K5 = lim._sg K2n?2_

Hyperbolicité liee a I'exposant critique (second ordre), ou
non-hyperbolicité au voisinage de p, (premier ordre).
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Changements d'échelle
Phase ordonnée, modéle hydrodynamique
Limites macroscopiques Phase désordonnée, diffusion

Région ot p. — p°(x, t) > ¢

Développement de Chapman—Enskog.
Théoreme (P. Degond, AF, J.-G. Liu)

Lorsque € — 0, au premier ordre, f¢ est donnée (formellement) par

npcw- VX,OE(X, t)
(n—1)nTo(pc — pE(x, 1))’

fe(x,w, t) =p°(x, t) —¢€

Et la densité p° satisfait |'équation de diffusion suivante :

£ __ € Pc . 1 £
ot = (n—l)n’rovx (,oc—pE pr).

Transition du second ordre : région " frontiére " ol
pf(x,t) — pc = O(g) ? Comment connecter les deux modéles?
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