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But : description macroscopique de sociétés animales

@ Interactions locales sans présence de « leader ».

o Emergence de structures macroscopiques, transitions de phase.

Exemple : modéle de Vicsek [1995], d'aprés des modéles similaires,
plus réalistes (Aoki [1982], Reynolds [1987], Huth-Wissel [1992]).

Images @ @@ Benson Kua (flickr) et @

Amic Frouvelle Transitions de phase pour |'alighement de particules autopropulsées Janvier 2014

2/15
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Modéle de Vicsek a temps continu avec transition de phase Le modéle cinétique
Cadre spatialement homogéne
Stabilité

Modéle cinétique de champ moyen

Ingrédients : vitesse unité, alignement avec les voisins, bruit
angulaire.

Théoréme (d'aprés Bolley, Caiiizo, Carrillo, 2012)

Densité de probabilité f(x, v, t) de présence d'un individu
en x € R”, avec orientation v € S (sphére unité de R") :

Ocf + v - Vuf + V(1 )Vy - (Vv - Qr) f) = T(IJ)AF

transport alignement diffusion

Quantité de mouvement locale :  Jr = [ g v f(x, v, t)dv.

Orientation cible : Qf = ﬁ avec Jr = K *, Jf.
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Modéle de Vicsek a temps continu avec transition de phase Le modéle cinétique
Cadre spatialement homogéne
Stabilité

Version homogeéne en espace

Equation de Smoluchowski sur la sphére

Equation réduite, pour une fonction f(v,t):

8:f = Q(f),
Q(f) = T([J)Vy - [V f — k(|J)Vi(v - Q) f]

Q= I Jf(t):/f(v, £) v dv.
| Jr S

Paramétre clé : la quantité conservée p = [ f.

Fonction clé : k(|J]) = ZEHB (compétition entre alignement et

bruit). Plus précisément, son inverse Kk — j(K) :

Hypothése principale : |J| — k(|J]) croissante.

k= k(lJ]) = |J| = j(x)
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Modéle de Vicsek a temps continu avec transition de phase Le modéle cinétique
Cadre spatialement homogéne

Stabilité
Equilibres
Définitions : distributions de von Mises—Fisher
ek v-Q
Mya(v) = e dw

Orientation 2 € S, concentration x > 0.
foﬂ cos 0 e¥<°sf 5in"=2 9 dg

s -
fo ercos0sin"=2 9 dg

Paramétre d'ordre : ¢(k) = |Iu, | =

On réécrit I'opérateur de collision Q :

f

QIf)=71(|JNVy - | M \V4 R S —
(f) = 7(lJ)Vw k(1J¢ )2 Ve M,

Relation de compatibilité, états stationnaires

Q(f) =0 f = pMq, avec Q € S et j(k) = pc(k).
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Modéle de Vicsek a temps continu avec transition de phase Le modéle cinétique
Cadre spatialement homogéne
Stabilité

Analyse locale prés de |'équilibre uniforme

G
Valeur critique : pc = lim J(x) € (0, +o<].
k—0

c()

Théoréme : Instabilité forte — Stabilité exponentielle

@ p > pc: SiJg #0, alors f ne peut pas converger vers
I'équilibre uniforme.

@ p < pc : Il existe une constante ¢ telle que si ||fy — p||ys < 6,
alors pour tout t > 0

t

fo— pllpee
I = pllnee , avec \ = (n—l)To(l—ﬁ)-

1£(t) = pllms <
— 5llfo = pll1s Pe

Outils : linéarisation pour I'évolution de Jr et estimées d'énergie
pour I'équation compléte.
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Modéle de Vicsek a temps continu avec transition de phase Le modéle cinétique
Cadre spatialement homogéne
Stabilité

Pres d'un équilibre anisotrope pMyq

Théoréme : Stabilité exponentielle dans le cas (£)'(k) > 0

Pour s > ";1, il existe 6 > 0et C > 0, tels que

si [[fo — pMkq,llHs < & pour un Qg € S, il existe Q. € S tel que

If = pMicq. lls < Cllfo — pMugyllme ™",

avec \ = Cj.Sf) /\K(%)’, ol A est la constante pour I'inégalité de

Poincaré suivante :

<|Vg|2>/\/]m > Ne((g — <g>MKQ)2>MKQ
do

Outils : Energie libre F(f) = s fInf — &(|J¢]), avec arr = k(Y
et sa dissipation D(f) = 7(|J¢|) fs FIVw(In f — h(|Jf|)w - Qf) |2
o Instabilite de pM,q si (L)' (k) < 0.

).
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Transition du second ordre (continue)

Exemples de différents types de transitions de phase Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Résultats généraux dans le cas (L)' > 0 pour tout K

@ Si p < pe, alors la solution converge exponentiellement vite
vers |'uniforme fy, = p.
@ Si p = p, la solution converge vers |'équilibre uniforme.
e Sip>pcet g #0, alors il existe Q tel que f converge
exponentiellement vite vers la distribution de von
Mises f, = pMkq. , ou K > 0 est I'unique solution non nulle
de I'équation pc(k) = j(k).
On peut alors définir ¢ (paramétre d’ordre) en fonction de p, et
cette fonction est continue.
Exposant critique 8 : quand ¢(p) < (o — pc)P. Arbitraire
. S 1
dans (0, 1], on peut artificiellement choisir j(k) = c(k)(1 + kB).
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PP e Transition du second ordre (continue)
Exemples de différents types de transitions de phase Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Un diagramme de phase : k(|J]) = |J| + |J|?
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Transition du second ordre (continue)
Transition du premier ordre (discontinue) — Hystérésis

Exemples de différents types de transitions de phase

[llustration numérique du phénomeéne d'hystérésis

Changement d'échelle f = %. Le paramétre p peut &tre considéré
comme libre, on le fait évoluer en temps.
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Changements d'échelle
Phase ordonnée, modéle hydrodynamique
Limites macroscopiques Phase désordonnée, diffusion

Changements d'échelle pour |'équation cinétique

2 paramétres : € (échelle hydrodynamique) et n (longueur
caractéristique du noyau d'observation K).

Equation cinétique réduite

E(th+ V- fo) + K2772 [Vv . (PVLeff) — mfAvf] = Q(f) +O('I’]4),

avec

_ v(lJ)
b=

PQ% Ay dr + (Qf : Ax-lf) 1/(|Jf|)an

me = (Qf - D) 7' (1),

Limite lorsque € — 0, dans les cas ot n = O(¢), ou n = O(Ve)?
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Changements d'échelle
Phase ordonnée, modéle hydrodynamique
Limites macroscopiques Phase désordonnée, diffusion

Branche d'équilibre anistotrope stable

Branche stable de distribution de von Mises donnée par p — k(p).

Théoréme : limite hydrodynamique formelle

Lorsque € — 0, dans une région ot € — 0 = p(x, t)Meo)a(x.t):
les fonctions p, Q satisfont le systéme suivant :

Otp+ V- (pcf) =0,
1% (GtQ F Z(Q . VX)Q) + O PQLVX,O = ICQ&PQLAX(,OCQ).

E=(cosb)y, ©=1+fE(@E—c) 6="2(F+0)

1

K 0 K
. 2

Paramétre d'échelle KCp = limg_o Ko

Hyperbolicité liée a I'exposant critique 3 (second ordre), ou

non-hyperbolicité au voisinage de p. (premier ordre).
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Changements d'échelle
Phase ordonnée, modéle hydrodynamique
Limites macroscopiques Phase désordonnée, diffusion

Région ot p. — p°(x, t) > ¢

Développement de Chapman—Enskog.

Théoréme : correction de diffusion (formelle)

Quand € — 0, au premier ordre, dans une région
ot f&¢ — fO = p(x, t), f€ est (formellement) donnée par

npecv - Vypt(x,t)
(n—1)nTo(pec — pE(x, t))’

fe(x,v,t) =p%(x,t) — ¢
Et la densité p° satisfait |'équation de diffusion suivante :

£ pc
B0ep° = : 7).
P Dme (pc—pE pr)

Transition du deuxiéme ordre : région « frontiére »
ol pf(x,t) — pc = O(g) ? Comment connecter les deux modéles ?
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