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L’examen se compose de trois exercices. La plupart des questions ne sont
pas bloquantes pour répondre aux suivantes, prenez le temps de lire les
énoncés dans leur intégralité.

Toutes les réponses sont a faire sur la copie d’énoncés.

Le soin apporté a la rédaction, la clarté, la concision et le respect des
consignes (en particulier I’écriture lisible de son NOM et PRENOM) font
partie de I’évaluation. Il y a largement la place de répondre dans les cases,
utilisez le brouillon a bon escient pour étre efficace.



Exercice 1. Jacobi, Gauss-Seidel, et une relaxation.

~ Pour n > 2, on pose A € M,(R) la matrice dont les coef-
g ficients sur la diagonale et la premiere colonne sont des 1,
j ceux sur la partie triangulaire supérieure stricte sont des —1,
X et ayant des 0 ailleurs :

1 —1 -+ . —1

1 1 -1 -1

A=|[1 0 1
: : S o - 1
1 0 ... 0 1

On écrit A= D—FE—F avec D = I, et E et F triangulaires
(inférieure et supérieure) strictes.

Donner les relations de récurrence définissant les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel pour résoudre
le systeme Az = b avec b € R™.

Montrer que det(1, — A) = (—1)", en déduire que p(I, — A) > 1 (ou p est le rayon spectral).
La méthode de Jacobi est-elle convergente ?




Montrer que la matrice d’itération Bgg de la méthode de Gauss-

Seidel est la matrice ci-contre, donner son polynéme caractéristique. 01 1
La méthode de Gauss-Seidel est-elle convergente ? -1 0 0
Bgs = -1 -1
Do .0
0 —1 -1 -1
On pose D = 01 .On fixew € R" et onpose M =D —E+—*Det N="¢D+ F.
n—1
On s’intéresse a la méthode itérative définie par Mz* ) = Nz®) + b avec 2© donné dans R”.

Qu’obtient-on pour w = 1? Montrer que si la méthode est convergente, alors la suite z*) converge

vers une solution du systeme Az = b.




Déterminer M~! pour les valeurs de w ot M est 0 1 1
inversible. En déduire que la matrice d’itération de

, o , . 1-2

la méthode itérative est donnée par la matrice Biejax v 0 0
ci-contre. Brelax = —w 12w

Pour quelles valeurs de w la méthode est-elle conver- : : L . 0

gente 7 Que se passe-t-il pour w = % ? 0 —w L —w 1 -2




Exercice 2. Méthode de Newton et plus grande valeur propre d’une matrice symétrique tridiagonale.

n
Soient \g < ... < A, des réels, on pose P = [[ (X — \;), et on se donne xy > \,. Donner la relation de
i=0

récurrence satisfaite par les itérées (xy) de la méthode de Newton pour trouver une racine de P.

Si z > \,, alors montrer que P(x), P'(x) et P"(x) sont strictement positifs.

P(z)
P > A

En déduire que pour x > \,, on a x —

En déduire que les itérées xj sont bien définies pour tout k € N et que (zy)ren converge vers \,.

Que peut-on dire de la vitesse de convergence si A, est une racine simple de P ?




Soient (g, ..., ) et (Bo, ..., OBu_1) des réels. Pour ¢ € [1,n], on a fo O - 0

pose Ty € My 1(R) la matrice tridiagonale ci-contre. By a1 B

La matrice T,, est-elle diagonalisable ? =0 s 0

On pose 51 = B, = 0. Montrer que si A est une valeur propre 1

de T, alors A < max «a; + || + |Bi_1]- o T ae Bea
i€[0n] o ... 0 6@—1 Qy

On note P, le polynéme caractéristique de Ty. Pour ¢ € [1,n[, montrer que 'on peut exprimer Py, ()
fonction de Py(z), Pr—1(x), auyq, e et x. Montrer que la formule obtenue est également valide pour ¢ = 0
en posant P_y(x) = 1.




Voici le code d'une fonction prenant en
argument des vecteurs alpha et beta de
taille n+1 et n correspondant a (o )o<i<n
et (Bi)o<i<n, €t un réel x.

Montrer qu’elle renvoie (aux erreurs d’ar-
rondis pres) les valeurs de P, (z) et P/ (x).
Combien d’opérations élémentaires ont
été utilisées 7

1 def P _DP(alpha,beta,x):

2 oldPx, oldDPx = 1., 0.

3 Px, DPx = alpha[0] - x, -1.

4 for 1 in range(len(beta)):

5 d, beta2 = alpha[l+1] - x, beta[l] * beta[l]

6 newPx = d * Px - beta2 * oldPx

7 newDPx = d * DPx - Px - beta2 * oldDPx

8 oldPx, oldDPx, Px, DPx = Px, DPx, newPx, newDPx
9 return Px, DPx

Ecrire le code d’une fonction prenant en argument des vecteurs alpha et beta comme précédemment,
une tolérance delta, un nombre maximal d’itérations kmax, et qui renvoie une approximation de la plus
grande valeur propre de T, par la méthode de Newton. On utilisera un critere d’arrét sur les incréments,
et on choisira z( judicieusement.




Exercice 3. Facteur de croissance pour 1’élimination de Gauss.

Pour a € R, on note V,,, € M,(R) la matrice ci-contre, dont les

coefficients de la derniere colonne valent a, et les autres valent 1 L0 - 0 a
sur la diagonale, —1 sur la partie triangulaire inférieure stricte, -1 1 . i a
et 0 ailleurs. V.o =

an — 0

Montrer que la premiere étape de la décomposition LU de V,,

s’écrit Vi, = Ly, (1 0---0a

0V , avec une matrice L,, a déterminer. -1 1
a1 el

En déduire la décomposition LU de V; ,,.




Pour une matrice C, le facteur de croissance de C' pour I’élimination de Gauss est le maximum (en
valeur absolue) des coefficients rencontrés dans les matrices C¥) intermédiaires, divisé par le maximum
des coefficients de C' = C® (en valeur absolue). C’est un nombre important pour la stabilité numérique
des systemes linéaires considérés, on cherche a ce qu’il soit le plus petit possible.

Montrer que le facteur de croissance de V;,, pour I'élimination de Gauss vaut 2"~

1 -1 —1
Montrer qu'il existe une matrice de permutation P telle que PV; ,, P I 1 -1 —1
est la matrice A ci-contre (la méme que dans 'exercice 1). A=11 0 1 :
Effectuer la premiere étape de la décomposition LU de A. ]




En déduire la décomposition LU de A et le facteur de croissance de A pour I'élimination de Gauss. A
quelle stratégie de choix de pivots correspond cette décomposition V;,, = PLUP?










