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Séries d’exercices : Variable aléatoire continue

Rappel

On appelle fonction indicatrice sur [a, b] et on note 1fa.p1(z) la fonction
définie comme suit

0 |, sizé&lab
1[a=b]{=rl={ 1 , siz € [a,b]
Exercice 1 :

Soit f(x) = kz(1 — 2)*1(y,1)(z). Trouver k pour que f soit une densité
de probabilité sur R.

Solution Exercice 1 :

Puisqu’on doit avoir f > 0, il s'ensuit qu'on doit avoir
k > 0. Dans ce cas la fonction f est une densité si et seulement si
f“ flz)dz=1. Or

' 2 k
— d _
1 Jc/u z(l —z)dz 5

Donc k= 12.
Exercice 2 :

Soit f(z) = hT:lEl'.l{_gu 24q)(z). Est-ce que f est une densité de proba-
bilité sur R?




Solution Exercice 2 :

D’abord f > 0. 1l reste & montrer que [, f(x)dz =1. Or

IRCERN NS

= m(/ {20+:r}dr+f2“{?a—:r}dr)
( fn[2a—:.-:]d:c+fh{2u—r)d:r)
_ _l_f % — z) dzx

(Ea .:t:j2 h)

ce qui prouve que la fonction f est une densité de probabilité.

Exercice 3 :

Soit f(z) = 1e~%1(p0)(z). Est-ce que f est une densité de probabilité

sur R?

Solution Exercice 3 :

La fonction f est une densité de probabilité si A > 0. En

effet, f >0 et
e =] 1 B
jf(r]d:: = f —e Adr
R o A
....E_i ;ﬂ
= 0=-(-1)=1
Exercice 4 :
Soit f(z1) = == ﬂ —. Trouver k pour que f soit une densité de probabilité
sur K.




Solution Exercice 4 :

Puisqu'on doit avorr f = 0, 1l s'ensmit qu'on doit avowrr £ > 0.
Dans ce cas la fonction f est une densité s1 et seulement si

Jrf(z)dz = 1. Or

1o - 4 [

s =]
e*
= dz
kj:m1+eh
® 1

— % d
ful+u2u
= k[ de

0

Iy
= k=

2

en faisant les changements de variables u = €" et aprés tan0=u_ Donc k=2 /n

Exercice 5 :

Soit X la variable aléatoire associée a la durée de vie d'une lampe (en
heures). On suppose que la densiteé de probabilité a pour expression

/@) = Zloa().

Quelle est la probabilité pour que la duréde de wvie d'une lampe soit
mnférieure a 1,5 heures ?

Solution Exercice 5 :

2 a 3

Donc @ = }. Maintenant la probabilité¢ de durer moins de 1,5 heures
est

g [ls b
1.5)= 2 [ g-3dn = 2 = 0,740 700
P(X < 1,5) 3[1 2= = =0,




Exercice 6 :

Soit

f(z) = |

%

I

L
2

0

sil <z <1
sil<r <2

ailleurs

la densité de la variable aléatoire X. Trouver

) P(X > 1).
i) P(X < 1).
i) P (3 < X <3).

Solution Exercice 6 :

ii)

iii)

Exercice 7 :

Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

fo)={

i) Quelle est la valeur de a?

ii) Trouver P(X > 1).

a(4z - 2% si0<z <2
0

ailleurs




Solution Exercice 7 :
Solution. i) Parce que [, f(z)dz = 1, il s’ensuit que

2
a] (4z — 2z%)dz =1,
0

((-5)])

onu

Donc a = %.

ii) On trouve

PX>1) = f(x) dz
; :
= - | (42 -22%)dz
8 Jy
1
p— §_

Exercice 8 :

Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

%27 si0<x <1

=) = { 0 ailleurs

Trouver E(X).

Solution Exercice 8 :

On a




Exercice 9 :

Trouver la valeur moyvenne de la variable aléatoire X dont la densité
est donnée par
% si0<z<a
f(z) =

0 ailleurs
Solution Exercice 9 :

On a

E(X)= 2 [ dz, donc E(X)= 2a
ll‘.]-“:2 i}

Exercice 10 :

Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

% sil<z<l1

flz) =

0  ailleurs

i) Préciser k.

ii) Trouver E(X) et E(5X* — 3X +1).
Solution Exercice 10 :
i) De f(z) > 0, il s’ensuit qu'on doit avoir k > 0. Puis,

1

1
1
1=k/ —dzr =2k/z| =
0o VZ ‘/-o

donc k =1/2.

i) BE(X) = 2f0 vZdz = 1/3. D’abord, E(X?) = ‘j; z32dz = 1/5.
Donc BE(5X%*-3X +1)=5E(X?)-3E(X)+1=1-1+1=1.
Exercice 11 :

Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

1 s51i0<z<1
f (x)={ 0 ailleurs

Trouver E(eX).




Solution Exercice 11 :

Soit Y = eX. Déterminons d’abord la fonction de répartition
Fy de la variable aléatoire Y. Pour 1 <y <e,ona

Fy(y) = P(Y <y)

P(e* <y)

P(X < logy)
logy

f(z)dz

0
log ¥.

En dérivant Fy(y), on obtient la densiteé de ¥, donc

1
fi’(y)=_s 15@55
Par conséquent v

E(e*) = E(Y)
= f yfy(y)dy
- f dy
1
= eg—1
Exercice 12 :
Soit
322 si —1<z<1
f(z) =

0 ailleurs

Monfrer que [ (x) est une densiteé et trouver la fonction de repartition
correspondante.




Solution Exercice 12 :

La fonction f est non-negative, continue sauf en x = -1 et x = 1.

De plus. o 1 g
f f(x)dz = / Ef dz
-0 -1

1
1'3

2

= ]

Donc f est une fonction de densite. Trouvons la fonction de repartition
correspondante. Pour x < -1,

F(z) =j:°_f(::)d:r:= [;[Ida:= 0.

-1

Si-1<zr<l,
-1 33
F(z) =f 0dt+ | =t*dt
— 00 --12
A
= 0+E_1
41
-2
etsiz > 1,
=1 ]'.3 I
F(z) = f Udt+f §t2dt+f 0dt
-0 =1 1
3|
= 04— +0
2|,
= 1
Donc, on a

[0 siz < —1

Fiz)={ = si-1<z<1

1 siz>1

On remarque que F est continue partout. dérivable sauf en -1 eten 1 et que F! (x)
= f{x) pour x £ -1. 1.




Loz ﬁmﬁm& s
Exercice 13 :
So1t X' - U(-1, 1). Calculer la fonction de répartition des variables aléatoires
1) X
i) 4 - X°.
Solution Exercice 13::

Soit F' la fonction de répartition de la vanable aléatoire X, donc

(0 six < —1

Flzy=¢ = si—-1<z<1

1 siz>=1

Y,

1) Posons H,(z) = P(|X| € z). On a tout d’abord Hy(z) =0si z <0,
et H(z)=1siz>1 Deplus,si0<z<1l,ona

Hilz)=Pl-z< X <zx)=F(z) - F(—x) = z; = .

Done | X| ~ U{0,1).

ii) Posons Ho(y) = P(Y € y),00 Y = 4— X2 Puisque P(Y € (3,4)) =
1, on aura Ha(y) =0siy € 3, et Hy(y) =151 y > 4. Maintenant, si
y€(3,4),ona

Hy(y) = P(Y <y)
P(4-X?<y)
P(X*>4-y)
P(X| = 4 -y
= 1-H\(y/4-y)
= 1-—+2-y.

Exercice 14 :
Soit X ~ U(0,10). Calculer les probabilités suivantes

i) P(X < 3).
ii) P(X > 6).
i) P(3 < X <8).




Solution Exercice 14 :
Omn trouwve

i)
3 1 3
- P[X - 3} = -/Dl E agdxr = E-
i) 10 . 4
P(X > 6) = f —dx = —.
( ) . 10 10
iii) e 1 '
P33 << X < 8B f —_—dr = —=.
( ) s 10 2
Exercice 15:

Soit X~ U(0,1). Trouver les fonctions de répartition et de densité associces a la
variable aléatoire X"

Solution Exercice 15 :

Posons ¥ =X". Soitx < 0. alors P(¥Y < x) = 0. et donc

F(z) = 0. Soit maintenant 0 < z < 1. On trouve

Fy(z) = P(Y <z)
= P(X" <L1)
= P(X <z'/")
= Fx(xl/n)

i/n,

Enfin, si z > 1, on a Fy(2) = Fx(z) = 1. Par conséquent

(0 siz<0

Fy(z)={ z'/* si0<z<]

|1 siz21

La densiteé de la variable aléatoire Y. on l'obtient par la dérivation de la fonction
de répartition. Donc

1g//0-1) si0<z<1

fr(z) =

0 ailleurs

10




.Z;z’e.:c)ooftmaé// ;

Exercice 15:
La durée de fonctionnement d'un ordinateur avant sa premiére panne st une
variable aléatoire continue X dont la densité est donnée par

0 siz <0

f(z) =

Ae~=100 gz >0

Trouver la probabilité gque la dweée de fonctionnement soit comprise
entre 50 et 150 heures.

1) Trouver la probabilité que l'ordinateur fonctionne moins de 100 heures.

Solution Exercice 15:
1) Comme

1 =f_:f{:c}dz = ,\j;me""-“"“d:r,

on trouve

1 = —100Ae~*/1%| = 100),

donc A = 5 et X ~ E(35;)- Ainsi la probabilité que la durée de

fonctionnement de 'ordinateur soit comprise entre 50 et 150 heures est
donnée par

150 1
P(50 < X < 150) f ——e /10 g4y

so 100

_e—znml 150
50

e—1/2 _ o—3/2

=~ 0,383

ii) De fagon analogue

P(X < 100)

! 1 -z /100
—_— d_—r
_/.; 100

_e—z,flﬂﬂl:;w

1

l—e"
0,632

X

Donc l'ordinateur tombera en panne avant sa 100-iéme heure de service
approximativement 63 fois sur 100 en moyenne.

4



Loz marginale

Exercice 16:

Soit X ~ U(0.1) et ¥ ~ U(0.1) deux variables aléatoires indépendantes. Trouver la
densité de la variables aleatoire X + 7.

Solution Exercice 16:

Notons d'abord que
fx(a) = fy(a) = {

La densité de la variable aléatoire X + Y est obtenue par la convolution
des fonctions fx et fy, donc

fxsv(a) = '/';fx(ﬂ—y}fr(y)dy

1 si0<a<l
0 autrement

1

[ ix@-way.
0

Pour 0 < a < 1, on obtient

frsv(a) = _/: dy = a,

tandis que pour 1 < a < 2, on aura

fx+v(ﬂ}=f_ldy=2-ﬂ-

Ainsi
a sil<a<l
fx+y(a)=¢ 2—a sil<a<?2
0 autrement

Trouvons d'abord la fonction de répartition de ¥. Soit v = 0, alors
Fy(y) = P(Y <y)
= P(X|<vy)
= P(-y< X <vy)
= Fx(y) — Fx(—y).

Une dérivation nous donne la densité, donc

fy(v) = fx(v) + fx(—y).




