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INSTRUCTIONS

Organisation de ’enseignement
1. 28 séances cours -TD (26 séances cours -TD, 2 controles écrits).

2. Cours de soutien en mathématiques pour aider tous ceux qui le désirent.

Programme

Le but de 'UE est d’optimiser une fonction de deux variables : optimisation libre ou sous contrainte.

Documents et bibliographie

En L1 de Sciences-Economiques toutes les universités francaises traitent a peu prés le méme programme
de mathématiques, mais la répartition sur les deux années, la présentation (plus ou moins théorique),
les méthodes de résolution et les exigences sont variables.

Ce programme suppose un bon acquis des notions vues au lycée (le niveau terminale ES ou L est un

peu insuffisant au début et demandera quelques remises & niveau et une participation assidue au cours

de soutien).

— Les définitions, formules et théorémes du polycopié doivent étre connus par coeur pour étre utilisés
dans les applications.

— Le polycopié d’exercices donne les énoncés des applications qui seront traitées en T.D. Ces exercices
doivent étre préparés : écouter le corrigé d’un exercice, sans avoir préalablement essayé de le résoudre
ne sert & rien. Vous n’en retirerez aucun profit, puisque vous n’en aurez pas saisi les éventuelles
difficultés.

— Des sujets d’annales sont proposés dans le polycopié d’exercices. Vous pouvez aussi les retrouver,
ainsi que quelques corrigés, sur MyCourse : mycourse.dauphine.fr

— Une version plus détaillée du polycopié a été publiée sous forme de livres chez Ellipses. Cette version
contient des exercices corrigés. Cet ouvrage est en plusieurs exemplaires & la bibliothéque
1. Catto, I. Gentil et G. Pons, Mathématiques : Eléments de calcul différentiel pour l’économie,
collection L Sciences Fco, FEllipses, 2011.

Controle continu des connaissances (CC)

L’évaluation des étudiants se fera sur la base de 2 tests écrits de 1h30. La note finale de controle continu
sera calculée sur la base de la moyenne arithmétique des deux notes obtenues en tenant compte de
Uassiduité et de la participation de [’étudiant.



Absences au controle continu

En application du texte sur le contrdle des connaissances du DEGEAD, toute absence, méme
justifiée, a un des tests écrits comptant pour la note de contréle continu est sanctionnée
par la note 0.

Conseils pratiques a propos des copies des contrdles ou de ’examen

PRESENTATION

Nous avons constaté ces derniéres années une dégradation constante dans la présentation des copies.
Les enseignants ne veulent plus corriger des copies illisibles ou ressemblant & de véritables torchons. Il
nous semble donc indispensable de rappeler quelques principes élémentaires :

1. Ecrire lisiblement a ’encre et laisser une marge.

2. Le numéro de chaque question traitée doit étre mis en évidence dans la marge. Inutile de recopier
I’énoncé de la question.

3. Tous les résultats doivent étre encadrés ou soulignés d’une couleur différente de celle choisie pour
I’écriture, le rouge étant exclu car réservé au correcteur.

4. Les notations sont importantes. Si vous utilisez une notation personnelle, c¢’est-a-dire, différente
de celle du poly, vous devez la définir. En mathématiques, il n’y a pas d’a peu prés. Un résultat
est juste ou faux.

Le non-respect des consignes ci-dessus entrainera des pénalités (sous forme de points négatifs) aux
controles et aux examens.

REDACTION

Une copie de mathématiques n’est pas une simple suite de calculs, mais un texte en frangais qui doit
étre compris par votre lecteur : elle doit donc étre rédigée.

Les conseils suivants doivent vous aider a présenter vos raisonnements.

1. Annoncez ce que vous allez faire : montrons que la fonction f est continue .... , calculons la dérivée
de f en utilisant la formule de dérivation d’un quotient ....,

2. Rappelez les hypothéses utiles : comme la fonction est continue ..., par hypothése la fonction est
de classe C2...., sachant que x est un réel strictement positif...

3. Enoncez une formule ou un résultat connu que vous utiliserez ensuite : sachant que ’équation de
la tangente & une courbe au point d’abscisse a s’écrit ..., en utilisant le théoréme de Pythagore ...

4. Justifiez vos réponses en expliquant votre raisonnement, étape par étape. Chaque étape doit
s’appuyer sur une formule, ou une définition, ou une propriété, ou un théoréme ou un résultat
obtenu & une question précédente. Citez les théorémes utilisés (éventuellement par leur nom s’ils
en ont un) avec toutes leurs hypothéses et vérifiez que ces hypothéses sont satisfaites avant de les
appliquer. Dans ’enchainement des démonstrations ou des calculs il est recommandé d’écrire des
mots de liaison : mais, comme, or, on sait que, on en déduit donc, c¢’est-a-dire, en effet, car, parce
que ...

5. Intercalez des commentaires entre des lignes de calcul sinon ¢’est un jeu de piste pour le correcteur !

6. Pour conclure, utilisez les expressions ou les mots suivants : alors, donc, on en déduit, nous avons
montré que ... Enoncez le résultat final correspondant & la question posée, et mettez-le en évidence
en 'encadrant ou en le soulignant.

Les calculatrices et les téléphones portables sont
interdits aux controles et a I’examen



CHAPITRE 1

EXERCICES

1.7. Différentielle et approximation affine

Exercice 1.22. — Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 23 —322+6z et soit a un réel quelconque.
1. Justifier que la fonction f est de classe C! sur R.
2. Définir les applications f’ et df,.
3. Pour h € R, déterminer df,(h) et Af,(h). Préciser les cas a =1 et a = —1.
4. Quelle est lerreur absolue commise en remplacant A f,(h) par df,(h)?
Ezercice 1.23. — On considére les fonctions f et g définies sur |0, 4+o00] par f(z) = 2% et g(z) =
x— 1+ In(x).
1. Justifier que les fonctions f et ¢ sont de classe C! sur |0, 4+o0|.
2. Calculer les dérivées [’ et ¢'.
3. Ecrire les développement limités a I'ordre 1 pour les fonctions f et g au voisinage de 1.

4. On consideére la fonction ¢ définie sur |0, 1[U]1, +-00[ par
 fle)-1 21
pla) = g(z)  z—1+In(x)

Montrer que ¢(z) admet une limite lorsque x tend vers 1.

Ezxercice 1.24. — Déterminer I'approximation affine des fonctions suivantes au voisinage des points
indiqués :
— f(z) =¢€" +In(z) en x =1,

et —e "
— soit a €]0,1[, h(x) =2 en x =1,

en x =0,

- g(z) =

— k(xz) = exp{zln(x)} en x = 1.
En déduire des valeurs approchées de f(0.9), ¢(0.2), k(0.8) et h(1.1) pour o = 1/2.
Ezercice 1.25. — En utilisant la dérivation composée, calculer la dérivée de g = f o u dans les cas

suivants. Préciser le domaine de définition de g et vérifier que les fonctions u et f sont de classe C! sur
leur domaine de dérivation

1. pour u(z) = ze® + 1/x et f(u) = /u.
2. pour u(z) =22 +z+1et f(u) =In(l+u).
3. pour u(z) = In(x) et f(u) = In(u).



1.8. Calculs approchés des variations — Applications économiques

Ezxercice 1.26. — Un entrepreneur, employant comme seul facteur de production le travail, a comme
fonction de production f(z) = 2z'/% ot x représente la quantité de travail (z > 0). On suppose qu'il
dispose de 1000 heures de travail.

1. De combien augmentera sa production s’il dispose d’'une heure supplémentaire de travail 7 Faire
un calcul exact (calculatrice) et un calcul approché (différentielle).

2. Méme question pour 2 heures supplémentaires de travail.
Exercice 1.27 — Le cofit total de production d’'un bien A est donné en fonction de la quantité

produite g :

Vg >0, Clq)=q®—5¢°+ 10q.
Montrer que C' est croissante sur |0, +oo[ et strictement positive.
Déterminer les fonctions de cotit marginal C), et de cotit moyen Chy.

Quel est le coiit de production de 10 unités de A7

L

De combien varierait le cotlit si 'on produisait un dixiéme d’unité supplémentaire a partir de
q = 107 Faire un calcul exact et un calcul approché en utilisant la fonction de cotit marginal.

5. On se place toujours au niveau de production ¢ = 10. Calculer une valeur exacte et une valeur
approchée de la variation relative du cotit lorsqu’on augmente la production de 2%.

Exercice 1.28. — Soient f et g deux fonctions strictement positives, définies sur |0, +oo[ telles que
la composée g o f est définie sur ]0, +oo[. Calculer en fonction des élasticités de f et g, les élasticités
des fonctions : fg, f/get go f.

Ezxercice 1.29. — Déterminer les fonctions définies sur |0, +00[, strictement positives, dérivables et
ayant une élasticité constante.

Ezxercice 1.30. —

1. Déterminer toutes les fonctions définies sur R, strictement positives et dérivables, ayant une déri-
vée logarithmique constante, c’est-a-dire un taux de croissance instantané constant. Indication :
on pourra noter r = f'(x)/f(x) et on pourra exprimer f(x) en fonction de x, f(0) et r.

2. On considére une fonction vérifiant la propriété de la question 1. Montrer que le taux de variation
pour une unité supplémentaire [f(z+1)—f(x)]/f(x) est constant. On notera ¢ ce taux de variation.
Déterminer une relation entre r et ¢.

Ezxercice 1.31. — Dans une situation de monopole, le prix unitaire p d’un bien A est fixé par le
monopoleur. La quantité z consommée dépend du prix p par la relation z = F(p). La fonction F
s’appelle la fonction de demande et F' est définie, positive sur |0, +oo[. On suppose que la fonction F'
est bijective de ]0, +oo] sur |0, +o0.

1. Quel prix devra pratiquer le monopoleur s’il désire vendre x unités du bien A ? Cette nouvelle
fonction (p en fonction de x) s’appelle la demande inverse.

2. Préciser le résultat de la question précédente pour F : p +— F(p) = kp™" avec k > 0 et r > 0.

1.9. Formule de Taylor

Ezercice 1.32. — On considére la fonction f définie sur |0, +-o00[ par

B Inx

fz) =
1. Justifier que f est de classe C® sur |0, +ool.

x2



2. Ecrire les développements limités 4 'ordre 2 et 3 au voisinage de 1. Préciser les approximations
affines, polynomiale d’ordre 2 et polynomiale d’ordre 3 de f au voisinage de 1.

3. Donner la position de la courbe par rapport a la tangente au voisinage du point du graphe
d’abscisse 1. Faire une représentation graphique sommaire de la courbe représentative de f au
voisinage de (1, f(1)).

Ezercice 1.33. —

1. Soit g la fonction définie sur R par

x T

e’ —e

90 = e

Justifier que g est de classe C3 sur R. Ecrire le développement limité & I'ordre 3 au voisinage de
0. Donner la position de la courbe par rapport a la tangente au voisinage du point du graphe
d’abscisse 0. Faire une représentation graphique sommaire de la courbe représentative de g au
voisinage de (0, g(0)).

2. Soit h la fonction de définie sur | — 1, 400 par
h(x) = In?(1 + ).
Justifier que h est de classe C? sur | — 1, +oo[. Ecrire le développement limité a 1’ordre 3 en 0.

3. On considére la fonction f définie sur D =| — 1, 0[U]0, +o0][ par

x —x2
flo) = D=2

z—g(z)
Montrer que f admet une limite en 0.

1.10. Extrema des fonctions d’une variable

Ezercice 1.34. — Calculer les extrema sur son domaine de la fonction f définie par
fz) =23 — 322 — 9z + 2.

Ezercice 1.35. — Calculer les extrema sur son domaine de la fonction g définie par

g(z) =€+ z(In(z) —1—e).

1.11. Géométrie dans R? et R?

Ezercice 1.36 (Produit scalaire, distance et norme). — On se place dans R?.

(i) On considére les vecteurs : x = (3,0, —4) et y = (—6,2,3). Calculer le produit scalaire de z et y
ainsi que les normes de x et de y. Vérifier que I'inégalité de Cauchy-Schwarz est bien satisfaite.

(ii) On consideére les points : P = (1,2,3) et Q = (7,5,1). Calculer la distance de P a Q.
Ezercice 1.37 (Preuves de 'inégalité de Cauchy-Schwarz en dimension 2)
(i) Démontrer les propriétés (i), (ii) et (iii) de la norme énoncées dans la proposition 11.17 du cours.
(ii) Soient deux vecteurs fixés non nuls x = (z1,22) et y = (y1,y2). Pour tout réel ¢, on pose :
F(t) = llo + tyl
Exprimer F'(t) en fonction de ¢ , de la norme de x, de la norme de y et du produit scalaire de z
et y.
(iii) Vérifier que F'(t) est un trindme en t. Quel est le signe de F'(¢)?

(iv) Calculer le discriminant de F'(t) et en déduire 'inégalité de Cauchy-Schwarz.



Ezxercice 1.38 (Equations de droites et de cercles dans R?). — On se place dans le plan muni
d’un repére orthonormé.

(i) Déterminer une équation cartésienne de la droite D; passant par les points A = (2, —3) et B =
(4,-5).

(ii) Déterminer une équation cartésienne de la droite Dy passant par le point C' = (—1,3) et ortho-
gonale au vecteur v = (—3,2).

(iii) Déterminer une équation cartésienne de la droite D3 passant par le point D = (1,—3) et de
vecteur directeur w = (—2, —5).

(iv) Déterminer une équation cartésienne du cercle de centre (—1,2) et de rayon 5.
Ezercice 1.39 (Equations de droites et de cercles dans R?). — On considére les équations sui-
vantes. Reconnaitre celles qui correspondent & des droites (préciser deux points, donner un vecteur
directeur et un vecteur orthogonal) et & des cercles (préciser centre et rayon) :
y =/, y=a>4+1, y? =204y +3, y=-—2x+05, 22 —y? =3
z+y—1=0, 2+l +r+y +1=0, 22+ +dr—6y +4=0
FExercice 1.40 (Equations de plans et de sphéres dans R?). — On se place dans I'espace de di-
mension 3 muni d’un repére orthonormé.

(i) Déterminer une équation cartésienne du plan P; passant par les points A = (1,1,1), B =
(0,—-1,—-1) et C = (-1,1,0).

(ii) Déterminer une équation cartésienne du plan P, passant par le point D = (0, —1, 3) et orthogonal
au vecteur v = (—1,1,2).

(iii) Déterminer une équation cartésienne de la sphére de centre (—1,2,3) et de rayon 2.

1.12. Topologie dans R?

Exercice 1.41. — Représenter géométriquement les sous-ensembles suivants de R? et donner leur
nature topologique (ouvert, fermé). On demande juste une réponse intuitive sans justification.
(i) A={(1,1),(—1,-1),(0,0)}. Montrer que A est borné.
(i) B={(z,y) € R? : 4 < 2%+ y? — 22 + 4y + 5 < 25}. Montrer que B est borné.
(iii) C = {(z,y) €R? : 22+ 3y — 20 -3 <0 ou 22 +y? -2y -3 <0}
(iv) D =R\ {(0,0)}.
)

(v) E={(z,y) eR? : —1 <z <1, 0<y<2}. Montrer que & est borné.

1.13. Parties convexes de R2

Ezercice 1.42. — Démontrer que le produit cartésien de 2 intervalles de R est un ensemble convexe

de R2.

Ezxercice 1.43. — Montrer que I'ensemble € = {(z,y) € R? : 2y > 0} n’est pas convexe.

Exercice 1.44. — Un consommateur dispose de 2 biens X et Y dont les prix unitaires sont p et q.
Le revenu du consommateur est R. On suppose p > 0, ¢ > 0, R > 0 et les quantités consommées x > 0
ety > 0.

Quel est I'ensemble des consommations possibles ?
Montrer que cet ensemble est convexe et borné.



Ezxercice 1.45. — Représenter géométriquement les sous-ensembles suivants et montrer que ce sont
des parties convexes de R?.

& ={(z,y) €ER? : y> |22+ 3|}

E={(z,y) eR? : 22 +y* —z+y+ 1 <0}h

YERZ iz +y>0,-1<z<1, -1<y<2}

JER? : 22 +y+1>0 et x+2y—2<0}.

1.14. Fonctions de deux variables

Ezercice 1.46. — Déterminer et représenter graphiquement le domaine de définition des fonctions
suivantes. Indiquer (sans justification) s’il est ouvert, fermé, borné.
) 2+ 3y .. 1
(Z) f(xay)_ 2.%'—y (”) f(xay)_m
2, .2
Tzt +y . 1
= 1 _ = Y = y nzx
i) o) = (500 (iv) flo)=a¥ =

(v) f(z,y) = \/(x —y)(r+y+1) (vi) f(z,y)=1In (1 — 22 —y2)

g -2 —y?
(vii)  f(z,y) = 22

Ezxercice 1.47. — Représenter, sur un méme graphique, le domaine de définition de f et les courbes

de niveau k demandées. Pour (i) et (ii) on supposera z > 0 et y > 0.

(i) f(x,y) = zy, k quelconque

44 4
(ii) f(x,y) = ;_71:2‘:2, courbe de niveau pour k = 2.

rTY—T+y
ry

, courbe de niveau 1 et courbe de niveau 2.

(iil) f(z,y) =

2

(iv) f(z,y) = :c+—+gQ/’ courbe de niveau 0 et courbe de niveau —1.
rTy

(v) f(z,y) = min(z,y), k quelconque

Ezxercice 1.48. — Déterminer le graphe des fonctions suivantes :
(i) flz,y) =2z +3y
(i) f(w,y) = V1l —a22 —y? + 2z +4y

1.15. Continuité

Exercice 1.49. — Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leur domaine de définition.
s 22 — 2
W) = a2y W = m(ETY)
fl('r y) Yy +2xy+4x f2($ y) il x2+y2
ln(uv2 +y?) — a3yt
g(z,y) = ) g2(z,y) = In(z)Vy—1

e (x +y)

V1—22 —y2 si(x,y) € B((0,0),1)
Vaz+y? -1 si(z,y) € B((0,0),1).

o(r,y) =



1.16. Dérivées partielles du premier ordre

Exercice 1.50. — On considére les fonctions suivantes :
x —
a) f(z,y) = x+z b) flz,y) = Axo‘yﬁ (, BER, a>0,5>0)
_ ry _ z+1
) fwy) = (g s) A fy) = G2

1. Déterminer les domaines de définition des fonctions ci-dessus. On admet que ces ensembles sont
des ouverts de R2.

2. Justifier que ces fonctions sont de classe C! sur leur domaine de définition sans calculer les dérivées

partielles.
3. Calculer les dérivées partielles premiéres des fonctions définies ci-dessus.
Exercice 1.51. — On considére la fonction f(z,y) = (22 +y*)'/3.
1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Justifier que f est de classe C! sur R?\ {(0,0)}, puis calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 en
tout point (z,y) € R*\ {(0,0)}.
3. (Difficile) La fonction f admet-elle des dérivées partielles d’ordre 1 en (0,0) ?

1.17. Différentielle

Ezercice 1.52 (Mise en ceuvre des définitions). — Soit f(z,y) = e®/¥.

i) Déterminer le domaine de définition D¢ de f. On admet que D¢ est ouvert. Justifier que [ est
! !
de classe C! sur Dy .

(ii) Calculer les dérivées partielles premiéres de f.

(iii) Soient My = (0,1) et My = (1,2). Déterminer les gradients V f(My) et Vf(M;y). Préciser les
expressions de A far, (h, k), Afar, (b k), dfag (h, k) et dfar (b, k).

(iv) Comparer les valeurs exactes et les valeurs approchées calculées a l'aide de la différentielle de
£(0.1,0.8) et £(0.9,2.1).

(v) Ecrire le DL a l'ordre 1 de f au voisinage des points My = (0,1) et My = (1,2).
(vi) Déterminer les approximations affines de f au voisinage des points My = (0,1) et M; = (1, 2).

(vii) Déterminer 'équation du plan tangent a la surface représentative de f aux points (07 1, (0, 1))

t (1,2, £(1,2)).

Ezxercice 1.53. — En utilisant I’approximation par la différentielle, calculer des valeurs approchées
des expressions suivantes. Comparer & la valeur

(1.02)3%1 ~ 1.061418 /5,7 % 6,2 ~ 5.9447 In(1,02 x 0,9) ~ —0.08555.

Ezxercice 1.54. — Déterminer 'approximation affine des fonctions suivantes aux points indiqués :

0) ) = e

(i) g(z,y) =  exp(x? — y?) au voisinage de (1,1).

au voisinage de (1,0) et (0,0).



1.18. Applications économiques

Exercice 1.55. — Soit D = {(p,q) € R? : p >0, ¢ > 0}. On admet que D est ouvert. Soient x et y
les quantités demandées de deux biens X et Y en fonction de leurs prix unitaires p et q. On suppose
que :
1000 1000
r=fpg)=—— et y=9pq=—7.
(7. 9) P*q (7. 9) pq?
Les fonctions f et g définies sur D sont appelées "fonctions de demande".
(i) Montrer que f et g sont de classe C* sur D.

(ii) Calculer les demandes marginales partielles.

Pour toutes les questions qui suivent on fera des calculs approchés.

(iii) On suppose ¢ fixé. Quelle variation relative doit-on attribuer a p pour que la demande en bien X

augmente de 5% ? Quelle sera alors la variation relative correspondante de la demande en bien
Y?

(iv) On suppose que p augmente de 5% et que g diminue de 3%. Quelles sont les variations relatives
correspondantes des demandes en bien X et Y 7

(v) On observe une augmentation de la demande en bien X de 2%, la demande en bien Y restant
constante. Quelles variations relatives des prix ont provoqué ce changement ?

1.19. Dérivées partielles du deuxiéme ordre

Exercice 1.56. — On définit les fonctions :
a’) f(xay) =y hl(.%') b) f(x7y) = Y= eyln(x)
xz +vy
Ve = e ey =

avec a, [ réel et x > 0, y > 0 dans 'exemple c).

(i) Déterminer les domaines de définition des fonctions ci-dessus On admet que ces ensembles sont
des ouverts de R2.

(ii) Justifier que ces fonctions sont de classe C? sur leur domaine de définition (sans calculer les
dérivées partielles), puis calculer leurs dérivées partielles secondes.

1.20. Développement limité d’ordre 2

Ezercice 1.57. — Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes. On admet que ces
ensembles sont des ouverts de R2.

Justifier que ces fonctions sont de classe C? sur leur domaine de définition.

Ecrire le développement limité & I'ordre 2 au voisinage du point My = (20, yo) indiqué.

En déduire I’équation du plan tangent a la surface S représentative de f au point (xo, Yo, f (MO)).
a) f(z,y) =2’y +3zy+y* en My =(1,2).

b) f(xz,y) =In(1l + 2z + 3y) en My = (0,0).

¢) flz,y) =2%e’ —ye” en My = (0,0).

Pour a) et c¢) préciser la position de S par rapport au plan tangent au voisinage de Mj. Peut-on
répondre & la question précédente pour b) ?



1.21. Fonctions convexes et concaves
Ezxercice 1.58. — On définit les fontions f et g par :
4
flay)=a*+y*,  gla,y) = (z—y)*
1. Montrer que les fonctions f et g sont convexes sur R2.

2. On pose h = f — g. Montrer que la fonction h n’est ni convexe ni concave sur R?.

Ezercice 1.59. — On reprend la fonction f de l'exercice 1.57 b) :
f(z,y) =In(1 4 2z + 3y).
1. Déterminer le domaine de définition de f. On admet que cet ensemble est ouvert.
2. Montrer que f est concave sur son domaine de définition.

3. En déduire la position de la surface S représentative de f par rapport a ses plans tangents.
Ezercice 1.60. — On définit la fontion f par :
1l—=zy
T,Y) = .
fly)=—— )

1. Quel est le domaine de définition Dy de f 7 est-il convexe? On admet que Dy est ouvert.

2. Etudier la convexité ou la concavité de f sur C; = {(z,y) € R? : 2 +y > 0}, puis sur Cy =
{(z,y) €R? : 2+ y < 0}. On admet que C; et Cy sont des ouverts.

3. On définit maintenant la fonction g par :
1—zy
r+y

Etudier la convexité (ou la concavité) de g sur son domaine de définition qui est ouvert.

g(r,y) = —In(z +y).

Ezercice 1.61. — On définit la fontion f par :

< 2 2
flay) = SO TVEY),

2y

1. Quel est le domaine de définition Dy de f 7 est-il convexe? On admet que Dy est ouvert.

2. Montrer que f est convexe sur C = {(z,y) € R? : £ > 0, y > 0}. On admet que C est ouvert.
Indication : penser au logarithme.

3. On définit maintenant la fonction g par :

g(z,y) =

Montrer que g est convexe sur C.

exp(5a® —zy +y*)
2y

+((z+y)?+1)°,

Ezxercice 1.62. — Soit la fonction f définie par :

fla,y) =a2*y°

otl a et (3 sont des réels non nuls. Soit C = {(z,y) € R? : 2 >0, y > 0}. On admet que C est ouvert.
Etudier la convexité (ou la concavité) de f sur C en discutant selon les valeurs de « et 3.

Ezercice 1.63. — Etudier la convexité (ou la concavité) des fonctions suivantes sur les ensembles
indiqués qui sont tous des ouverts :

(i) f(z,y) =22 +3In(y) —2expz+y) suwrdd ={(z,y) eR>: z>0, y >0}
(i) g(z,y) = 22 +y* sur R?

(iii) h(z,y) =+v2x+3y sur V= {(z,y) €R?: 22+ 3y >0}

Comparer U avec Dy et V avec Dy,



1.22. Extrema libres des fonctions de deux variables

Exercice 1.64. — Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes sur R%. Montrer que les
extrema locaux trouvés ne sont pas des extrema globaux.

a) f(z,y) =23 +3zy?> - 152 — 12y

b) g(z,y) = 2° + y> —3azy ot a € R. Discuter selon le signe de a.

c) hzm,y) =a* +9° —4y—2

d) k(z,y) =2 +ay? —2?y —y°

Exercice 1.65. — Montrer que les fonctions suivantes sont convexes sur R2. Optimiser ces fonctions

sur R?, puis sous la liaison x + y = 0.
a) f(r,y) =2* +ay+y* +22+3
b) g(z,y) = (a* +y°) + exp(z® + y?)

Ezercice 1.66. — 1. Soient a et b deux constantes réelles. On considére les fonctions f et g définies
sur R par :
f(z) =8z —22>4+b%, g(y) =8y —a®—2y%
a) Déterminer les extrema de chacune de ces fonctions sur R.
b) On considére ensuite la fonction h définie sur R? par :

hz,y) =8(x+y) — 32?2 — o2
Déterminer les extrema de h sur RZ.

2. Application : On considére deux firmes concurrentes produisant le méme bien en quantités diffé-
rentes ¢ et go et ayant des fonctions de cotit différentes C7 et Cs. La fonction de coiit de chacune
des deux firmes dépend des quantités de bien produites par les deux firmes. Le prix unitaire p du
bien est fixé sur le marché indépendamment des quantités fabriquées.

a) Dans un premier temps, chaque directeur de firme essaie de maximiser son profit en agissant
sur la variable qu’il controle. Calculer les quantités optimales produites par chacune des firmes
ainsi que le profit qui en résulte sachant que :

Ci(q1,q2) =2q1 + 247 — 43, Co(q1,q2) =2q2 + 44 + 243, p = 10.

b) Dans un deuxiéme temps, les deux firmes fusionnent. Elle constituent deux divisions d'une
méme entreprise. Il n’y a plus qu'un centre de décision qui essaie de maximiser son profit en
agissant sur les variables qu’il controle sans modifier les conditions techniques de production
des deux divisions.

Calculer les quantités optimales qu’il demande & chacune des deux divisions de produire pour
maximiser le profit. La fusion est-elle souhaitable ? Pourquoi ?

Ezercice 1.67. — Soit D = {(z,y) € R? : >0, y > 0}. On admet que D est ouvert. On considére

la fonction d’utilité U définie sur D par :

2z y?

x4y’

ou z et y désignent les quantités consommées des deux biens X et Y.

a) Montrer que U est de classe C! sur D.

b) On supose z¢g = 4 et yp = 2. Déterminer I’équation de la tangente au point (zg,yo) a la courbe de

V(z,y) e D, U(zx,y) =

niveau passant par (zg, 4o).



1.23. Extrema liés des fonctions de deux variables

FExercice 1.68. — Pour chacune des deux questions suivantes on donnera deux méthodes : d’abord
en explicitant la contrainte, puis en utilisant le lagrangien.
1. Soient les fonctions f et g définies par :
1 1
a) Déterminer les extrema de f sur R? et sous la contrainte g(x,y) = 2/3.
b) Déterminer les extremums de g sur Dy et sous la contrainte f(x,y) =9.
2. Soit la fonction A définie par
h(z,y) = —x? — 44>
Déterminer les extrema de h sur R? et sous la contrainte « 4+ 2y? — 2 = 0.
Ezercice 1.69. — Déterminer les extrema (locaux et globaux) des fonctions suivantes sur leur do-
maine de définition et sous la contrainte indiquée. Pour fi et fo on fera également une résolution
géométrique.
filz,y) = x4y sous  exp (m2+y2—1/4) =1
fo(z,y) = =zy sous X4yt —ax—y=0
fa(x,y) = x3+9° sous x2 4y’ =1
13
f4(x7y) = x+2y sous x2+my+y2+y:§
folzy) = In(z—y) sous a2+ % =2
2 2
2 2 T Y
fo(z,y) x4y sous —- — &
fr(z,y) = 2z+y sous 2l 4azy—yi=1
1 1 1 1 1
fs(z,y) = E+§ sous ;4'?—5
folz,y) = 22+y*+(y—2)* sous x*+y*+2y—2x—-6=0

10



CHAPITRE 2

RECUEIL D’ANNALES

2.1. Controles continus

Test du 13 novembre 2003. —

Ezercice 2.1. — Pour x réel, |z| désigne la valeur absolue de x.
Soit f(x) = .
o) =13
Donner le domaine de définition de f et montrer que f est strictement croissante sur son domaine de
définition puis que pour tout y € ] —1,1] il existe un unique z € R tel que f(z) = y.
Ezxercice 2.2. — Comme en TD, pour tout réel x, on définit la partie entiére, notée E, par : E(x),

le plus petit entier n € Z tel que
n<zr<n+l.

Donner le domaine de définition et étudier la continuité de la fonction f suivante
f(z) =E(z) + Vx — E(z).

Ezxercice 2.3. — Soient les fonctions suivantes

f(x):\/iizi, g(z) =2z —5 et h(z)=(In(4z—3))*.

1. Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes.

2. Déterniner le domaines de définitions des fonctions marginales des fonctions f, g et h et calculer
les fonctions marginales de f, g et h.

3. Donner un point xy appartenant aux trois domaines de définitions des fonctions marginales f, g
et h.

4. Donner elasticité des fonctions f, g, h et fg/h.
5. On considére que la fonction h(z) pour x > 1 représente le chiffre d’affaire d’une entreprise en
fonction du temps de travail x.
Montrer que le chiffre d’affaire est strictement croissant par rapport au temps de travail.
Donner un développement limité de h & l'ordre 2 au point 1.

En déduire la position de la tangente au point d’abscisse z = 1.

Ezxercice 2.4. — Soit la fonction f:[—1,+o0o[— R, définie par

£( )_;
v Va2 + 2z +2

1. Montrer que f admet une fonction réciproque que l'on explicitera. On donnera aussi I’ensemble
de départ et d’arrivée de la fonction réciproque



2. Donner un développement limité de f a l'ordre 1 au point 2.

Ezercice 2.5. — Soit la fonction f définie par

2022 — 18z + 11
1@ = G Tt 3y

1. Pout tout entier n, donner les dérivées d’ordre n de f et donner les domaines de définition associés.

Indication : On pourra dans un premier temps trouver les réels a et b vérifiant 1’égalité suivante

a b
T@) =G o

Exercice 2.6. — Soient les ensembles suivants :

A={(r,y) eER?|0< |z —1]<1}; B={(z,y) eR?|0< 2z < 1};

C={(z,y) eR?||z] <1, |y| <1}; D={(z,y) e R* | 2® +y* <4} .
1. Représenter ces ensembles.

2. Préciser si ils sont bornés.

Test du 15 janvier 2004. —

Ezxercice 2.7. — Questions de cours :

1. Donner la définition d’un minimum local et d’un maximum global pour une fonction f de R?
dans R.

2. Donner la définition d’une fonction convexe de R? dans R.

Ezercice 2.8. — Soient les fonctions suivantes
flz,y) =2+ 20y + 92 +6, g(x,y) = 2>+ 2zy? — y* + 2% + 3zy + 32 + 10.
1. Etudier la convexité de f et g.
2. Trouver les extrema de f et préciser si ce sont des minima, maxima, locaux ou globaux.

Ezercice 2.9. — Soit f : R — R dérivable. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 des fonctions
suivantes en un point arbitraire de R? :

g(@y) = fle+y),  hay) =@+, k) = fay).
Ezercice 2.10. — Soient les fonctions f et g suivantes

fla,y) =2, g(z,y) =2 — Va2 +y?).
Pour ces deux fonctions répondre aux questions suivantes.
1. Donner le domaine de définition. On admet que ce domaine est un ouvert de R2.
2. Montrer que la fonction est de classe C? sur son domaine de définition.
3. Donner les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 en un point quelconque du domaine de définition.
4. Ecrire le développement limité & I'ordre 2 au point (1,0).
5

. Ecrire I’équation du plan tangent au point (1,0) et donner la position de la courbe par rapport a
son plan tangent.

12



Test du 16 novembre 2004. —

Ezxercice 2.11. — Questions de cours :

1.

2.

Donner la définition de la concavité pour une fonction de classe C', non nécessairement C2.

1
On considére la fonction g(z) = 2% — 3 In(x).

Justifier que ¢ est de classe C? et convexe sur son domaine de définition.
1 3 1
En déduire que : Vz > 0, g(z) = 2* — 5 In(x) > 2%~ 5

3. étudier les variations de g et en déduire qu’elle admet un minimum global dont on donnera la
valeur.
4. Soit y un réel. Déterminer, suivant la valeur de y, le nombre de solutions de ’équation g(z)—y = 0.
Ezercice 2.12. — Pour tout réel x, on désigne par |z| la valeur absolue de z.

Soit la fonction f(x) = |z|*.

1.

AN el R

Exprimer f a I’aide d’une fonction exponentielle. Déterminer le domaine de définition de f ainsi
que ses limites aux bornes de ce domaine.

Montrer que f est continue sur R*.
Montrer que l'on peut prolonger f par continuité en 0. Donner f(0).
Montrer que f est de classe C? sur R*. Calculer les dérivées f’ et f” et étudier les variations de f.

Donner le développement limité & I'ordre 2 de f en 1. En déduire la position de la courbe repré-
sentative de f par rapport & sa tangente au voisinage du point d’abcisse x = 1.

Exercice 2.13. — Soit h(z) = f ou(x), avec f(u) = u?, u(x) = In(a® — 1).

1.

Exprimer h en fonction de x. Déterminer les domaines de définition de f, u. En déduire le domaine
de définition de h et montrer que cette fonction est continue sur son domaine de définition.

Quel est le domaine de dérivabilité de h? Calculer la dérivée h’' en utilisant I'invariance de la
relation différentielle et étudier les variations de h.

On considére a présent que la fonction h(z) pour x > 2 représente le chiffre d’affaire d’une
entreprise en fonction du temps de travail x.
In(z® — 1
Montrer que la fonction marginale de h est donnée par h,,(x) = 6x2(371).
1‘ —

Déterminer 1'élasticité de h.

Montrer que h admet une fonction réciproque, donnant le temps de travail en fonction du chiffre
d’affaire y, que 'on explicitera et dont on donnera les ensembles de départ et d’arrivée.

Ezercice 2.14. — Représenter graphiquement les ensembles suivants et déterminer s’ils sont bornés.

A={(ey) €R?[0<zty<1),
B ={(z,y) e R* | 2* +y* < 2y},

C={(r,y) eR? | (z+2)*+y* >detx—y< -1}

13



Test du 11 janvier 2005. —

Ezercice 2.15. — Question de cours :
Soit f de R? dans R de classe C? sur R? et soit (x0,yo) un élément de R2.

1. Donner I’équation du plan tangent a f en (xo, yo, f (0, %0))-

2. Donner la définition d’un développement limité de f au point (xg,yo) & l'ordre 2.

3. Donner la définition d’un minimum local de f au point (xg,yo) ?
Ezxercice 2.16. — Soit f(x,y) = 22 + 22y + y> — 2/2 — y/2 + In(e* + &),

1. Donner le domaine de définition de f et montrer que f est de classe C? sur son domaine de

définition.

2. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f.

3. Montrer que (0,0) est un point critique.
4. Etudier la convexité de f.
5

. Montrer que f admet un minimum global au point (0,0) et calculer ce minimum.

Ezercice 2.17. — 1. On considére la fonction g définie par g(z) = In(x) + 2z + 1.
(a) Donner le domaine de définition Dy de g.
(b) Montrer que g est C! sur D, et calculer sa dérivée ¢'.
(¢) Etudier les variations de g et déterminer g(D,).
(d) Montrer qu’il existe un unique réel «, élément de ]0, 1/e] tel que g(a) = 0.
2. On considére la fonction de deux variables réelles f définie par f(z,y) = z(In(z) + = + y?).

(a) Donner le domaine de définition Dy de f. Montrer que c’est un convexe de R?. On admettra
que c’est un ouvert de R2.

(b) Montrer que f est de classe C? sur Dj.
(c) Donner les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 en un point quelconque de Dy.

(d) Ecrire le développement limité a I'ordre 2 au point (1,2). Ecrire '’équation du plan tangent
en ce point et donner la position de la courbe par rapport a son plan tangent.

(e) En utilisant la question 1, montrer que («,0) est un point critique de f. Existe-t-il d’autres
points critiques ?

() Ecrire I'équation du plan tangent en (cr,0) et donner la position de la courbe par rapport
a son plan tangent.

(g) Montrer que m = —a(a + 1) est un minimum local de f.

Test du 2 décembre 2005. —

Ezercice 2.18. — Soient b > a > 0 et f : [a,b] — R une fonction C! et convexe sur [a, b].
1. Rappelez la définition de f est convexe sur [a, b].

2. En déduire que

3. Considérons un bien A dont le coit total de fabrication est lié a la quantité produite @ € [a, D]
par la relation C' = f(Q).

(a) Rappelez la définition du cotit moyen et du cott marginal.

14



(b) On suppose qu’il existe une quantité Q* pour laquelle le cotit moyen et le cotit marginal
s’égalisent. Déduire de (2.1) que le cotit moyen atteint son minimum en Q*.

Ezercice 2.19. — Soit f : z +— xze® T1/7.
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est de classe C? sur |0, +oo[. Calculer les limites aux bornes de I'intervalle.

3. Soit le polynome g(z) = z + 22% — 1. Montrer qu’il existe un unique réel a dans R* tel que
g(a) = 0. Vérifier que a €]0, 1].

4. En déduire le tableau de variations de f sur |0, +o0.

5. Donner le développement limité de f au point x = 1 a lordre 2.

6. En déduire la position de la tangente de f au voisinage du point z = 1.
7

. Montrer que f est convexe sur [1, +00].

Ezercice 2.20. — Représenter graphiquement les ensembles suivants. On précisera si ils sont bornés,
convexes et compacts (on demande une démonstration).

L A={(z,y) €R? 22 +y> —6r+4y+9<0et —2<z+y<2}
2. B={(z,y) €R* x+2y+1<0ouy=>0}
3.C={(r,y) eR? 0< 22 - 2| < 1}

Test du 13 janvier 2006. —

Ezercice 2.21. — 1. Donner la défintion d’un minimum gobal et d’'un maximum local d’une fonc-
tion de R? dans R.

2. Donner la définition d’une fonction convexe de R? dans R et donner un critére lorsque celle-ci est

de classe C? sur R2.

Ezercice 2.22. — Soient les fonctions f et g suivantes :
1 1
floy) =z —y" = gay+ 22" glz,y) =2 +ay+ 30" — L.
1. Etudier la convexité de f et g sur R2.
2. Trouver les extrema de f et préciser si ce sont des minima ou des maxima, s’ils sont locaux ou

globaux.

Exercice 2.23. — Soit f : R — R une fonction de classe C'. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1
des fonctions suivantes en un point arbitraire (x,y) de R? :

g(z,y) = fRr —y+3), h(z,y) = f* -y

On exprimera le résultat en fonction de f’.

Ezercice 2.24. — Soit f la fonction suivante :
fla,y) = ~In(zy) — In(4 — (2% + y*)).
Donner Dy, le domaine de définition de f et faire une représentation graphique.
Ce domaine est il convexe ? Borné? On admet que le domaine de définition est un ouvert de R2.
Montrer que la fonction f est de classe C? sur Dy.
Donner le développement limité a I'ordre 2 au voisinage de (1,1).

Donner I’équation du plan tangent a la surface représentative au voisinage de (1,1).

A

Etudier la position du plan par rapport a la surface au voisinage de (1,1).
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7.

8.

Etudier la convexité sur son domaine de définition de la fonction suivante :
h(z,y) =In(4 — (z° +¢%)).

En déduire la convexité de f sur 'ensemble Dy N {(z,y) € R?|z > 0,y > 0}. On vérifiera que
c’est bien un ensemble convexe.

Test du 24 novembre 2006. —

Ezxercice 2.25. — Soit f définie par f(z,y) = ze¥ + ye®.

Ll

Donner le domaine de définition de f et calculer les dérivées partielles premiéres de f.
Déterminer 1’équation du plan tangent au graphe de f au point (0,0, f(0,0)).
Donner une valeur approchée de f(0.1,—-0.2).

Soit @ > 0. On se place au point A = (a,a). On suppose que les variables = et y augmentent
toutes les deux de 5 %. En utilisant un calcul approché, déterminer a pour que f augmente de
10 %.

Déterminer la position du plan tangent au graphe au point (0,0, £(0,0)).

Etudier la convexité de f sur son ensemble de définition.

Ezercice 2.26. — Soit g la fonction & deux variables définie par

1.
2.
3.
4.

Ezercice 2.27. — On considére la fonction réelle de deux variables f définie par f(z,y) =

1.

AR

oo.y) = TOLLY)
' Vity
Déterminer son ensemble de définition Dy. On suppose qu’il est ouvert.
Montrer que la fonction g est de classe C? sur D,.
Etudier la convexité de g sur son ensemble de définition.
Calculer les dérivées partielles du premier ordre de la fonction g sur D,.
22

2o —y?’
Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy. On suppose que cet ensemble est ouvert.
Est il convexe ?

Déterminer et représenter la courbe de niveau C}. pour k = 1.
Montrer que la fonction f est de classe C? sur Dy.
Calculer les dérivées partielles du premier ordre de la fonction f sur Dy.

Ecrire le développement limité d’ordre 1 de f au point (3,2). En déduire une valeur approchée
de f au point (2.9,2.2). Commenter votre résultat.

Calculer les dérivées partielles du second ordre de la fonction f sur Dy. Vérifier que

4 —12

D?*f(3,2) =
12 81/2

Ecrire le développement limité d’ordre 2 de f au point (3,2). En déduire 'équation du plan
tangent et la position du graphe de f par rapport au plan tangent au point (3,2).
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Test du 12 janvier 2007. —

Ezercice 2.28. — 1. Vérifier que la fonction (z — Inx) est concave sur son ensemble de définition,
et en déduire que
Vr >0, mr<x—1.
. g . Inz
Dans toute la suite, on étudie la fonction f:x— f(x) = e
r—Inzx
2. Déterminer I’ensemble de définition de f.
3. Montrer que f est C? sur son ensemble de définition, et calculer sa dérivée.

4. Ecrire le développement limité de f & l'ordre 2 au point 29 = 1. En déduire 1'équation de la
tangente en ce point et la position de la courbe par rapport & sa tangente au voisinage de ce
point.

5. Quelle est 'approximation affine de f au voisinage de 17 En déduire une valeur approchée de
£(1,01).

6. Montrer que f peut se prolonger par continuité en 0 en posant f(0) = —1. On note encore f son
prolongement.

7. Montrer que la fonction ainsi prolongée est dérivable a droite en 0. La dérivée est-elle continue a
droite en 07

8. Etudier les variations de f et tracer sommairement sa courbe représentative en indiquant les
tangentes aux points (0, f(0)) et (1, f(1)).

9. En fonction des valeurs de y, discuter le nombre de solutions de I'équation f(z) = y.
Exercice 2.29. — Déterminer toutes les fonctions f :]0; +00[—]0; +-00[, de classe C' dont I'élasticité
en x vaut x pour tout x > 0.
Ezxercice 2.30. — On pose :

A={(z,y) eR? : 2 <y et y*—2y < 3—2?}
et
B={(z,y) eR? : |z—1/<3 et [y >2}.
1. Représenter graphiquement A et B.
2. Ces domaines sont-ils bornés ? Justifier.

3. Sont-ils ouverts ? fermées ? (Dans cette question, et uniquement dans cette question, on demande
de répondre sans donner de justification).

Test du 25 novembre 2008. —

Ezercice 2.31. — Soit la fonction
f(z,y) =In(2 — 2* — y?) + /22 + 3.
1. (a) Donner et tracer le domaine de définition Dy de f.
(b) L’ensemble Dy est-il convexe, borné? On demande de justifier les réponses.
(c) Soit k un réel, donner la définition de la courbe de niveau k associée & f.
2. Soit maintenant la fonction suivante
g9(x) = f(z,0).

(a) Calculer g(x). Donner le domaine de définition de g et montrer que g est de classe C? sur
un intervalle que ’on déterminera.
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(b) Calculer ¢'(x) et ¢"(x).
(c) Ecrire le développement limité de g & I'ordre 2 au point = 1.
(d) En déduire I’équation de la tangente au point (1, ¢(1)). Préciser la position du graphe de g

au voisinage de x = 1.

Ezxercice 2.32. — Soit la fonction f définie sur |0, +oo[ par

_“ —x
flx) = —e
1. Calculer 'élasticité de f(z) pour tout x > 0.

2. Donner une valeur approchée de la variation relative de f lorsque x augmente de 5% a partir de
1.

3. En partant de zy = 1, de combien faut-il faire varier x pour que f augmente de 1% (On demande
un calcul approché).

4. Calculer I'élasticité de f2(z) pour tout z > 0.
Ezxercice 2.33. — 1. Donner ’équation cartésienne du plan passant par A = (1,2, 3) et orthogonal
au vecteur v = (1, 1,0).
2. Soit ’ensemble
A= {(z,y) eR?, 2z +1] <y —1}.
(a) Représenter graphiquement A.
(b) Sans justification, expliciter sur le graphique la frontiére de A.

(c) L’ensemble A est-il borné? convexe ? On demande de justifier les réponses.

Test du 13 janvier 2009. —

Ezercice 2.34. — Partie 1. On définit la fonction ¢ par
2
r)=2r— — +Inx.
p(x) i
1. Tracer grossiérement la courbe représentative de ¢ sur son domaine de définition. Montrer que ¢
réalise une bijection sur des intervalles que ’on précisera.

2. Montrer que I'équation p(x) = 0 admet une unique solution sur son domaine de définition que
I'on déterminera.

3. Soit la fonction f suivante :

f(a:,y)zZ(\/:U+y+1)—ﬁ%—ln(«/w%—y%—l).

Etudier la convexité (ou la concavité) de f sur son ensemble de définition.

Partie 2. La surface S(x,y) d’un container en carton d’un volume 1 m?® dont la base a pour
dimensions x et y est la fonction

2 2
S(z,y) :2xy—|—E%—;—l—xlnx—l—ylny—(m%—y)—i—z
Donner le domaine de définition Dg de S et montrer que S est de classe C? sur Dg.

Calculer les dérivées partielles premiéres et secondes de S.

En utilisant la partie 1, déterminer les points critiques (x,y) de S tels que x = y et leur nature.

- W e

Donner une estimation de la variation relative de S lorsque x augmente de 5% et y de 10% a
partir du point (1;1).

18



5. Ecrire la formule de Taylor-Young de S a I’ordre 2 au point (1;1). En déduire une approximation
a lordre 2 de la variation absolue de S lorsque x augmente de 0,05 et y de 0,1 & partir du point
(1;1) en supposant que le reste est négligeable.

6. Donner ’équation du plan tangent au graphe de S au point (1;1) et la position du graphe par
rapport au plan tangent.

7. La fonction S est-elle convexe sur son domaine de définition ? concave ? Justifiez votre réponse.
8. Montrer que la fonction o — x Inz est convexe sur R}. En déduire que pour tout z > 0,
rzlnz > x —1,

puis que la fonction S est positive sur son domaine de définition. La fonction S est-elle bornée
sur son domaine de définition? Vous devez justifier votre réponse.

Ezercice 2.35. — On définit la fonction
foy) =2 (4 + (n2)?),
1. Donner le domaine de définition D de f et montrer que f est de classe C? sur D.
2. Calculer les dérivées partielles premiéres et secondes de f.

3. Déterminer les points critiques de f et déterminer leur nature.

Test du premier décembre 2009. —

Ezxercice 2.36. — 1. Représenter graphiquement les ensembles suivants. Sont-ils bornés ? Convexes ?
On demande de justifier les réponses.

A= {(z,y) €R? 22 3| <y+1}N{(z,y) € R? =+ 2y > 4}.
B={(z,y) €R?, 2* +y* — 2z + 4y + 1> 0} N ([1,5[x[-2,0]).

2. Déterminer I’équation du plan P passant par le point (1,4, —8) et orthogonal au vecteur v =
(6,5,4).

FExercice 2.37 — Soit la fonction
C(w=1)n(z—-1)—z

1. Donner le domaine de définition de f et montrer que f est de classe C? sur son domaine de

définition.
2. Donner au point 2 un développement limité de f a I'ordre 2.

3. Préciser 'approximation affine de f au point 2 et donner la position de la tangente au voisinage
de ce point.

4. Calculer I'élasticité de f sur son domaine de définition.
5. Donner une valeur approchée de la variation relative de f lorsque z diminue de 3% a partir de 2.
6. A partir de 2 de combien doit varier x pour que la valeur approchée de la variation relative de f

augmente de 5%.

FEzxercice 2.38. — Soit maintenant la fonction

f(:v,y):exp(x2+y2—2x—2y+2+\/:U2+y2—2x—2y—|—1)

1. Donner et tracer le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est de classe C' sur une certain ensemble A que l'on précisera. On admet que cet
ensemble est un ouvert de R?.

3. Calculer le gradient de f en tout point de A.
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4. Pour tout k£ < 0, donner la courbe de niveau k de f.

5. Donner et tracer la courbe de niveau e de f.

Test du 5 janvier 2010. —

Ezercice 2.39. — Questions de cours :
Soit f une fonction de classe C! définie sur un ouvert D de R?. Quand dit-on que f est une fonction
convexe ?

Ezercice 2.40. —

1. Soit la fonction f(z,y) = In(1 — 2z — 5y). Donner et tracer son domaine de définition D. Nous
admettons que c’est un ensemble ouvert. Etudier la convexité de f sur Dy.
2. Etudier la convexité sur son domaine de définition de la fonction g(z,y) = —22 — 5y + xy.
Exercice 2.41. — Soit la fonction f définie par f(z,y) = (z +y — 2)? + exp(x? — 292 — 2y).

1. Donner le domaine de définition et montrer que la fonction est de classe C? sur son domaine de
définition. Nous admettons que c¢’est un ensemble ouvert.

2. En tout point du domaine de définition donner le gradient et la matrice hessienne de f.

3. Donner le développement limité de f a l'ordre 2 au point (2, 1).

4. Donner ’équation du plan tangent et sa position au voisinage du point (2, 1).

5. Etudier la convexité de f sur son domaine de définition.

6. Au point (2,1), on suppose que f et x augmentent relativement de 5%. De fagon relative et
approximative, de combien y va-t-il varier ?

7. Donner une approximation de f(1,9;1,2).

8. Pour tout x € R, posons g(z) = f(x,x) — 4(z — 1)%. Donner les extrema de g et préciser s'ils sont
locaux ou globaux.

m2

Ezxercice 2.42. — On considére la fonction réelle de deux variables f définie par f(z,y) = -
y— 2z

1. Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy. On suppose que cet ensemble est ouvert.
Est-il convexe ? Montrer que la fonction f est de classe C? sur Dy.

2. Représenter sur le méme dessin que la question 1. les courbes de niveau C et C_y /5 et Cy.
3. En tout point de Dy, calculer le gradient de f.

4. Ecrire le développement limité a l'ordre 1 de f au point (1,1). En déduire une valeur approchée
de f au point (0,9;1,1).

2.2. Examens
Examen février 2006. —
Exercice 2.43. — Soit la fonction de deux variables réelles définies sur R? par
Flz,y) = ety —2zy.
On sait que f est de classe C? sur R?.
1. Calculer les dérivées partielles de f & I'ordre 1 puis a ordre 2 en un point (x,y) arbitraire de R2.
2. Calculer D? J0,0) et en déduire la convexité de la fonction f.

3. Déterminer le développement limité de f a 'ordre 2 au point (0, 1).
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4. Déterminer I’équation du plan tangent au point (0, 1) et sa position au voisinage de ce point par
rapport a la courbe représentative de f.

5. Calculer, pour tout =,y € R, ef/,(7,y) et ef,(z,y).

6. En déduire une approximation de I’accroissement relatif de f au voisinage de (1,2) lorsque x croit
de 3% et y croit de 2%.

Ezxercice 2.44. — Soit la fonction f définie par

3
fl@y)=@—-1y—1)—In(z) + 2 —ay +2y° — Ty — 3%+ 3

1. Donner Dy, le domaine de définition de f et faire un dessin de cet ensemble. On précisera bien si
les bords appartienent ou pas a I’ensemble.

L’ensemble Dy est-il convexe? Nous admettons que Dy est un ouvert de R2.
Montrer que f est de classe C? sur Dy.

Montrer que la fonction ¢ : u — ulnu est convexe sur son ensemble de définition.
En déduire la convexité de f sur Dy.

Montrer que (2,2) est un point critique.

En déduire la nature de f(2,2).

© N o o W

La fonction f admet-elle un maximum global sur Dy ?

Ezxercice 2.45. — Soit les fonctions f et g suivantes :

fla,y) =2 +y—In(@® +y* - 7),

g(w,y) =2 +y* - 8.
On va chercher dans cet exercice, les extrema de la fonction f sous la contrainte g(z,y) = 0.
1. Donner Dy, I'ensemble de définition de f et montrer que
&= {(z.y) e R?|g(x,y) = 0} C Dy.
Tracer les deux ensemles sur le méme dessin. Nous admettons que Dy est un ouvert et que les
fonctions f et g sont de classe C* sur Dy.
2. Montrer qu’il n’y a pas de point critique de deuxiéme espéce pour ce probléme.

3. Nous cherchons les points critiques de premiére espéce pour f sur I'ensemble D sous la contrainte
g(x,y) = 0.

(a) Montrer que si (z,y) est un point critique alors on obtient Az = 0, ot A est le multiplicateur
de Lagrange associé.

(b) En déduire alors les 4 points critiques de premiére espéce avec leur multiplicateur de La-
grange associé.

4. Sous la contrainte g(z,y) = 0, f admet-elle un minimum global et un maximum global ?
5. Préciser les points pour lesquels ces extrema globaux sous contrainte sont atteints.

6. Trouver la nature des autres points critiques.
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Examen septembre 2006. —

FExercice 2.46. — Déterminer le mininum de la somme des carrés de trois nombres réels dont la
somme est égale a 3, ¢’est-a-dire, déterminer le minimum de 22442+ 22 sous la contrainte z +y+2z = 3.
On pourra se ramener & l'étude d’une fonction de deux variables.

Exercice 2.47. — On considére la fonction f définie par f(z,y) = 2* + 2y? — 4azy ol a est un
paramétre réel.

1. Discuter, suivant les valeurs de a, 'existence des points critiques de f.

2. Discuter, suivant les valeurs de a, la nature locale des points critiques de f.

Ezxercice 2.48. — On consideére la fonction f définie par
2,2
_ vy
f(xay) - $2—|—y2‘

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f. Cet ensemble est-il convexe? On admet que D est
un ensemble ouvert.

2. Montrer que f est C? sur D et calculer le gradient de f en chaque point de D.
3. Déterminer I'approximation affine de f au voisinage du point (1,2).
4. On cherche les extrema de f sur I'ensemble € = {(z,y) € D | 2% +y? = 2}.
(a) Montrer qu’il n’existe pas de points critiques de seconde espéce.
(b) Montrer que si (z,y) € £ est un point critique de premiére espéce tel que zy # 0, alors
zt =yt
(c) Déterminer les extrema de f sur &.
5. Déterminer les extrema de f sur D. On pourra étudier le signe de f sur D.

6. Déterminer les extrema de f sur I'ensemble G = {(x,y) € D | 2% + y* < 2}.
Examen février 2007. —
Exercice 2.49. — On considére la fonction f définie sur R? par

(z2+4%)

fla,y) = wye™

w2
1. (a) Soit ¢ la fonction définie sur R par op(u) = ue™ 2 . Montrer que ¢ est de classe C? sur R et
calculer ¢ et .

(b) Déterminer les extrema de ¢ sur R et donner le plus grand intervalle (au sens de 'inclusion)
sur lequel ¢ est convexe.

(c) Pour tout (z,y) € R2, exprimer f(x,y) en fonction de ¢(z) et ¢(y). En déduire une expres-
sion des dérivées partielles d’ordre 1 de f en fonction de ¢ et ¢'.

(d) Déterminer les cing points critiques de f sur R2.

(e) Toujours a laide des fonctions ¢, ¢’ et ¢”, donner la matrice hessienne de f (i.e. les dérivées
partielles secondes de f) en un point quelconque (x,7) € R2.

(f) Donner la nature locale de tous les points critiques. Une attention particuliére sera donnée
a cette question.

(g) On pose D = {(x,y) € R? | 2 >0 et y > 0}. On suppose que D est un ouvert de R2.
(i) Montrer que D est un sous-ensemble convexe de R2.

(ii) Montrer que la fonction composée h = Inof est bien définie sur D et étudier la
convexité ou la concavité de h sur D.
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(iii) En déduire sans calcul les extrema de f sur D.
(iv) Montrer que f est bornée sur D.

2. On considére la fonction g définie sur R? par g(x,y) = 22 +y* — 1.

(a) Montrer qu’il n’y a pas de point critique de seconde espéce de f sous la contrainte £ =
{(z,y) e R*| g(z,y) = 0}.

(b) Montrer que (z,y) € £ et A € R vérifient I’équation V f(z,y) = AVg(z,y) si et seulement
si

e V2 = 2\
e 12 = 2)\y
22 +y? =1

(c¢) Trouver les quatre points critiques de premiére espéce de f sous la contrainte &.

(d) Donner la nature de ces points critiques et donner les extrema de f sous la contrainte .
Représenter sur un dessin la contrainte et les différents points critiques.

Ezercice 2.50. — On considére la fonction réelle de deux variables f définie par
2,2
7ty
(x,y) — .
fil@y) = ——

1. Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy. On admet qu’il est ouvert. Est-il
convexe 7 Justifier votre réponse.

2. Déterminer et représenter (sur le méme graphique que pour la question précédente) la courbe de
niveau Ci pour k = —2 et k = 1.

3. Montrer que f est C? sur D ¢ et calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f.

4. En déduire une valeur approchée de f au point (0.9,1.2) et déterminer I’équation de la tangente
a la courbe de niveau C; au point (1,1).

5. Trouver les extrema de f sur Dy.

6. Trouver les extrema de f sur le cercle de centre (—1,—1) et rayon v/2. On pourra utiliser la
question 2.

7. Etudier la convexité ou la concavité de f sur les ensembles E et Fy définis par

Ey={(z,y) eR* |z +y >0} et Fr={(z,y) eR*|z+y<0}
Examen septembre 2007. —

Ezercice 2.51. — Une firme (en situation de monopole) produit un unique bien qui peut étre vendu
a deux clients a et b. Si la firme produit la quantité @, d’unités de bien pour le client a, alors celui-ci
est diposé a payer le prix unitaire de 50 — 5@Q),. Si la firme produit la quantité @) d’unités de bien pour
le client b, alors celui-ci est diposé a payer le prix unitaire de 100 — 10Q;. Le cott pour la firme de
produire ) unités de bien est 90 + 20Q).

1. Que représente la fonction IT définie sur Ry x R par
I[(Qa; Qb) = Qa(50 — 5Qa) + Qp(100 — 10Q5) — [90 + 20(Qa + Qb)]-

2. Si la firme veut maximiser son profit, quelle quantité de bien doit-elle produire et vendre a chaque
client 7 Calculer alors le profit maximal.

Ezercice 2.52. — On considére la fonction f définie sur R? par f(z,y) = (22 + 3?) exp(—z).

1. Montrer que f est de classe C? sur R2.
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2. Trouver les extrema locaux de f sur R?.

3. Montrer que f posséde un minimum global sur R? et qu’elle ne posséde pas de maximum global.
Exercice 2.53. — On considére la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 22 + y et I'ensemble
£={(x,y) eR? |22+ £ =1},

1. On suppose que 'ensemble & est fermé. Montrer qu’il est compact.

2. Représenter, sur un méme graphique, les courbes de niveau —3, 0 et 3 de la fonction f ainsi que
I’ensemble £.
3. Déterminer, par la méthode des multiplicateurs de Lagrange, les extrema de f sur £. Placer les

points sur le dessin.

Exercice 2.54. — On considére la fonction f définie sur R? par f(z,y) = z2y et I'ensemble £ =
{(z,y) € R? | 222 4+ y% = 3}.
1. On suppose que 'ensemble & est fermé. Montrer qu’il est compact.
2. On cherche & optimiser f sur &£.
(a) Trouver les 6 points critiques de premiére espéce sous contrainte.

(b) Déterminer la nature de chaque points critiques.

Exercice 2.55. — On considére C le sous-ensemble de R? défini par
C={(z,y,2) ER3 | 2?+ 92 +2°=1 et z+y+2z=0}

Le but de cet exercice est de déterminer le point de C qui est le plus éloigné du point A = (1,1,0) au
sens de la distance euclidienne.

1. On considére la fonction f définie sur R? par
flay) = (@ -1+ (y -1+ (@ +y)"
Déterminer les extrema locaux de f sur ’ensemble £ défini par
E={(z,y) eR? [ 2® +y° + (x +y)* = 1}.
2. Montrer que 'ensemble C est compact (on admet que C est un ensemble fermé de R?).

3. Montrer les deux propriétés suivantes :
(a) si(x,y,2) € C alors (z,y) € &,
(b) si (z,y) € € alors (z,y,—x —y) € C.

4. Soit la fonction F' définie par
VM = (x7 y7 Z)? F(x7 y? Z) = d(M7 A)2'

Répondre a la question initiale.

Examen février 2008. —
Ezxercice 2.56. — Soient les fonctions f et g suivantes
fa,y) =2 +ay+ P  +In(w+y) et gl,y) =z +ay+y.
1. Etude de f

(a) Donner Dy I'ensemble de définition de f. On admet que Dy est un ouvert de R?. Montrer
que f est une fonction de classe C? sur son ensemble de définition.

(b) Donner le développement limité de f a I'ordre 2 au voisinage du point (1,1).

(¢) Donner ’équation du plan tangent au graphe au point (1,1) et donner sa position par
rapport au graphe de f.
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(d) Donner I'approximation affine de f au voisinage du point (1,1). Calculer ensuite une ap-
proximation de f(1,2;0,98). Vous pouvez utiliser pour cette question ’approximation sui-
vante In(2) ~ 0, 69.

(e) La fonction f est-elle bornée ?

(f) Etudier la convexité de f sur son ensemble de définition.

2. Calcul des extrema de f sous contrainte g(z,y) = 3.

(a) Montrer qu’il n’y a pas de point critique de deuxiéme espéce sous la contrainte {(z,y) €
Dy | g(x,y) = 3}.

(b) Calculer le point critique de premiére espéce sous la contrainte suivante

{(z,y) € Dy | g(x,y) = 3}.
Vous pouvez montrer dans un premier temps qu’il y a deux possibilités : x = y ou alors
A = —1. Conclure a l'impossibilité de ce second cas en posant u = x + y.
(c¢) Donner la nature du point critique (extremum local ou point col) sous la contrainte {(z,y) €
Dy | g(z,y) = 3}.
(d) Soit la fonction

3—x
O(x) = i 2
Etudier les variations de ® sur son ensemble de définition et tracer son graphe.

(e) Dessiner maintenant la contrainte {(z,y) € Dy | g(x,y) = 3} avec le point critique de
premiére espéce sous la contrainte {(x,y) € Dy | g(x,y) = 3} que vous avez trouvé précé-
demment.

Ezercice 2.57. — Une entreprise fabrique deux modéles de petites voitures, les modeéles X et Y. Le

modéle X, le plus abordable, se vend a 1 $ piéce. Quant au modeéle Y, beaucoup plus sophistiqué, il se
vend a 3 $.
Le cotit de fabrication, exprimé en $, est donné par la fonction suivante :

C(z,y) = 5x® + 5y — 2zy — 2z — 1000,

ol x est le nombre de petites voitures du modéle X et y est le nombre de petites voitures du modéle
Y. On suppose que les jouets fabriqués sont tous écoulés sur le marché.

1. Pour tout (x,y) € (RT*)2, donner P(z,y), le profit de I'entreprise lorsqu’elle a vendu x jouets de
modéle X et y jouets de modéle Y.

2. La fonction P est-elle convexe (R**)2? Concave sur (RT*)2?

3. La capacité de production de D'entreprise est au total 20 jouets par jour. En supposant que
I’entreprise tourne & plein régime, trouver la répartition maximale entre les modéles de type X
et Y permettant de maximiser le profit quotidien.

Calculer dans ce cas le profit réalisé.
4. Le conseil d’administration de ’entreprise s’interroge sur la pertinence de vouloir produire a pleine
capacité. Il se demande s’il ne peut pas augmenter le profit en produisant autrement.
Pouvez-vous aider le conseil d’administration ?
Ezxercice 2.58. — Soit la fonction
Flay) = (2 —z)e V.
1. Calculer les points critiques de f sur R?.

2. Représenter la courbe de niveau 0 de f. Montrer que que point (2,0) appartient a cette courbe
de niveau et donner une équation cartésienne de la tangente & la courbe de niveau en ce point.
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Examen septembre 2008. —

Ezercice 2.59. — Soit f, la fonction définie par

3—x
fla) =1
1. Déterminer I'ensemble de définition Dy de la fonction f.
2. Calculer les variations de f et tracer son graphe.
3. La fonction f a-t-elle des extrema sur Dy ? Si oui, lesquels ? La fonction f est-elle convexe ?
4. Soit la fonction ®(z) = log(f(z)). Etudier les variations de ® sur son ensemble de définition et
tracer son graphe.
Exercice 2.60. — Soit f : R — R une fonction de classe C2.
1. Donner les domaines de définition et calculer les dérivées partielles d’ordre 1 des fonctions sui-
vantes en un point arbitraire (z,y) de R? :
3
hz,y) = f(2r =3y +3), k(z,y)=1Ff <x2 — %) .
On exprimera le résultat en fonction de f’.
2. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction h.
3. Montrer que si f est une fonction convexe sur R alors h est convexe sur son domaine de définition.
Ezercice 2.61. — On considére la fonction f définie par
2242
f(z,y) = Tny
1. Déterminer I’ensemble de définition D de f. Cet ensemble est-il convexe? On admet que D est
un ensemble ouvert.
2. Montrer que f est C? sur D et calculer le gradient de f en chaque point de D.
3. Déterminer I'approximation affine de f au voisinage du point (1,2).
4. On cherche les extrema de f sur I'ensemble & = {(z,y) € D | 2% + 4 = 2}.
(a) Montrer qu’il n’existe pas de points critiques de seconde espéce.
(b) Chercher les points critiques de premiéres espéces. On pourra par exemple montrer que si
(z,y) € & est un point critique de premiére espéce tel que xy # 0, alors zt = y4.
(c) Déterminer les extrema de f sur &.
5. Déterminer les extrema de f sur D. On pourra étudier le signe de f sur D.
6. Déterminer les extrema de f sur I'ensemble G = {(x,y) € D | 2% + y?> < 2}.

Examen du 5 février 2009. —

Exercice 2.62. — Soit f la fonction définie sur R? par
fag) = Lot oLy,
1. Montrer que f est de classe C? sur R2.
2. Déterminer 1'unique point critique My de f sur R2.
3. Calculer les dérivées secondes de f et en déduire la nature de M.
4. La fonction f est-elle convexe ?
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5. Ecrire le développement limité a ordre 2 de f au point M; = (1, —2). Préciser I’équation du plan
tangent a la surface représentative de f au point (1,—2, f(1,—2)), et la position de la surface
représentative de f par rapport a ce plan.

6. Ecrire I'approximation affine de f en M;. En déduire une valeur approchée de £(0.9,-1.95).

7. Calculer e/, (M) et ef, (M7). A partir du point M7, on suppose que les variations relatives de
x et y vérifient % = %%

Si f augmente de 2% a partir de My, déterminer les variations relatives de x et de y qui ont
provoqué ce changement.

Exercice 2.63. — 1. Soit f la fonction définie sur R? par

1
flwy) =—2"y+ 50" +y.
(a) Calculer les points critiques de f et donner leur nature locale.

(b) En étudiant f, préciser si les extrema locaux trouvés a la question précédentes sont globaux
ou pas.

(c) Rechercher et représenter sur un graphique la courbe de niveau 0 de f.
2. Soit la fonction g définie sur R? par
glz,y) = 2 +y°.
On cherche maintenant a optimiser f sous la contrainte g(z,y) = 1.
(a) Montrer qu’il n’y a pas de point critique de seconde espéce sous la contrainte g(z,y) = 1.

(b) Chercher les 6 points critiques de premiére espéce sous la contrainte g(x,y) = 1. Représenter
ces points critiques sur un dessin.

(¢) Donner le maximum et le minimum global de f sous la contrainte g(z,y) = 1.

(d) Donner la nature des autres points critiques sous la contrainte g(z,y) = 1.

Examen du 5 janvier 2010. —

Ezxercice 2.64. — Soit D = {(p,q) € R?> : p > 0, ¢ > 0}. On admet que D est ouvert. Soient z et
y les quantités demandées de deux biens X et Y en fonction de leurs prix unitaires p et ¢. Sur D, on
définit les fonctions de demande f et g par :
2= f(pq) = — T et y=—g(pg) = —5 ¢
" pa ope?
— Partie 1 :

1. Montrer que f et ¢ sont de classe C! sur D.
2. Calculer les gradients des fonctions f et g en tout point de D.

3. Donner les élasticités relatives des fonctions f et g en tout point de D.
On suppose dans la suite de cette partie que les priz unitaires initiaux valent pg = 2 et qo = 1.

4. On suppose que q est fixé a la valeur 1. Quelle variation relative doit-on attribuer a p a partir
de 2 pour que la demande en bien X augmente de 5% ? Quelle sera alors la variation relative
correspondante de la demande en bien Y 7 Ce modéle est-il raisonnable ?

5. On suppose que p augmente de 5% a partir de 2 et que ¢ diminue de 3% a partir de 1. Quelles
sont les variations relatives correspondantes des demandes en bien X et Y 7

6. On observe maintenant une augmentation de la demande en bien X de 2%, la demande en
bien Y restant constante. Quelles variations relatives des prix ont provoqué ce changement ?
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— Partie 2 : On définit le chiffre d’affaires par : pour tout (p,q) € D,

®(p,a) =pf(p,a) +a9(p.9)-
1. Trouver les points critiques de ® sur D.

2. Montrer que ® est convexe sur D. Indication : On pourra passer au logarithme sur chacune
des fonctions (p,q) — p f(p,q) et (p,q) — q9(p,q).

3. Optimiser ® sur D, c’est-a-dire trouver les extrema locaux sur D et préciser s’ils sont globaux.

Ezercice 2.65. — Soient les fonctions f et g définies par

Ll

fla,y) =In(a® +y*) —2® — 2, glz,y) =2" +y°.
Montrer que f est de classe C? sur son domaine de définition, que I'on précisera.
Montrer que f n’admet aucun extremum global sur D.
Déterminer les points critiques de f.
Donner la nature des points critiques de f.

On cherche maintenant a optimiser f sous la contrainte g(x,y) = 1.

Montrer qu’il n’y a pas de point critique de seconde espéce sous la contrainte g(x,y) = 1.

Chercher les 4 points critiques de premiére espéce sous la contrainte g(z,y) = 1. Représenter ces
points critiques sur un dessin.

Montrer que f admet un maximum global et un minimum global sous la contrainte g(z,y) = 1.
Préciser les points ol ces extrema sont atteints et leurs valeurs.

Etudier la nature du point critique restant.
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