Algebre Linéaire 2 Feuille de TD n"5

Ce document contient des indications qui peuvent étre utiles pour la résolu-
tion de certains exercices de la cinquiéme feuille de TD.

Exercice 5

A matrice n x n, A% = 0.

1. Que peut-on dire sur le rang r de A?
On sait que rg(A?) > 2rg(A) —n; donc 2rg(A) < n.

2. Soit £ = {ey,...,e,} une base de R” telle que {ey,...,e,} est une base

n
de Im A. Soit z € R, x = ) \je;, c'est a dire
i=1

dans la base £. En utilisant la linéarité,

i=r+1 i=r+1

car ¢; € ImA pour 1 < i < r donc Ae; = A(Ae)) = A%e, = 0 avec

e; € R™.
T
Or, pour r +1 < i < n, Aje; € ImA et donc Ae; = > aje;; par
j=1
conséquent

Ax = i )\z iaﬁ@j = i ( i )\ﬂlﬂ) €;

i=r+1 j=1 j=1 \i=r+1



et, dans la base &,

)\r+1a1r+1 +-+ )\naln

(Ax)g - >\r+1arr+1 +0 e )\narn

0

En conclusion, il faut trouver la matrice qui satisfait

A Ari1Q1ra1 + -0+ ApQin
Ag )\r B )\r+1am«+1 +---+ )\narn
)\r+1 B 0
A 0
donc
0o --- 0 Aip+1 -0 Aip
0 --- 0 a R}
£ rr+1 N
A" = 0 0 0 0
0 0 0 0

Exercice 6

E = {e1,e9,e3} base de R
Soit T' : R™ — R™ l'application linéaire définie par T'(e;) = T'(e3) = e3 et
T(€2) = —e1 + €9+ €e3.

1. ker(T) = {z € R3,T(x) = 0}; en utilisant la linéarité,

T(z) = T(Mer+ Asez + Aszez) = MT(e1) + AT (e2) + AsT (e3) =
= )\163 + )\2(—61 + e9 + €3> + )\363 =
= —Xee1 + Ao + (A1 + Ag + A3)es

Donc , étant donné que la famille £ est libre, T'(x) = 0 ssi

)\2:0
)\1+)\3:O '

2



En conclusion ker(T) = {z € R*, 2z = \je; — A\jez} = vect({e; — e3}).

REPRESENTATION DES APPLICATIONS LINEAIRES PAR DES MATRICES
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur R de dimension n et p, £ =
{e1,...,e,} une base de E, F ={f1,..., fp} une base de F.

Soit f : E — F une application linéaire. Pour tout 7 = 1,...,n, on
note (ayj,...,ap;) les coordonnées du vecteur f(e;) dans la base F,
c’est-a-dire f(e;) = i a;j fi On appelle matrice représentant f dans les

=1

bases £ et F la matrice de terme général a;; :

ay;p - Q1p
Mze(f) =

apl e apTL

Remarques :
— Attention a 'ordre dans 'écriture Mgge(f);
— la j-iéme colonne de la matrice est formée des composantes du vecteur

f(e;) dans la base F;
—si E=Fet &=F, onnote Meg(f) = Mc(f).

n
En effet, si z € E alors x = ) \je; et , en utilisant la linéarité de f,
j=1

Fa) = Xif(ey).
=1
Or, f(e;) € F donc f(e;) = i ai;fi et
i=1

flz) = Z)\j Zaijfi = Z (Z aij)\j> fi= Z(MA)zfz

=1 7j=1 =1

ol la M est la matrice de terme général a;; et A = (A1,...,A,). En
conclusion, on a

A1 (M/\)l



et il faut trouver la matrice Mz¢(f) telle que

)\1 (M/\)l
Mzre(f) | ¢+ | = :
A (MN)y,

Evidemment, Mz¢(f) = M, c’est-a-dire Mzg(f) est la matrice de terme
général a;;.

Donc, dans l'exercice, on utilise le fait que la j-iéme colonne de la
matrice A est formée des composantes du vecteur 7'(e;) dans la base £
(ici 'espace de départ et d’arrivé coincident) ; c’est-a-dire

0 -1 0
A= 0O 1 0
1 1 1
fi=e —e3 er=fi+tfat f3
Jo=e1—e er = f1+ f3
fs=—ei+ertes es = fa+ f3

F ={f1, [2, [3} est une base de R?; en effet, soient oy, as, as € R tq

0 = aifitaofot+asfs=
= (g +ay—az)e; + (—as + az)es + (—ay + ag)es,

or, £ est une famille libre, donc

ar+ay—a3 =0 a; =10
—Oé2+06320 = O[QZO
—a1+a3:O OZ3:O

. En utilisant la linéarité,

T(fi) = T(ex—e3)=0
T(fa) = T(er—ex) =€ —ex=fo
T(f3) = T(—€1 +ex + 63) =—e;1+ertes=f3

Ensuite, la j-iéme colonne de la matrice B est formée des composantes
du vecteur T'(f;) dans la base F; c’est-a-dire

B =

o O O
O = O
_ o O



1 1 -1
P = 0o -1 1
-1 0 1
Pour calculer P~! on utilise 1’algorithme de Gauss-Jordan
1 1 —-1]100 1 1 -1 (100
0o -1 1 010 — 0 -1 1 010
-1 0 1 0 01 0 1 0 1 01
11 -1 ]100 11 0] 211
01 0 1 01 — 010101
0 0 1 111 001|111
100|110
0101101
001111
d’ou
110
Pl=(101
111

Quelle relation relie A, B, P et P17

La matrice A est la matrice qui représente ’application 7" dans la base
& et B est la matrice qui représente la méme application dans la base
F ; par conséquent B = Q tAQ ou Q est la matrice de passage de £ a
F.

Par définition () est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées
des vecteurs de la base F dans la base &, c¢’est-a-dire

1 1 -1
Q= 0 -1 1 ;
-1 0 1

donc la matrice P est la matrice de passage de la base £ a la base F
et B= P 1AP.
On remarque que P! est la matrice de passage de la base F a la base

£.

Exercice 8

4 1 -1
A=\ 2 5 -2
11 2



On calcule le polynéme caractéristique de la matrice A.

4—x 1 -1
Px) = det(A—zl)=| 2 b—2 =2 |=
1 1 2—x
1 1 2—x 1 1 2—x
= —| 2 b5—-—x -2 |=—|0 3—-2z —-283-2)|=
4—z 1 -1 0 —3+z —(3—1)
1 1 2—ux
= —|0 33—z —2(3 — ) =B -2)?0b-1)
0 0 —-B-x)5—-2x)

donc les valeurs propres de A sont a; = 3 avec multiplicité 2 et a, = 5.
On sait que la matrice A est diagonalisable si et seulement si les vecteurs
propres forment une base de R?; on cherche donc les vecteurs propres de A.

11 -1
By = ker(A-3)={zeR [ 2 2 -2 |z2=0; =
11 -1
xq
= To ERB,SEl—i‘iCQ—{L'gIO =
T3
I 1 0
= To ,T1, T2 € R 3 = vect 01,11
T+ o 1 1
-1 1 -1
Ey, = ker(A—5)=acR’ [ 2 0 -2 |2=0; =
1 1 =3
€
= To ER37—2$1+Q32:O,$1—$3:O =
T3
X1 1
= 2x1 | ,z1 € R ) = vect 2
I 1
1 0 1
Il reste, donc, a vérifier que la famille £ = 0,11 1],] 2 est
1 1 1



libre ; pour cela on considére la matrice

1 01 1 0 1
01 2]—=101 2
111 0 0 —2

et on conclut que la famille £ est une base de R3. Par conséquent, la matrice
A est diagonalisable et dans la base des vecteurs propres £ s’écrit sous la
forme

300

030

0 05
ATTENTION : Je n’ai pas utilisé le théoréme que j’ai introduit mardi en TD

parce qu’il n’a pas été démontré. Donc, de préférence, utilisez la méthode ici
expliquée pour résoudre les exercices.

Exercice 9
1 1 1
A= 1 1 1
1 1 1

Pour trouver les valeurs propres d'une matrice sans calculer le polyndéme
caractéristique on observe que det(A —zI) = 0 < rg(A —zI) < n ol n est
la taille de la matrice.

Considérons la matrice A — z1

1—x 1 1 l—2z 1 1

1 1—-2 1 Lizlizh, r  —x 0 | azatete,

1 1 11—z T 0 —x

3—x 1 1

0 -z 0

0 0 —=z
—x=0=rg(A—2l) =1 < 3 et donc a; = 0 est une valeur propre de
A
—x=3=r1g(A—xl) =2 < 3 et donc az = 3 est une valeur propre de
A

De plus, dim(£;) = dim(ker(A —a1/)) =3 —1g(A — a1]) = 2 et dim(FE,) =
dim(ker(A — agl)) =3 —rg(A —axl) = 1.
La matrice A est-elle diagonalisable 7 Oui.



PREMIERE PREUVE
On démontre que si E; est le sous-espace propre associée a la valeur propre
ay et Fy est le sous-espace propre associée a la valeur propre ay avec a; # as

alors Ey N Ey = {0}. En effet, soit z € E; N E, alors

T € b = Ar = az = ar=ax = (a1 —a)r=0=2x=0

x € Fy Ar = asx L 2 L 2 ’
Dans l'exercice donc, F; et Ey sont en somme directe et F; @ Fy = R? car
dim(Fy + E») = dim(E)) + dim(Fs) = 3. Par conséquent, si on appelle &; la
base de E; et & la base de Ey on remarque que £ U &, est une base de R3
qui est composée de vecteurs propres de A. Donc les vecteurs propres de A
forment une base de R3 et la matrice est diagonalisable.

DEUXIEME PREUVE
Soit & = {wvy,v2} une base de E; et & = {v3} une base de Es; alors £ =
{v1,v9,v3} est une base de R®. Montrons que la famille £ est libre; soient
)\1,/\2,/\3 € R tq

A1v1 + Agvg + Agvg = 0; (1)

en multipliant (1) par as et en appliquant la matrice A a (1), on trouve les
équations suivantes :

)\1@21)1 + )\2&21)2 + )\3@21)3 =0 (2)
)\1&11)1 + )\2&11)2 + )\3&21)3 =0 (3)

or, si on soustrait I’équation (3) a (2) on a
)\1(@2 — 04)?)1 + )\2(@2 — a1>?}2 =0
{ )\1(@2 — al) =0

)\2(@2 — al) =0

car la famille {v;, vo} est libre. Etant donné que a; # as, on peut en conclure
A1 = X2 =0 et A\3 =0 grace a (1). Donc les vecteurs propres de A forment
une base de R? et la matrice est diagonalisable.

Exercice 10

BN

I
— N W
— o =
W N =



3—x 1 1

P(z) = det(A—zl)= 2 44—z 2 =
1 1 3—x
1 1 3—x
= —|0 2—x —2(2 — ) =(2—2)%(6 — ).

0 O —(2—1x)(6 —x)
Les valeurs propres de A sont a; = 2 et as = 6. On étudie maintenant la
dimension de E; = ker(A — aq1).
111
A—al=1| 2 2 2
1 11

donc rg(A —ayI) = 1 et dim(E;) = 2. Par conséquent (voir 'exercice 9 pour
la démonstration) la matrice A est diagonalisable et dans la base des vecteurs
propres s’écrit sous la forme

o O N
S NN O
S O O

P(z) = det(B—zl) = 1 2—-2 -1 |=
—1 1 4—zx
—1 1 4—z
= -] 0 3-=x 3—x = (3—2)’(1 —x).

0 0 B-x)(1—2x)

Les valeurs propres de A sont a; = 3 et as = 1. On étudie maintenant la
dimension de E; = ker(A — a1).

2 2 2
B-al=| 1 -1 -1
1 1 1

donc rg(B —ayI) =1 et dim(E;) = 2. Par conséquent (voir 'exercice 9 pour
la démonstration) la matrice B est diagonalisable et dans la base des vecteurs

9



propres s’écrit sous la forme

3 00
030
0 01
110
C=101
0 01
l1—2 1 0
Px)=det(C—al)=| 0 1-2 0 |[=(1-2)?

0 0 1—=x

La seule valeur propre de C' est a; = 1 avec multiplicité 3. On étudie main-
tenant la dimension de E; = ker(A — a;1).

010

C—a =100 0

0 00
donc rg(C' — a11) = 1 et dim(E;) = 2. Soit & = {v1,v2} une base de F;; &
n’est pas une base de R3 parce qu’elle contient seulement deux vecteurs. Par
conséquent, il n’existe pas une base de R? formée par les vecteurs propres de

C' (on ne peut pas trouver trois vecteurs propres linéairement indépendants)
et la matrice C n’est pas diagonalisable.
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