DIAGONALISATION
EXERCICE 1.

E = R® est rapporté a sa base canonigege; , &, e; }. f est 'endomorphisme de matribedans cette base :
(11 1)
M= | -2 0 -1 |
L -2 -2 1 J
Déterminer son polyndme caractéristique.
Calculer ses valeurs propres.
Donner une base des sous-espaces propres.
Décider sif est diagonalisable.
Donner éventuellement I'expression diagonalisée.
Veérifier en utilisant les matrices de changemenbatse.

oukhwnhE

EXERCICE 2.

Faire, pour la matricA suivante, une étude semblable a celle de I'exertigour la matric¥ :

|(3 5—5\‘

A= 5 -7 5
s s

EXERCICE 3.

E = R® est rapporté a sa base canonigede; , e, , 3 }. f est 'endomorphisme de matriBedans cette base :
(31 1)
B= | -1 1 -1 |
L 00 1)
Déterminer son polyn6me caractéristique.
Calculer ses valeurs propres.
Donner une base des sous-espaces propres.
Décider sif est diagonalisable.
Donner éventuellement I'expression diagonalisée.
Vérifier en utilisant les matrices de changemenbalee.

ouhkwnNE

EXERCICE 4.

Faire, pour la matric€ suivante, une étude semblable a celle de I'exeRigour la matric8 :
(3 -1 1 -1 )
0O 1 0 O |

|
-4 2 -1 2
2 1 -1 2




EXERCICE 5.

SoitM une matrice 85 réelle dont le polyndme caractéristique est :
P(X)= (X+ 1) (X-2)°.
1. Quelles sont les valeurs propreshdé
2. M est-elle diagonalisable ?
3. On suppose de plus que les sous-espaces proptetestimension 2. Que conclure ?

EXERCICE 6.

E = #* est rapporté a sa base canonigage; , &, €, ;). f est 'endomorphisme de matribedans cette base :

by

(2 00 0 )
M=|4—644|
4 -4 2 4
o ass)

Quelle est la matrice @g= f2 dans la bases} ?
Quels sont les vecteurs propres et les valeopes deg ?
Montrer que sk est une valeur propre @lealors p S\ est valeur propre dg
En déduire les seules valeurs propres posgblad.
Pour un vecteur quelconque d&, montrer que :
f(x) + 2x O Ker (f-2idg)
f(x) —2x 0O Ker (f+ 2idg)
6. Construire un systéme de générateurk flermé de vecteurs propres e
/. Diagonaliserf, soit directement, soit en utilisant ce qui poéceé

agrONE

EXERCICE 7.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espgm®pres, le polyndme caractéristique et le patymdninimal de
I'opérateur associé a :

|(—1/2 -1/2 1/2 \‘
A:L_llz 1/2 1/2 J

0 0 1

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

EXERCICE 8.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espgm@pres, le polyndme caractéristique et le paty@dminimal de
I'opérateur associé a :
(1 0 -1 )
B:| 1 1 -2 |.
(14 o)

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

EXERCICE 9.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espgm®pres, le polyndme caractéristique et le patymdminimal de
I'opérateur associé a :
(07 -6 )
C=| -14 0 ‘.
L 0 2 -2 J

Peut-on diagonaliser cette matrice ?




EXERCICE 10.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espgm®pres, le polyndme caractéristique et le patymdninimal de
I'opérateur associé a :

|( 0040 \|
-2 1 4 1
D= 0020 -
L -4 0 8 2 J
Peut-on diagonaliser cette matrice ?
EXERCICE 11.
Etudier la matrice a lignes et colonnes :
(11 - 1)
11 1|
F:| oot |
L 11 -1 J
EXERCICE 12.
Etudier la matrice a lignes et colonnes :
(0 - 0 1)
G:I 0 - 10 }
1l 00
EXERCICE 13.
Etudier la matrice a lignes et colonnes :
|( a B - B \‘
H:L SN |
B B «a

EXERCICE 14.

SoitA une matrice symétrique réelladignes etn colonnes telle qu'il existe un entierérifiantA* = 1, .Montrer que
A =1,




EXERCICE 15.

Vrai ou Faux.

E est un espace vectoriel de dimension finie sucarps de nombres complex€s Soit f un endomorphisme de Id est
I'application identique. Donnez votre opinion ses kssertions suivantes (a justifier par une déiratios).

01. Sif*=f, alorsf est inversible.

02. Sif est inversible, alors™ est diagonalisable.

03. Sif est diagonalisable, alof®st inversible.

04. Sif est inversible, alorE” I'est aussi.

05. Sif est diagonalisable, alofé I'est aussi.

06. Sif? =1, alorsf est diagonalisable.

07. Sif?=1d, alorsf est inversible.

08. Sif est inversible et diagonalisable, alérsest diagonalisable.

09. Si la matrice dépar rapport a une basa}{est symétrique, alors est diagonalisable.
10. Le noyau dé est un sous-espace propref.de

11. L'image et le noyau d’un endomorphisme diagisable et non inversible forment une somme directe.

12. Si une matrice a éléments dahsst diagonalisable et inversible, son inverseliegfonalisable.

13. La somme de deux endomorphismes diagonalisdates?? n'est pas forcément diagonalisable.

14. La matrice :

|(308\|

A= 31 -6
L—zo—sj

est diagonalisable.




DIAGONALISATION
EXERCICE 1.

E = R® est rapporté a sa base canonigede; , e, e }. f est 'endomorphisme de matribedans cette base :
1 -1 1)

Déterminer son polyndme caractéristique.

Calculer ses valeurs propres.

Donner une base des sous-espaces propres.
Décider sif est diagonalisable.

Donner éventuellement I'expression diagonalisée.
Veérifier en utilisant les matrices de changemenbatse.

oukrwnE

SOLUTION.

1°/ Polynbme caractéristique.

Le polyndme caractéristique de la matrice

|( 1 - 1\‘
M = -2 0 -1
22 1)
est le déterminant de la matrige—A idg .
1-A -1 1
PA)=DétM-Aidg) = -2 -\ -1
-2 -2 1-A
On ne change pas la valeur du déterminant en ajolat& ligne ala f:
1-A» -1 1 -1-A -1-A 0
-2 -\ -1 | = -2 - -1
-2 -2 1-A -2 -2 1-A
On peut mettre- (1 +A) en facteur dans I ligne :
1-A -1 1 1 1 0
-2 -A -1 | ==(@Q+AN)| -2 -A -1
-2 -2 1-A -2 -2 1-A
On ne change pas la valeur du déterminant en oétaam la f colonne de la®2
1-A -1 1 1 0 0
-2 -A -1 | ==@Q+N)| -2 2-A -1
-2 -2 1-A -2 0 1-A
On peut développer le déterminant par rapportii ligne.
1-A -1 1
2-A -1
-2 -A -1 | ==-(1+A)
0 1-A
-2 -2 1-A

On peut développer le déterminant par rapporti ¢mlonne.




1-A -1 1
2 A -1 | =@ +N2-N1-])
2 -2 1-\

Le polyndme caractéristique de la matidestP (A\) =— A+1)A - 1)(A — 2)

2°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matribkesont les racines du polynéme caractéristiqué,:1, 2. Ces racines sont
toutes trois réelles et simples.

Les valeurs propres de la matrdesontA; = =1, A, = 1,A3 = 2.

3°/ Sous-espaces propres.

Comme les valeurs propres sont réelles et dissncteaque sous-espace propre est de dimensioarigendré
par un vecteur propre quelconque pour la valeyongraorrespondante.
Le sous-espace propre pour une valeur prbpst le noyau de la matridé — A |.

(2 -1 1)
* pour la valeur proprg; =—1,M —A, | =| -2 1 -1 |.Réduisons cette matrice :
L -2 -2 2 J
(2 -1 1) 100
| -2 1-1 | 0 10
L—Z -2 2 J 0 0 1
Ajoutons la 2 colonne a la 3 et ajoutons deux fois I& 2olonne a la‘®l
(0-10 ) 100
| 0 10 | 2 11
L -6 -2 0 J 0 01
La matriceM —A; | est de rang 2 (les deux premiéres colonnes ahatidce réduite forment une famille libre
(0 )
de vecteurs), et son noyau a pour base par leureate= | 1 .
-y
((0-1 1)
* pour la valeur propré, = 1,M —A, | :| -2 -1-1 | . Réduisons cette matrice :
L -2 -2 0 J
((0-1 1) (100 )
| -2 -1-1 | | 0 10 |
L -2 -2 0 J L 0 0 1 J
Soustrayons de |d& tolonne la somme des deux autres, puis ajouttm&aolonne la 3:
(00 1) (100 )
| 0-2-1 | | -1 10 |
Loz 0 (211
La matriceM —A, | est de rang 2 (les deux derniéres Folonnss ohatace réduite forment une famille libre
1

de vecteurs), et son noyau a pour base par leureate= L -1 J .
-1



(-1-1 1)
e pour la valeur propré; = 2,M —Az |l =| -2 -2 -1 | . Réduisons cette matrice :
L -2 -2 -1 J
(-1-1 1) 100
| -2 -2 -1 | 010
L—Z -2 -1 J 0 01
Soustrayons de l&f tolonne la 2 puis ajoutons a la*2olonne la 3:
(o0 1 ) 100
| 0-3-1 | -1 10
L 0-3-1 J 0 11
La matriceM —A3 | est de rang 2 (les deux derniéres colonnes mhatdce réduite forment une famille libre
(1)
de vecteurs), et son noyau a pour base par Ieureagezt -1 J .
0

4°/ Diagonalisation.

Le polyndme minimaldeM est § + 1)(A — 1)(A — 2). Ses racines sont réelles et d’ordre 1 : laice¥l est donc
diagonalisable.

(0 1 1 \| [ 1 |
SoitP=| 1 -1 -1 |lamatrice des vecteurs propres{a,,as}: P *=| 1 1 -1 | .Ona
1 0 J L 0 -1 1 J
|(110\||(1—11\||(011\||(—100\|
P'MP=| 1 1 -1 || =2 0 -1 || 1-1-1|=| 010 |
LO—lle—Z 1}(1 JLOOZJ
La matriceP est la matrice du changement de basg {a}.{ €}]. La relatlon precedente montre que l'on a :

—100\|
010 |.

|
|Loon

[f.{a}{a}] = [ide {e}.{a}][ f.{e}{e}]lide {a}.{e}] =

L’endomorphismé se décompose donc en :

(0 )
» une homothétie de rappett (symétrie) sur I'axe défira; = i 1 I =e+e;;
(1)
(1)
» une homothétie de rapport 1 (identité) sur I'axénd@ar a, = L -1 J —e-6-—63;
-1

+ une homothétie de rapport 2 sur I'axe définigas | -1

Les vecteurs de la base canonique sont donnésnetion de la base propre, par :
& =asta
&=y tap—ag
€& =az—



EXERCICE 2.

Faire, pour la matricA suivante, une étude semblable a celle de I'exertigour la matric¥ :

|(3 5—5\‘

A=| -5 -7 5
L—5—5 3J

SOLUTION.

1°/ Polynbme caractéristique.

3-A 5 -5
P'(\) =Dét (A-A1) = -5 -7-A 5
-5 -5 3-A
On ne change pas la valeur du déterminant en ajolat& colonne a la 2
3-A 0 -5
P'(\) = -5 -2-A 5
-5 -2-A 3-A
On peut mettre en facteur dans le déterminantclkeda commun- (2 + ) de la 2 colonne.
3-A 0 -5
P'(\) == (2 +)) 5 1 5
-5 1 3-A
On ne change pas la valeur du déterminant en ajobitpis la 2 colonne a la %colonne.
3-A 0 -5
P'(\) ==(2 +)) 01 5
0 1 3-A
On ne change pas la valeur du déterminant en oétaanla 2 ligne de la 3
3-A 0 -5
P'(\) == (2 +)) 01 5
0 0 —-2-A
On peut développer le déterminant par rapportii ¢mlonne.
1 5
P A) == (2+A)(3-A
M=-@+NE-N| o

On peut développer le déterminant par rapporti ¢mlonne.
P'(A) = (2+MN)B-AN)(2 +A).

PM)=-A+27(A-3)

2°/ Polynbme minimal.

Le théoréme de Hamilton-Cailey donneA:€ 21 )> (A-31) = 0. On a, en fait A+ 21 )(A-31) = 0. Ceci
signifie que lepolyn6me minimalde la matriceA est f + 2)(A — 3). Les racines du polynbme minimal sont
simples et réelles. |l en résulte que la matAi@st diagonalisable.

3°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matridesont les racines de son polynéme caractéristique= -2 etA, = 3. Le
spectredeA est {~2 ; 3}.




4°/ Vecteurs propres.

» Le sous-espace propre relativement a la valeureigp= — 2 est le noyau de la matrice
|( 1 1 -1 )

A+21=5| -1 -1 1 |
-1 -1 1 )
Réduisons cette matrice :
(1 1 ) (100
| -1-1 1 | | 01
L—l -1 1 J L 0 0 1
Ajoutons la Scolonne ala®etala 2:
(0 0-1) (100
| 0 0 1 | | 01
L 0 01 J L 1 1 1
1) (0 )
Ce calcul montre que la matridge+ 2 | est de rang 1, et que les vecteemlrst 0 Jetaz—L J
1

forment une base de son noyau. On peut donc prégwivecteurs, eta, comme base du sous-espace propre
pour la valeur proprg; = - 2.
» Le sous-espace propre relativement a la valeuredqp= 3 est le noyau de la matrice

(0 1-1 )

A—3|:5| -1-2 1 |.

(230 )

Réduisons cette matrice :
(0 1-1 ) 100
| -1-2 1 | 010
L—l -1 0 J 0 01
Retranchons de I& tolonne, la somme des deux autres, puis ajouttm&a&olonne la 3:
(0 0-1 ) 100
| 0-1 1 | -1 10
L 0-1 0 J -1 11
(1)
Ce calcul montre que la matrige- 31 est de rang 2, et que le vectagl= L -1 J forme une base de son
-1

noyau. On peut donc prendre le vectaycomme base du sous-espace propre pour la valepirepy, = 3.

5°/ Diagonalisation.

( 10 1 ((0-1 1 )
SoitP = 1-1 |une matrice de vecteurs propresfdé&on inverse esR'1=| 1 2-1 |.
L 1-1 J L 1 1-1 J
(o0-11)( 35 -5)(101)(-200)
I i | o |

P 'AP= -1 -5 -7 5 0 1-1 =| 0 -2
Lll—lJL—S—S 3JL11—1JL003J
C’est la matrice diagonale des valeurs propresadedtriceA. La matriceA est donc diagonalisable, ce qui
résulte aussi du fait qu'il existe une base foraheeecteurs propres.



EXERCICE 3.

E = R est rapporté a sa base canonigede; , e, , 3 }. f est 'endomorphisme de matriBedans cette base :
|( 31 1 \‘
B=; -1 1 -1
L oo 1)
Déterminer son polyndme caractéristique.
Calculer ses valeurs propres.
Donner une base des sous-espaces propres.
Décider sif est diagonalisable.
Donner éventuellement I'expression diagonalisée.
Veérifier en utilisant les matrices de changemenbatse.

oukrwnE

SOLUTION.

1°/ Polynbme caractéristique.

3-A 1 1

PA)=Dét(B-Al)= -1 1-» -1
0 0 1-A
On peut développer le déterminant par rapportii ¢@lonne :
1-» -1 1 1

PQA)=@-A) =(3-NL-N)?+(1-N)=(2-NIB-N2-7) +1]

0 1-A 0 1-A
PA)=(A-AN(AN-4X+4)=—A-1)( - 2)

PO =-(A-1K-2y

2°/ Polyndbme minimal.

|( 1 10 \|
Le théoréme de Hamilton-Cailey donneB: €1 )B-21)>=0.0Ona:B-1)B-21)=| -1 -1 0 |
0O 0O J

donc le polynéme minimal de la matriBeest le polynémeX - 1)(A — 2)%. Les racines du polynéme minimal
sont réelles, mais ne sont pas simples. |l enteéguke la matric® n'est pas diagonalisable.

3°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matriBesont les racines de son polyndme caractéristiqlieet 2. Le spectre est
'ensemble {1 ; 2}.

4°/ Vecteurs propres.

()
I

o

o O
oI
—

(
e Les vecteurs propres pour la valeur prapre 1 forment le noyau de la matriBe-A; | = L -1

Réduisons cette matrice :

|(211

W
000

O +— O
=, O O
~—

VO
o O P



Retranchons de I&f tolonne la somme des deux autres ; retrancholas3eolonne, la 2:

|(010\| |(1oo\|

0 0-1 -1 1-1
L 0 0O J L -1 0 1 J
Ce calcul montre que la matri@& - | est de rang 2 et que son noyau, de dimensiont Engendré par le
vecteur propre

(1)
a1:| -1 |.
-y
(11 1)
» Les vecteurs propres pour la valeur prapre 2 forment le noyau de la matriBe—)\ZI:| -1-1-1 |
0o )
Réduisons cette matrice :
(11 1) (100 )
|—1—1—1| |010|
00 ) L0011
Retranchons de I tolonne la 2, puis retranchons de |& &lonne la 3
(00 1) (100 )
| 0 0-1 | | -1 10 |
o1 ) o1 )

Ce calcul montre que la matriBe-2 | est de rang 2 et que son noyau, de dimensiort €ngendré par le
vecteur propre
(1)

a2=| -1 |.
o)
5°/ Diagonalisation.

CommeE = #£° n'est pas somme directe de sous-espace propnestieB n'est pas diagonalisable. On peut
cependant la triangulariser en prenant, pour camplé famille f, , a, } de vecteur propres en une basele
un vecteuras dans lI'image deB — | mais n'appartenant pas au noyauBle- 2 | , par exemple, le vecteur

6°/ Triangularisation.

(-1 11 )

SoitP = | 1 -1 0 |lamatrice des vecteurs de la famile= {a; , a, , a3 }. Comme la famillea est une
1 00 J
|( 0 01 \|
base deE, la matriceP est inversible, son inverse &t*=| 0 -1 1 |etlona
L 1 10 J
|(001\||f311\||(—111\||(100\|
P'BP=| 0 -1 1 || -2 1-11]| 1-10 |=|] 02 1 ]|.
LllOJkOOlJLlOOJLOOZJ



Le résultat n'est pas une matrice diagonale, magsroatrice dont la restriction au sous-espace emn§ear les
vecteurs &, , as } est triangulaire.



EXERCICE 4.

Faire, pour la matric€ suivante, une étude semblable a celle de I'ex@®&ipour la matric8 :
(3 -1 1 -1 )
0O 1 0 O |

|
- |
CL—4 2 -1 ZJ
-2 1 -1 2

SOLUTION.

1°/ Polynbme caractéristique.

3- 2 -1 1 -1
0 1-x O 0
P\ =Dét(C-A1l)=
®) ( ) -4 2 -1- A 2
-2 1 -1 2 - A
On ne change pas la valeur du déterminant en ajolat& colonne ala2etala 4
3-A 0 1 0
0 1-A 0 0
P\ =
-4 1-A -1-A 1-A
-2 0 -1 1-A
On peut mettre en facteur £I\) dans la 2colonne et dans I 4olonne.
3-A 0 10
\ Y 01 00
PAN=@1-
®)=( ) -4 1 -1-2 1
-2 0 -1 1
On ne change pas la valeur du déterminant en oétaan la 2 ligne de la 3
3-A 0 10
, 01 00
PAN=@1-A
M =( ) -4 0 -1-2 1
-2 0 -1 1
On peut développer le déterminant par rapport?i ¢mlonne.
3-A 10
PQ)=(1-)? -4 -1-1 1
-2 -1 1
On ne change pas la valeur du déterminant en oétaan la 8 ligne de la 2
3-A 10
P(A)=(1-2)? 2 -2 0
2 -1 1
On peut développer le déterminant par rapport3 ¢mlonne.
\ Y 3-A 1
PAN=@1-
M=

On peut développer le déterminant par rapportii ¢mlonne.




PA)=(1-A2AB-N+2)=a-12A\2-3A+2)=Q -1\ -2)

PO=0-17(A-2)

2°/ Polynbme minimal.

Le théoréme de Hamilton-Cailey donneC: €1 )* (C—21) = 0. Le produit€ -1 )(C - 21 ) est nul, donc le

polynéme minimal de la matrigg@ est f — 1)(A — 2). Ses racines sont réelles et simples. |l enteéque :

1. la matriceC est diagonalisable,

2. il existe une base formée de vecteurs propres.

3. la matriceC - 21 est de rang 3 ; son noyau, sous-espace propreauwaleur propre 2, est de dimension 1,
c’est 'image de la matric€ -1 :Im (C -2 1) = Ker (C-1)

4. la matriceC — 1| est de rang 1 : son noyau, sous-espace proprelpeateur propre 1, est de dimension 3,
c’est 'image de la matric€ =21 :Im (C —1) = Ker (C -2 I).

5. R*=Ker (C-21)JKer (C-1)

3°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matriCesont les racines du polyndme caractéristifu@) : A; = 1 etA, = 2. Le
spectre d&€ est {1 ; 2}.

4°/ Vecteurs propres.
(2 -1 1 -1 )

|
| 0O 0 0 0 |
« (C-1)=| | . On peut la réduire de la fagon suivante :
-4 2 -2 2
L -2 1 -1 1 J
((2-1 1-1) 1000
I 0 00O I 0100
L—4 2 -2 2 J 0010
2 1-1 1 0 001
Ajouter a la £ colonne 2 fois la2 ajouter a la 2colonne la 3 ajouter a la 4colonne la 3
(00 10 1000
i 0 0 0O 2 100
L 0 020 0 111
0 0-10 0 00 1
Ce calcul montre que la matri€e—1 est de rang 1. Son noyau a pour base les vecteurs
1) (0 (0 )
e |
el 3 N
0 1
Ces vecteurs sont vecteurs propres pour la vateprg triple 1
1
o |
Son image a pour base le vectays | | . Ce vecteur est vecteur propre pour la valeurngrejmple 2.

-1
« Lafamille {a; , @, a3, as } forme une base dE constituée de vecteurs propres= £* est somme directe de
sous-espaces propres de dimension 1.



5°/ Diagonalisation.

Comme il existe une base formée de vecteurs profesatriceC est diagonalisable. SoR la matrice des
vecteurs propresaf ,a, ,a3,a4 }:
1 )
| 2
0

0 0 1
oo | 1oo|
- 1

oo )
0 0 1-1

Comme la famillea={a; , a,, a3, a4 } est une base, la matri€eest la matrice de changement de base :
P =[ide, {a}.{ e}]
Cette matrice est inversible, son inverse est :

(-1 1-1 1)

P'1=| 2 -1 2 -2 I

2-1 1 0

L 2-1 1-1 J

etlona:

(100 0 )
. I 0 100 I
P CP=| |

0 010
L 0 00 2 J

C’est la matrice diagonale des valeurs proprede@ihgonalisation montre que I'endomorphidnde matriceC
sur la base canonique #¢ peut se décomposer en :

O application identique dans le sous-espace progeneiné par les vecteura:{, a, , as },

O homothétie de rapport 2 dans le sous-espace peogendré par le vecteay.



EXERCICE 5.

SoitM une matrice 85 réelle dont le polyndme caractéristique est :
P (X) = (X +1)? (X - 2)%
1. Quelles sont les valeurs propreshd®
2. M est-elle diagonalisable ?
3. On suppose de plus que les sous-espaces proptetesdimension 2. Que conclure ?

SOLUTION.

1°/ Valeurs propres.

La matriceM a, par hypothése, pour polyndéme caractéristidu@\) = (A + 1Y (A — 2)°. Les valeurs propres de
la matriceM sont les racines du polyn6me caractéristiquepnedonc les nombresl et 2. La valeur proprel
est d’'ordre de multiplicité 2, la valeur propres? @'ordre de multiplicité 3. La matridd posséde donc un sous-
espace propre pour la valeur propfieet un sous-espace propre pour la valeur propre 2.

2°/ Diagonalisation.

Cependant le polyndme caractéristique ne permed@asnclure quand au caractére diagonalisabl@oule la
matriceM. Pour que la matrickl soit diagonalisable, il faudrait que le polyndmi@imal de la matricéM soit

P M)=A+1)A-2)
de telle sorte que la matrick®l (+ | ) soit de rang 3 et la matrichl(- 21 ) de rang 2. Dans ce cas, le noyau de la
matrice M + | ), c’est-a-dire le sous-espace propre relativeradatvaleur proprel, serait de dimension 2 et le
noyau de la matriceM - 2 | ), c’est-a-dire le sous-espace propre relativeraelat valeur propre 2, serait de
dimension 3.

3°/ Dimension des sous-espaces propres.

La matrice M n’est diagonalisable que si, pour t@utvaleur propre, la dimension du sous-espace
propre correspondant est égale a l'ordre de muiE de la valeur propre dans le polynédme
caractéristique de la matrice.

Dans le cas ou les sous-espaces propres sont ¢ovsdé dimension 2, la dimension du sous-espagerero
relatif & la valeur propre-1 est égale a l'ordre de multiplicité de cette ual@ropre dans le polynéme
caractéristique, de sorte que la restrictionMié ce sous-espace propre est diagonalisable eéagandlisée
comportera uniquement des sur la diagonale.

La dimension du sous-espace propre relatif a l@wapropre 2, par contre, n'est pas égale a l'odke
multiplicité de la valeur propre 2 dans le polynécagactéristique et la restriction e au noyau de la matrice
(M +1)? conservera une partie triangulaire.

Le polynéme minimal de la matridd est f + 1F (A — 2)° et il est possible de trouver une baseftfedans
laguelle la matrice de I'endomorphisme de matkicdans la base canonique prend la forme :

-1 0 0 0 O
0 -1 000
0 2 00
0 0 2 1
0O 0 0 0 2




EXERCICE 6.

E = #* est rapporté a sa base canonigage; , €, €;, €

(
|
=|

}. f est 'endomorphisme de matritedans cette base :
000 )
-6 4 4 I
L -4 2 4 J
0 4 4 2
Quelle est la matrice @e= f2 dans la basee} ?
Quels sont les vecteurs propres et les valeoprgs deg ?
Montrer que sk est une valeur propre flealors p S\ est valeur propre dg
En déduire les seules valeurs propres posgblad.
Pour un vectew quelconque d&, montrer que :
f(x) + 2x O Ker (f- 2idg)
f(x) - 2x0OKer (f+ 2idg)
Construire un systéme de générateurk flemé de vecteurs propres fde
Diagonaliserf , soit directement, soit en utilisant ce qui pdéce

by

A BN

M

ghrhwnNpE

No

SOLUTION.

1°/ Carré de la matriceM.

Si f est 'endomorphisme de matrité dans la base canonique &é, 'endomorphismey = f? a pour matrice
dans la base canonique le cavtéde la matricev.

( 2 00 o} (4 0 0 o}
| 4 -6 4 4 | | 04 00 |
M= | | = M2=| | =41.
4 -4 2 4 0 0 40
Lo -4 4 2 J Lo 00 4J

Cette relation montre que I'on aM 21 )(M + 21 ) = 0, donc le polyn6me minimal de la matriMeest :

Py (X) = (X~ 2)(X + 2)
2°/ Valeurs propres du carré deM.

Les valeurs propres dd 2 sont les racines du polynéme caractéristigtie @)* deM 2 Il y en a une seule, 4,
d’ordre de multiplicité 4.

=

La matriceM ? a une seule valeur propre,

3°/ Valeurs propres de la matriceM.

Soit A une valeur propre dil. Pour tout vecteur propperelativement a cette valeur propre orf é&x) = A x,
doncg (X) =f(f(X) = f@AxX)=Af(x)=Ax Il en résulte que p ¥ est valeur propre dg donc de la matrice
M “ et quex est vecteur propre pour cette valeur propre.
Comme la seule valeur propre Bl est 4, les valeurs propres BlevérifientA? = 4. Les seules valeurs propres
possibles dé&1 sont donc-2 et 2.
On a déja observé que le polyndme minimal de laiced¥l est

Pu(X) = X-2)X+2)
Les racines du polyndme minimal Besont aussi des racines du polynéme caractéristigie de sorte que les
deux valeurs-2 et 2 sont des racines du polyndme caractéristiglé : ce sont toutes deux des valeurs propres
deM. Comme ce sont les seules valeurs possibles pswaleurs propres, on en conclue :

Les valeurs propres de la matresont-2 et 2.




4°] Sous-espaces propres.

Pour tout vecteux deE, on a :
(f-2ide)(f)+2x)=(M-21)M+21)x=0
(f+2ide)(f)-2x)=(M+21)M-21)x=0
puisque M -21)YM+21)=M+21)M-21)x=0.
d'ou les relations :
f(x)+2xOKer (f-2idg)
f(x)—2xOKer (f+ 2idg)
Ces relations montrent que I'image (de+ 2idg ) est dans le noyau dd — 2 idg ) et inversement, I'image def
— 2idg ) est dans le noyau dé + 2idg ).
Considérons alors, par exemple, la matite- 2 |. On peut réduire cette matrice pour calculer sorgr On
arrivera a une matrice comportant un certain nordereolonnes de zéros qui définissent le noyafi €2idg ),
c’est-a-dire le sous-espace propre pour la valesprp 2. Les autres colonnes donnent I'imagéfde idg ),
c’'est-a-dire le sous-espace complémentaire du aspsee propre pour la valeur propre 2. Ce sousess le
noyau dgf +2idg ), c’est-a-dire le sous-espace propre pour la vadeapre-2.

5°/ Base de vecteurs propres.

Comme le polynbme minimal de la matridd ne comporte que des racines simples, la matcest
diagonalisable et I'on peut trouver une base forrdéevecteurs propres. Pour déterminer une telle,bas
réduisons la matrickl — 21.

|( 0 00O \| |( 1000 \|

| 4 -8 4 4 | | 0100 |
M-21=] _ | | |

4 -4 0 4 00 10
L 0 -4 4 0 J L 0 001 J
Soustraire la ®lcolonne de la%4 Ajouter la somme de & £t de la 3colonnes a la®2
l !

|( 0 00O \| |( 110 -1 \|

| 4 0 4 0 | | 010 0 |

| 4 0 0 O | | 011 O |

L 0040 J L 000 1 J

Ce calcul montre que :
* LamatriceM — 21 est de rang 2 : son image est de dimension 2n@yau est de dimension 2.

1 \| -1 \|
1| 0 |
» On peut prendre pour vecteurs propres relative@dat/aleur propre 2 les vecteurs 1 | et 0 | -
o) | 1)
|( 0 |( 0
|1 | 1
* On peut prendre pour vecteurs propres pour |a vplepre-2 les vecteurs 1 et| 0
o) L

» Les valeurs propres2 et 2 sont toutes deux des valeurs propres daubdegolynéme caractéristique de la
matriceM est dond® (1) = \2 - 4¥ = A\ — 2 (A + 2%



() () (T
R R R 0
Les vecteursa; = | 1 |, & =| 0 |, & =| 1 |, a4 =| 0 |forment une base de vecteurs
S T B U A I
propres.
6°/ Diagonalisation de la matriceM.
|(001—1\ |(—110—1\|
| 111 0 | | 0 1 -1 0 |
SoitP =| | la matrice formée des vecteurs propfest = | |
101 O -1 1 1
L0101J LO—lllJ
|( -2 00 0 \|
| 0 2 0 0 |
P'MP=| |
0O 0 2 O
0 00 2 J

La matrice obtenue est diagonale, avec, sur laodilg, les valeurs propres avec leurs ordres diphiité.



EXERCICE 7.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espgm@pres, le polyndbme caractéristique et le paty@dminimal de
'opérateur associé a :

|(—1/2 “1/2 1/2 \‘
A:L_llz 1/2 1/2 J

0 0 1

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

SOLUTION.

1°/ Réduction de la matriceA.

Réduisons la matricA.

|(—1—11\| |(1oo\|
1

El—llll | 0 1 0 |
LOOZJ LOOIJ

Ajouter la £ colonne ala®etala
1 !

|(—1—20\| |(111\|
1

E|_100| | 010 |
Lo o2 ) Loo1)

Multiplier par—2 la T colonne. Multiplier par-1 la Z colonne. Retrancher 1§ 2olonne de la®l
Echanger la‘let la Z colonnes.

( ) (
| | |
| | | 1
| ) Lo o
Ce calcul montre que :
« La matriceA est de rang 3 : son image &5t son noyau est {0}.

!
1 00
0 10
0 01

-1 -1 1 \|
« La matriceA est inversible et son inverse &st'=| -1 1 0 |.
0O 0 1 J

2°/ Polyndbme caracteristique.

-0,5-A -05 05

PMA)=Dét(A-Al)= -05 05-A 05
0 0 1-A
On peut développer le déterminant par rapport3i ligne.
-0,5-A -0,5 5
PA=@1-A =A-MN[(A-05)+0,5)-0,5
W)= (1= 05 05-x | =@ "NIA-05)A+05)-08]

PO =(1-)(A\*-2x05)=-(A-1)(* -0,5)



Bz 2
PO)==0+ =)A= )= 1)

3°/ Valeurs propres.

%
N |5

La matriceA a trois valeurs propres simples distinctes;—,

N

4°/ Polynbme minimal.

Comme le polyndme caractéristique est produit deetas de premier degré distincts, ces facteursdnt aussi
le polynéme minimal de la matrice, c’est-a-dirgp&dyndme unitaire de degré minimal tel qRig(A) = 0.

2

_ A2 2
PuA) =@+ 2)0\ 2)0\ 1)

5°/ Vecteurs propres.

Les trois valeurs propres sont réelles et distdictees sous-espaces propres sont donc de dimebsienir
somme est directe et égal&®i

: 2 . -
» Pour vecteur propre relativement a la valeur prepre—, on peut prendre n'importe quelle combinaison
2

linéaire non nulle des colonnes de la matrice

(

(2 -1 ) (3 - )
2 7z 2T g e
(A—7I)(A—I)=A(A—I)—7(A—I)=E| | 1.0 0 |—7| -1 -1 1 | |
(Looo) *[ 000 ))
par exemple 2 fois la différence entre faetla Z colonnes :
R ERR T
a=| 1 [+42] 0 [=] 1 |
0 o) L o)
V2

» Pour vecteur propre relativement a la valeur propre, on peut prendre n'importe quelle combinaison
2

linéaire non nulle des colonnes de la matrice

(( 4 (g 1))
2 /2 A Er s R
(A+7I)(A—I)=A(A—I)+7(A—I)=E| | 10 o0 |+7| -1 -1 1 | |
(loo o) *L 000

par exemple 2 fois la différence entre faetla Z colonnes :

(1) [ 1] [z
a=| 1 |-v2| o |[=] 1 |
OJ LOJLOJ

» Pour vecteur propre relativement a la valeur prdpren peut prendre n'importe quelle combinaisogdire
non nulle des colonnes de la matrice

NN |
)

(A+—I)(A——I):A2—EI:1
2 2 2 2

o o o
o o o
P P O

|
|



o
par exemple le vecteag = | J .
6°/ Diagonalisation.

Soit P la matrice des vecteurs propres,

|( 1+42 1-4J2 0 \| 2( 1 -1+42  1-42
P=| 1 11 [pTi= A 1+42 -1-42
L o o 1 L o 0 22

1|( /2 OO\I

P lAP==| 0 V2 0 |

L o o2 |



EXERCICE 8.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espgm@pres, le polyndbme caractéristique et le paty@dminimal de
'opérateur associé a :

|(1 0—1\‘

B=| 1 1 -2 |.
Ll—l oJ

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

SOLUTION.

1°/ Réduction de la matriceB.

Réduisons la matridg.

(1 0 -1 ) (100 )
|11—2| |OlO|
Ll—l oJ L001J

Ajouter la somme de®Et de la 2colonnes a 1a®3

l !
(1 00 ) (101 )
|110| |011|
(10 loo1)

Ce calcul montre que :
» La matriceB est de rang 2 : son image est de dimension Zn@ysu est de dimension 1.

l (1Y ( o) l
* L'image deB est engendrée par la famille libr | 1 |;| 1 , tirée de la la matrice de
L))
gauche.
(1)
e Le noyau deB est engendré par le vec:te| rl | , tiré de la matrice de droite.
1)
« Sifest 'endomorphisme de matriBedans la base canonique &2 on a :
(1) (0 ) (-1
ol o] o] 3
1 -1 0
(0 ) (1) (-1 )
fz(el):t 0 J,fz(ez)=f(ez)—f(e3)=|L 3 J-fz(eB):_f(el)_Zf(eZ):t -3 J
0 -1 1
(1 0 -1 ) (0 1 -1 ) (0 2 -2 )
. B:| 1 1 -2 |:BZ:| 0 3 -3 |:B3:| 0 6 -6 |:282.
l1a0) loa1) o= z2)

« B*’(B-21)=0
|f -1 0 —1\|
« B(B-21)= 1 -1 -2 |.
L 1 -1 -2 J



2°/ Polyndbme caractéristique.

1-A 0 -1
PMA)=Dét(B-A1l)= 1 1-A 2
1 -1 -A
On peut développer le déterminant par rapportii ligne.
1-A 2 1 1-A ) 3 ) )
PAN=@-A) 4 |17l 4 S(A-MNA-A-2)-A-2)==A"+2N°=-A"(A-2)

PA)=-A(\-2)

Ce résultat confirme le résultat obtenu pour lariceB : B? (B - 21 ) = 0, c'est le théoréme de Hamilton-
Cailey.

3°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matrBeont les racines du polynéme caractéristique,2) k& valeur propre 0 est
racine double. La valeur propre 2 est racine simple

4°/ Polynbme minimal.

La relationB (B - 21 ) # 0 confirme que le polyndme minimal de la matiicestA? (A — 2).

5°/ Vecteurs propres.

» Pour vecteur propre pour la valeur propre 0, ort pegndre n’importe quelle combinaison linéaire noiie

|( 2 11 \| |( 1 \|
des colonnes de la matriBgB - 21) = L 2 11 J , par exemple le vecteai = L 1 J .
-2 11 1

Le noyau de la matricB (B — 21 ) est un sous-espace vectoriel de dimension & leaioyau dé est de
dimension 1, comme on I'a vu plus haut.
» Pour vecteur propre relativement a la valeur pr@ren peut prendre n'importe quelle combinaisogdire

0 1 -1 ) |( 1)
non nulle des colonnes de la matrié :L 0 3 -3 J , par exemple le vecteag =L 3 J . La
0 -1 1 -1

matriceB ? est de rang 1, son noyau est de dimension 2, drggpar les vecteuss ete, + e;, comme on le
voit en faisant la somme de%et & colonnes de la matrid@?.

« Comme le vecteua, = e; est linéairement indépendant des vectawrst az , on peut compléter la famille
libre {a; , as } en une base de* avec le vecteus, = e, .

« Les vecteurs propresa{ , a, , a; } forment une base d& ®, mais ce n’est pas une matrice de vecteurs
propres, de sorte que la matrB@’est pas diagonalisable.

6°/ Triangularisation.

(11 1) (0 1 3 )
SoitP=L 1 0 3 J,IamatricedelabasaePﬂ:%'L 4 -2 -2 J
10 -1 0 1 -1
(010 )
P'B P=| 000 |
L 0 0 2 J
La matrice obtenue comporte sur la diagonale lésuvs propres d& avec leur ordre de multiplicité : double

pour 0, simple pour 2.



Dans le sous-espace de base {a; }, la restriction de 'endomorphismé défini par la matriceB n'est pas
0

diagonal, il a pour matrice sua{, a, } 0 0

j : pour unx = x; a; + X, @, du plan engendré pay eta, ,
Bx=xa.

Dans le sous-espace de bagela restriction de 'endomorphisnieléfini par la matric® est une homothétie de
rapport 2.

R®=KerB/JRe OKer(B-21)



EXERCICE 9.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espgm@pres, le polyndbme caractéristique et le paty@dminimal de
'opérateur associé a :

(07—6\‘

C=| -1 4 0 |.
Loz—zJ

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

SOLUTION.

1°/ Déterminant.

07 -6
-1 4 0 |=12-14=-2#0.LamatriceC est inversible. 0 n’est pas valeur propre. La ita€ est
0 2 -2

de rang 3, son image @&t tout entier, son noyau est réduit a 0.

2°/ Polyndbme caractéristique.

A 7 -6
PO)=Dét(C-Al)=| -1 4-A 0
0 2 -2-A

On peut développer le déterminant par rapportpdeniere colonne :
PA=-AA-4A+2)+14-TA+12) == AN A*-2A-8)-2-TA==A*+2N\*+A-2
PN =-FA-2)+0-2=0-2)1-N)=-A+1)0 - 1)} -2)

PO = (A -2)(1-A?%)

3°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matricesont les racines du polyndéme caractéristiqué . 1, 2. Il y a trois valeurs
propres réelles simples distinctes.

4°/ Vecteurs propres.

Comme les trois valeurs propres sont distinctgsaitrois sous-espaces propres de dimension 1.

|f 5 -5 30 ) |f 5 \|
(C—l)(C—ZI):L -1 -1 6 J:Sous—espaceproprepdqc—l:KL 1 J
-2 -2 12 2
|f 9 9 18 \|
(CH)(C—ZI):L
-2 2 4

|( 8 16 12 )
(C+1)C-1) :L -4 8 6 J = Sous-espace propre pouyr= 2%

= N b

(
-3 3 6 J = Sous-espace propre poyr= 1:£ |L
(
|
-2 4 3 L

N w ©
Y —



5°/ Diagonalisation.

(5 ) (9

Les vecteur$11=| 1 |,a2=| 3
)T

o~

I'endomorphisméd , de matriceC dans la

)

4
2 J , forment une base. Dans cette base, la matrice de
1

(
|L
ase canonique, est diagonalé @arn = —a, , f(a, )=a, , f(as )=2a3 .
)
J

| ||594 |o7—6|(594\|
Sl bl B I A |
1|(—1—16\||(o7—6\||(594 |(—100\|
=i 3 -3 -6 -1 4 0 132 (={ 010
6(—486JL02—2JL221 Loozj



EXERCICE 10.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espgmopres, le polyndme caractéristique et le @ohg minimal de
'opérateur associé a :

(00 4 0 )
D:I —2141|

0020 |
L—4082J

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

SOLUTION.

1°/ Déterminant.
4 0

=0 car la f et la 4 colonnes sont proportionnelles.

o
O O —» O
O

4
2
8

N

2°/ Polyndbme caracteristique.

-A 0 4 0
-2 1-A 4 1

0 0 2-A 0
-4 0 8 2-A
Développons par rapport a [a@lonne :

P(\)=Dét(D-Al)=

-A 4 0
PA)=(1-A) 0 2-A 0
-4 8 2-A
Développons par rapport a [a®lonne :
-A
—(1_ _ — _ )2
PA)=(1-N(_2 )\)‘ 0 2-1 ‘ AA-D)(2-MN)

PQ)=A(-1)(-2y

3°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matriBesont les racines du polyndme caractéristiquel; @,(racine double).

4°/ Vecteurs propres.

DO-ND-21)=0
Donc le polyndme minimal de la matribeestA (A — 1)(A — 2).

|( 2 0 -4 0 \| |( 1 \|
DO -nND -21)= | 00 00 | =a = | 0 | est vecteur propre pour la valeur propre 0.
L 0 0 00O J L 0 J
4 0 80 2

Réduisons la matridp.



(00 4 0 ) (100 0 )

i | o100 |
0020 00 10

L 4 0 8 2 J L 000 1J

Ajouter 2 fois la 4 colonne a la®l Retrancher la®Zolonne de la%
l !

(00 4 0 ) (100 0 )
i 01 4 ol i 010 -1 I
0020 001 O
Lo 0 8 2J L 2 00 1J

Ce calcul montre que la matrieest de rang 3. Son noyau, qui est le sous-espapeeppour la valeur propre
0, est de dimension 1, donc la vectauforme a lui seul une base du sous-espace propirdgwaleur propre 0.
(0 000 (0 )
i -2 -1 4 1 i I
) = 0 00 0 =S a= est une base du sous-espace propre pour la vatgurep
Lo ooo) Lol

0

D (D -2l

O

N—

o

0

( 4

) = w0
0 2

L -4 8 2 J

pour la valeur propre 2, qui est de dimension 2.

5°/ Diagonalisation.

Comme il existe une base= {a; , a, , a3, a4 } formée de vecteur propres, la matrizeest diagonalisable :

O N O

DD -I

O r ODN

)
|
J forment une base du sous-espace propre

11

o O o o
S
b O R, O

000 0 )

H{&{ﬂ=| 00

T 0020
Lo 00 ZJ

La matrice du changement de base est :

(100 2 )
Ud{&{ﬂ‘i ore OI

AT 00 0 1
Lz 0 1 oJ

Ceci traduit les formules :
ay=e t+2¢
Q=6
B=+e
u=2e e
On aalors:
&=a
Q=B - G=p~a@
= —-2¢=a,—-2 (a3_a.2)
%=m—2a=m-2@&2®—F%)

10 -2 0)
|5 1 4 -1 |
[iolE,{e},{aH:'L 5o 4 1 J=[idE,{a},{e}]'1
00 1 O



0
0100
2

0
0 00 2

—
I}
S

0 110
0
2 010

0 0 4

-2 1 4 1
0 0 2

-4 0 8



EXERCICE 11.

Etudier la matrice a lignes e colonnes :

SOLUTION.

La matriceF, an lignes etn colonnes, est de rang 1. Son noyau est donc dendionn — 1. et a pour base la

famille {, - e, ,&s-€,, ... ,ey—e }. Danslabasa={e; ,e,-¢e ,&5-€, ... ,&, — € }, la matrice de

'endomorphismé de matrice= dans la base canonique est donnée par les image®dteurs de base :
fle)=e+e+. . +te=na+(E@-€)+..+@—e)

fle-e)=0
(n O 0
| 0 .. o |
fiafan=| . . . . |
Lio o)

Le polyndme caractéristique €5(\) = (N — A)(-\)" !
Les valeurs propres desont donc 0 (valeur propre d’ordne- 1) etn, valeur propre simple.
La relation :
fe)=na+E@-e)+..+E-€)
donne
f(f(e)) =f(ne)+f(e-e)+..+f(a-e)=nf(a)
et cette relation montre que le vecteur non nul :
fler)=nea+E@-e)+..+tE-e)=e+e+.. +&
est vecteur propre pour la valeur propre
Danslabasb={e,+e+ ... +e, ,&o—€,,65—€1, ... ,& — € }, la matrice de 'endomorphisnfale matrice~
dans la base canonique est diagonale :

( n O 0
00 .. 0 |
[fAbh{bN=| . . o0
LO o - OJ

et la matrice du changement de base est :
(1 -1 ... -1
_ I 1 1.0 }
[ide {bh{e]=| . . . .
o)

Son inverse est la matrice des composantes dag la basé :
bl_(b2+...+bn):ne_|_
1 1 1
ee=—bi-——b,-...——Db
1 n 1 n 2 n n

1 1 1 n-1 1
e =h +e =h +E(bl_bz_"'_bn):ﬁ bl_ﬁ bz—...+Tbi —...—F b,
(1 1
I B
L -1 -1 = n-

[ide {eh(t) = =

[WEN
—



Diagonalisation.

o o o
o O o
c O o
P —
I
—
4_ o - oo
- o
|
— -
 ——
—
“ o e oo
— -
— -
P —
——
1 1__ “en 1
|
c
1 1 e 4—
|
c
— —
| |
P —
| c



EXERCICE 12.

Etudier la matrice a lignes e colonnes :

(0 - 0 1)
G= | . . . . ‘
il 0o
Remarques générales.
n (n+1)
G est une matrice réelle symétrique. Son détermiestngé1) 2 , comme on le voit par récurrence :

Dét(G)=1
Dét (G,) = (-1)" Dét (G- 1)
On remarque aussi q@s = |.
Soitf 'endomorphisme de matriég dans la base canonique. Le changement desbass, . ; -; , Soit
(0 - 0 1)

| ‘:G

lide {ah{e]=| . . . .
L 1 .- 0 O
donne :
fa)=flens1-i1) =&
dou:
(10 « 0 )
I 0 1 --- 0 }
[fiabfefl=| . | . |
ool

La relationG® = | montre queG~*= G, donc :
lide {e}{a}] = [ide {a}{e}]] = G
[f.{a}.{a}] =[ide {e}{a}][ f{a}{e}]]=G

La matrice deé5 est invarante dans ce changement de base.
On a ausg{G - I)(G + 1) = 0, donc le polynéme minimal dgestP, (1) = A + 1) A — 1). Les valeurs propres de
Gsontdonc-1let1.
Ona

flee+te+ ... +e)=e+e+ .. +e,
donce; + &, + ... +e&, est toujours vecteur propre pour la valeur prdpre

PolynOme caractéristique et valeurs propres.
1*" cas :n est pair,n = 2k.

Dans ce cas, il n'y a pas de 1 sur la diagonale.dee polynéme caractéristique Geest :

-\ - 0 0 - 1
] 0 A1 0

PN =D&G-A)= | L o 0
1 - 0 0 - =\

On ne change pas la valeur du déterminant en ajoufais la derniere colonne a la premiére :



PO = 0 1 -A 0
1-X2 ... 0 0 - =\

On peut développer le déterminant par rapportls ¢mlonne, puis le déterminant restant par rapptatialigne

Po(A) = 1" (A= M)X(-1)""" Proa W) == (1-A*)Pr2 (M) .
AvecP, (A\) = \2- 1) = — (1-A?), il vient par récurrence :
Pa(A) = (1 (1-2)= A+ 1f (A - 1)

D L
Les valeurs propres d& sont done-1 et 1, avec, pour chacune un ordre de multipliigl ak = 5

2° cas :n estimpair,n = 2k + 1.

Dans ce cas, il y a un 1 sur la diagonalé&de

A - 0 O 0 --- 1
0 -A 0 1 0
PM)= 0 0 1I-» O 0
0 1 0 -A 0
1 - 0 0O 0 - =\
On ne change pas la valeur du déterminant en ajoaiia £ colonne fois la derniére colonne :
0O - 0 O 0 - 1
0 -A 0 1 0
P\ = o - 0 1-» 0 - O
0 1 0 -A 0
1-¥® = 0 0 0 - -A

Développons le déterminant par rapport a°ladlonne, puis le déterminant restant par rapptatiéligne :
PaA)=(1)" (1-A)x (-1)" " 'Paa M) == (1=A%) Pr-2 (A)
AvecP; (A\) = (1- M), il vient par récurrence :
Po(A) = (1) (1-A)L-N) = (D (L +N) (-t =- A+ 1f A - 1)

n-1 n+1
Les valeurs propres dgsont-1 et 1,-1 est d'ordre&k = R lestdordr&k + 1 :T'

Vecteurs propres.

En raison de la symétrie de la matriceGjeous allons considérer les vectegirs €,.+1-; .
fle+enri-i)=f@)+f(e+1-i)=€r+1-i +& =6 +€41-

[n]
Le vecteurg +e,.1-; esttoujours vecteur propre pour la valeur prdpneour toui de 1 E{EJ (partie entiere

de E)' Nous obtenons ainkivecteurs propres si= 2k ou sin =2k + 1. A cesk vecteurs, il convient d’ajouter

le vecteur d'indice centra, . ; lorsquen est impair : ce vecteur est invariant par la mat, il correspond au 1

de la diagonale d&, donc il est vecteur propre pour la valeur prdpre

Cesk ouk + 1 vecteurs forment une famille libre de facordémte car la matrice de leurs composantes sur la
base canonique comporte une diagonale de 1 avetaleslessus.

Si I'on considére maintenant les vectesirs €,.1-; , il vient :

f@—e+1-i)=f(@&)-f(&+1-i )=€+1-i —8 =— (& —€+1-i)



[n
Le vecteure —e,.1-; estvecteur propre pour la valeur propte pour toui de 1 E{EJ .

Nous obtenons aingi vecteurs propres si= 2k ou sin = 2 k + 1. Lesk vecteurs obtenus forment aussi une

famille libre.
Lesn vecteurs ainsi définis forment une base de vesteupres.

Diagonalisation.

Comme il existe une base formée de vecteurs prolaresatriceG est diagonalisable, avec, sur la diagonale,
fois la valeur propre1 etk (n pair) ouk + 1 (0 impair) fois la valeur propre 1.



EXERCICE 13.

Etudier la matrice a lignes e colonnes :

SOLUTION.

La matriceH est une matrice symétrique. Ses valeurs proprésisoc réelles.

Déterminant.

On ne change pas la valeur du déterminant en ajoaita £ colonne la somme des- 1 autres colonnes :

a B - P a+(n-2) B B - B
. B oo o a+(M-Hpf o .
Dét (H) = S = . .
(H) R : . B
B B a q+(n_1)B B a
On peut mettre en factear+ (n — 1) B dans la icolonne :
1 g ..
1 o - :
Dét (H)=(a + (n—1)B) 5
1 - B o
On ne change pas la valeur du déterminant en oétaat3 fois la £ colonne de chacune des< 1) autres :
1 0 0
Q—B 0
Dét (H)=(@ + (n—1)p) : . :
1 0 Q—B

On peut développer le déterminant par rapportii ligne :
Dét (H)= @+ (M-1)B) (@ —-P)" "

Polyndme caractéristique.
P (A) =Dét (H —Al) s’obtient en remplacant par @ — A) dans le déterminant di¢:

PO =@+N-1)B-N@-p -N""

Valeurs propres.

La matriceH a 2 valeurs propres :
— A =a+ (n-1)[3, dordre 1.
— A, =a -3, dordren - 1.

Polynéme minimal.




(1)
L
orH | . |estle vecteur dont les composantes sont les soahesdgynes de la matri¢é¢, donc
)
(1) (1) (1 (0
. oy .
H | . |=(0(+(n—1)[3)| ‘,30|ta-|—(a+(n—1)[3)l)| =] |et,parconsequent
) ) ) e

comme toutes les colonnes de la matkice- (a—)l sont proportionnelles au vecte|rr , le produit de

matricesd —(a +(n—-21)B) 1 )(H —(a —B) 1) est nul. Le polynbme minimal de la matrldeest donc :

Pi) = —(a+ (- 1)B)(A —(a-B))

Vecteurs propres.

|( -(n-)B B B \I
Réduisons la matridd —(a + (n—-1)B) | = | B _(njl)B B !
L B B - ~(-DB J
(-(h-1p B ) (10 - 0\
B (DB B | 010
L B [3 -(n-1 B J L 00 1 J
Ajouter a la £ colonne la somme des £ 1) autres colonnes
! !
(o0 B B (10 0
I 0 —(n—]_)B B I I 1 1 --- 0 }
o 5 . s ) io 1)
(1)
1

Ce calcul montre que le vecteahr=| . est dans le noyau d¢ —(a + (n — 1) B) | . Comme la valeur
.y

propre ¢ + (n — 1) B) est simple, le sous-espace propre correspondadealimension 1 : le vecteay est donc
une base du noyau ¢e—-(a + (n—1)B) I .

La matriceH — (o — B) | a toutes ses colonnes identiques. Ap#r0, on voit, en soustrayant |14 dolonne de
chacune des autres que :

— cette matrice est de rang 1,

— son noyau a pour base la famille de vecteess-{e; , ez —€,, ... ,&, — € } : ces vecteurs sont donc des
vecteurs propres de la matridepour la valeur propra — 3. On notea, =¢ —e,, pouri = 2.

Diagonalisation.

Les vecteursd; , a,, ... ,a, } forment (comme pour la matrid€ une base d&" . Dans cette base, la matrice de
'endomorphismd de matriceH dans la base canonique est diagonale :



(
[ {a}{a)] = IL

a+(n-)p



EXERCICE 14.

Soit A une matrice symétrique réelladignes et colonnes telle qu'il existe un entiewérifiant A = 1, .Montrer que
A=,

SOLUTION.

Soit A une matrice réelle symétriquendignes et colonnes telle qu'il existe un entiee> 1 vérifiantA* = 1, . A
est la matrice d’'une endomorphisthele £'. On sait qualors existe daf® une base formée de vecteurs
propres. Soi ={a; , ... , &, } une telle base. On sait aussi que toutes leéaeadu polyndme caractéristique
sont réelles, donc toutes les valeurs propresrgefies. Soif\; ces valeurs propres= 1, ... ,n. Certaines des
valeurs propres peuvent étre multiples.

1=Nn
Soitx =Z X, & un vecteur quelconque d8.On a:

i=1

i=n i=n
f(x)=xdonc), x Aa =D xa

i=1 i=1
Comme lesy; forment une base, on obtient , pour tiout
)\ik =1.
Comme)\; estréel, c’est qug =+ 1, donc
)\i2 =1.

On a alors :
i=n i=n
Po)=2, % A2a =2, % & =x
i=1 i=1
douf =ide et



EXERCICE 15.

Vrai ou Faux.
E est un espace vectoriel de dimension finie sucarps de nombres complexi€s Soit f un endomorphisme de Id
est I'application identique. Donnez votre opiniam s assertions suivantes (a justifier par umaahétration).
01. Sif?=f, alorsf est inversible.
02. Sif est inversible, alors™ est diagonalisable.
03. Sif est diagonalisable, alofest inversible.
04. Sif est inversible, alor&? I'est aussi.
05. Sif est diagonalisable, alofé I'est aussi.
06. Sif2 =1, alorsf est diagonalisable.
07. Sif2=1d, alorsf est inversible.
08. Sif est inversible et diagonalisable, albfsest diagonalisable.
09. Si la matrice depar rapport & une basa}{est symétrique, alork est diagonalisable.
10. Le noyau dé est un sous-espace propref.de
11. L'image et le noyau d’'un endomorphisme diadjeable et non inversible forment une somme directe
12. Si une matrice a éléments dahsst diagonalisable et inversible, son inverseliegfonalisable.

13. La somme de deux endomorphismes diagonalisdates?? n'est pas forcément diagonalisable.
14. La matrice :

( 30 8 )

A= 3 1 -6
20 5 )

est diagonalisable.

SOLUTION.

01. Endomorphisme idempotent.

Faux.
Soit f un endomorphisme devérifiant f>=f . On a alor®ét () = Dét ( f ) soit :
(Dét (f)) ? = Dét (f)
d'ou Dét (f) =0 ouDét (f)= 1. SiDét (f)= 1,f est inversible, mais §ét (f)= 0,f n’est pas inversible.
Par exemple, si I'on prend polle projecteur sur le premier axe canonique :
frle, %, ..., %)= *,0,..,0
on a bien :
F2(% , Xo s oo X ) = F(F 0@, X, oo X)) =F 0,0, .., 0)=(X,0,...,0)=F(X, %, ... , %)
doncf? =f, mais le noyau deest I'ensemble des vecteurs dont la premiére ceane est nulle : c’est un sous-
espace vectoriel de dimensior- 1 : il n'est pas réduit a 0 dés quest strictement plus grand que 1. Comme le
noyau n'est pas réduit afOp’est pas inversible.

f2=f=L f estinversible

02. Endomorphisme inversible.

Faux.
L’endomorphisme inverse ~ ! posséde les mémes sous-espaces propres gaeec pour valeurs propres les
inverses des valeurs propresfdee qui résulte de :

fX)=Ax—=f1(x)=A17"x
Dire queE posséde une base formée de vecteurs propre$ estulonc équivalent a dire gigposséde une base
formée de vecteurs propres pdur®. Donc, pour un endomorphisme inversitfié,* est diagonalisable si et
seulement sif est diagonalisable. Or il existe des endomorplasimeersibles non diagonalisables, par exemple
une rotation d’anglé dans#? donc :



f inversiblow+> f diagonalisabld

03. Endomorphisme diagonalisable.

Faux.
Il existe des endomorphismes diagonalisables neevsibles. Exemple : le projecteur sur 'axe BesnsR?. Sa

matrice dans la base canonique Es ] . Cette matrice est diagonale, mais comme 0 estivg@iropre

t
00
(le déterminant est nul), elle n'est pas inversible

f diagonalisableg f inversible

04. Carré d’'un endomorphisme inversible.

Vrai.
f inversible<——> Dét f# 0 «<——> (Dét f)?# 0 «<——> Dét f*z 0 <——> f?inversible

f inversiblee——> f2inversible

05. Carré d’'un endomorphisme diagonalisable.

Vrai.

fX)=Ax=Ff ) =f(AX) = Af(X) =A?x
Tout vecteur propre poltir est vecteur propre pofif. Donc s'il existe une base formée de vecteursrpsopour
f, cette base est formée de vecteurs propresfpollien résulte que :

f diagonalisable=- f2 diagonalisable

06. Endomorphisme idempotent.

Vrai.

Un endomorphisme idempotent est, par définitionprojecteur. Tout projectedrest diagonalisable cd est
somme directe du noyau et de l'image du projectetir,dans le noyad, est nul, et, dans I'imagd, est
I'application identique, donc

f2=f—= f est diagonalisabl¢

07. Endomorphisme involutif.

Vrai.
f2=ld e—=fof=ld<—=— f=f 1= festinversible

f2=1d = f est inversible

08. Endomorphisme inversible et diagonalisable.

Vrai.

Dans 3.02, nous avons vu que, pour un endomorptiisreesible,f ~* est diagonalisable si et seulementf sist
diagonalisable. Donc

f inversible et diagonalisabtes- f~* diagonalisablé]




09. Endomorphisme symétrique.

Faux.

On sait que toute matrice réelle symétrique egatialisable, mais que dire des matrices complexastsiques
? L’extension des matrices réelles symétriquesaalcomplexe est constitué par les matrices hemné (c'est-
a-dire dont la transposée est égale a la conjuguéejte matrice hermitienne est diagonalisable,péis
généralement, tout endomorphisme normal est didigabte (un endomorphisme est normal si, et seulesie
il commute avec son adjoint ; tout endomorphisnigire, c’est-a-dire inversible et de déterminanest normal
; tout endomorphisme hermitien est normal )

Considérons par exemple la matride :( _— J C'est une matrice symétrique. Son polynéme

caractéristique estA (2—A) —i?=A?-2A+1=Q -1)2 Il y a donc une seule valeur propre 1. On a :

e

Cette matrice est de rang 1 et son noyau a poer Ieagecteue; — i e, . Le sous-espace propre pour la valeur
propre 1, est de dimension 1, différente de I'ordee multiplicité 2 de la valeur propre dans le péiye
caractéristique : donc la matriéen’est pas diagonalisable, et on a construit unmg@ke de matrice symétrique
non diagonalisable.

f symétriquem;é f diagonalisable

10. Noyau d’'un endomorphisme.

Faux.

x [JKer f——=f (x) =0 <——=f (X) = 0x
On voit donc que, pour qu€er f soit sous-espace propre pour la valeur proprefaut et il suffit qu’il ne soit
pas réduit a 0, donc il faut et il suffit qDet f= 0.

Ker f sous-espace propre le—— Détf=0

Comme il existe évidement des endomorphismes @otéterminant n'est pas nul, il existe des endohisnpes
dont le noyau n'est pas un sous-espace propre.

11. Somme directe de I'image et du noyau d’un
endomorphisme.

Vrai.
xOJKerfAlmf= (f(x)=0etyJE)(x =f(y)))
f diagonalisable=- Il existe une base = {a,, ... ,a, } formée de vecteurs propres

YUE=Yy=2 V&

x=f()=%yf@)=%yida=1X=y Af@)=% y 4°%a
f(x)=0= (i )i A2=0)= (0i)(y; =0 0u\; =0)=> (Ti )y & =0)=>x=0.
L'image et le noyau deforment donc une somme directe.

12. Inverse d’'une matrice diagonalisable.

Vrai.
Soit M une matrice inversible et diagonalisable. Elleseshblable & une matrice diagonale : il existe dore
matriceP telle que :

M=P 'AP
OU A est une matrice diagonale, ayant pour élémenis diagonale principale, les valeurs propredd€omme
M est inversible, son déterminant, produit des valguopres, n'est pas nul, donc 0 n'est pas vakeopre :
aucun élément de la diagonale principaleAde’est nul. AlorsA est inversible et son inverse est la matrice
diagonale dont les éléments de la diagonale prheipont les inverses des éléments de la diagpnalgpale
deA.



M t=P AP =P 'AT'P

Comme la matricd™ est une matrice diagonale, la matfidé est diagonalisable.

13. Somme de deux endomorphismes diagonalisables.

Vrai.
1

10 J dans la base canonique, et

Considérons par exemple I'endomorphisrhe, de matrice(

O —
'endomorphismd, , de matrice( 0 1 J dans la base canonique.

Le polyndme caractéristique deestP; (A\) = A (A — 1) : f; a deux valeurs propres réelles distinctes, c'ast u
endomorphisme diagonalisable.
Le polyndme caractéristique deestP, A\) = A (A — 1) : f, a deux valeurs propres réelles distinctes, c'ast u
endomorphisme diagonalisable.

L mmef = f; + f matrice d lab c( 10 j ( 0-1 J ( 1A J S
= + + =
a so 1 + f; a pour matrice dans la base canoni ue1 0 0 1 11 . Son

polynéme caractéristique eBt(A) = (1 - A) 2 + 1. Il n’est jamais nul, dontn’a pas de valeur propre réelle et
n’est donc pas diagonalisable.

14. Matrice diagonalisable ?

Faux.
Le polyndme caractéristique de la matricest :
PA)=B-AN@A-A)(-5-N)+16 (1-A) = (L-A)((B=A)(-5-A) + 16) = (1-N)(A 2+ 2\ + 1)
PM=-(A+1)°A-1)
Le polyndme minimal est donné par :
A+D)A-DZ0=P,AN)=QA+1)>\-1)
La matriceA + | a sa premiére et sa troisieme colonnes proposritam: elle est de rang 2, le sous-espace
propre pour la valeur proprel est de dimension 1, différente de 'ordre de iplidité de la valeur proprel
dans le polynéme caractéristique, donc la matkiogest pas diagonalisable.
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