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Mlle Simona ROTA NODARI

Montrer que la forme échelonnée réduite a la quelle on peut réduire une
matrice par opérations sur le lignes ne dépend pas du choix de ces opérations.
On pourra procéder par récurrence sur le nombre de colonnes.

Définition 1. Les opérations élémentaire sur les lignes sont les opérations
swivantes :

— changer l’ordre des lignes;

— multiplier une ligne par un scalaire non nul;

— ajouter a une ligne un multiple d’une autre ligne.

Définition 2. Une matrice est dite sous forme échelonné (ou forme éche-
lonnée par rapport aux lignes), si elle remplit les trois conditions suivantes :

1. toutes ses lignes non nulles sont situées au-dessus de ses lignes nulles ;

2. chaque élément de téte d’une ligne se trouve dans une colonne a droite
de l’élément de téte de la ligne précédente ;

3. tous les éléments de la colonne sous un élément de téte sont nuls.

On appelle élément de téte d’une ligne I’élément non nul le plus a gauche.

Avec la méthode de Gauss qui utilise les opérations élémentaires définies
précédemment, on peut toujours écrire une matrice sous forme échelonnée
mais, en général, cette forme n’est pas unique. On utilise donc la méthode
de réduction de Gauss-Jordan qui permet d’écrire une matrice sous forme
échelonnée réduite.

Définition 3. On parle de forme échelonnée réduite (ou forme échelonnée
réduite par rapport aux lignes) lorsqu’une matrice sous forme échelonnée sa-
tisfait aux conditions supplémentaires suivantes :

1. l’élément de téte de chaque ligne non nulle vaut 1 ;
2. chaque 1 de téte d’une ligne est le seul élément non nul de sa colonne.

Une position pivot dans une matrice A est celle qu’occupe un 1 de téte dans
la forme échelonnée réduite de A. Une colonne de A qui contient une position
pivot est appelée une colonne pivot.




Théoréme 1 (Unicité de la forme échelonnée réduite). Une matrice est équi-
valente a une et une seule matrice échelonnée réduite.

Avant de démontrer le théoréme on introduit des lemmes qui seront trés
utiles dans la preuve du théoréme.

Lemme 1. Toute combinaison linéaire de combinaisons linéaires est une
combinaison linéaire.

Dans la suite on va utiliser la notation suivante; soient A et B deux
matrices

aq b1
A= a2 B — by
Um b,

donc a;, b; sont des vecteurs qui représentent les lignes de A et B respective-
ment.

Corollaire 1.1. Si une matrice B est obtenue de A par opération élémen-
taires sur les lignes, alors chaque ligne de B est une combinaison linéaire des
lignes de A.

Démonstration. On utilise un raisonnement par récurrence sur le nombre
d’opérations nécessaires pour passer de la matrice A a la matrice B.

1. Initialisation de la récurrence n = 0
Si B peut s’écrire a partir de A avec 0 opérations, alors A = B et
bi =0a; +---+ la; + - - - + Oay,.

2. Hypothése de récurrence : supposons que si B est obtenue de A avec

n opération élémentaires sur les lignes, alors chaque ligne de B est une
combinaison linéaire des lignes de A.
Soit B une matrice obtenue de A avec n + 1 opération élémentaires
sur les lignes; puisque n + 1 > 0 il existe une matrice G telle que
A— ... —= G — B. GG est obtenue de A avec n opération élémentaires
sur les lignes, donc chaque ligne de GG est une combinaison linéaire des
lignes de A. Pour la derniére opération on a trois possibilités :

(a) Changer l'ordre des lignes.
Les lignes de B sont les lignes de GG réarrangées, donc chaque ligne
de B est une combinaison linéaire des lignes de A.

(b) Multiplier une ligne par un scalaire non nul ou ajouter a une ligne
un multiple d’une autre ligne.



Les lignes de B sont des combinaisons linéaires des lignes de G,
donc, grace au lemme 1, chaque ligne de B est une combinaison
linéaire des lignes de A.

]

Lemme 2. Si deuz matrices sous forme échelonnée sont équivalentes (par
opérations élémentaires sur les lignes) alors les éléments de téte de la pre-
miere ligne de deux matrices se trouvent dans la méme colonne. De méme
pour toutes les lignes.

Démonstration. Soient B et D deux matrices sous forme échelonnée équiva-
lentes (par opérations élémentaires sur les lignes) ; B et D ont la méme taille,
par exemple m x n. On dénote avec [, la colonne ot se trouve I'élément de
téte de la p-ieme ligne de la matrice B et avec k; la colonne ou se trouve
I'¢élément de téte de la j-iéme ligne de la matrice D ; par conséquent 3y, = 0
et 5,5 = 0 pour tout i > p et pour tout j < [, (de méme pour D).

On montre [, = kq, s = ko, ... par récurrence.

Il est important de rappeler que, grace au corollaire 1.1,

bl' = Sildl + Sigdz + -+ S,’mdm
dj = tjib +tjobs + - + by

1. Initialisation de la récurrence n = 1; on montre l; = k.
Sil'un de deux lignes est une ligne nulle, alors la matrice correspondante
est nulle puisque elle est dans une forme échelonnée ; par conséquent
I’autre matrice aussi est nulle.
Sinon on écrit

bi = sndi+ siedy + -+ Simdy,
0,...,0,B81u,,...) = s11(0,...,0,01%,-..) +
+ $12(0,...,0,0,...) 4+ -+
+ Sim(0,...,0,0,...)

Dans les colonnes de D a gauche de la colonne k; il y a que des zéros
(puisque dyx, est I’élément de téte de la premiére ligne), donc si l; < k;
on a By, =510+ -+ 51,0 = 0; mais [y, est I'élément de téte de la
premiére ligne et par définition il est différent de zéro. En conclusion,
[y < kq n’est pas possible.

De la méme fagon on ne peut pas avoir k1 < [;. Par conséquent k; = [;.

2. Hypothése de récurrence : supposons que ky = Iy, ko = lo, ..., k. = [,.
bri1 = Sean1di + Serg1)2de + - + Sers1)ymdm
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Maintenant, r +1 > 1 implique 0 = By41, = S@+1)101, = S(r+1)101k;
mais d15, est ’élément de téte de colonne kj-iéme donc il est différent
de zéro. Par conséquent Ser4+11 = 0.

On procede par récurrence sur le nombre de colonne.

0= Bur+1)is = Sr4+1)2011, = S(r+1)201ky = S(r41)2 = 0.
Enfin, s(41); =0 pour j =1,...,7 et
br+1 = S(r+1)r+1dr+1 + S(r+1)r+2dr+2 +-+ 3(r+1)mdm-

Supposons, par l'absurde, l,41 < k.11, alors dj;,,,—o pour tout j >
r+1; donc Bui1y,, = Se+1)r+10 + S041)r420+ - + S(41)m0 = 0 mais
Br+1)1,,, est élément de téte de la (r 4 1)-iéme ligne et par définition
il est différent de zéro. En conclusion, [, < k.1 n’est pas possible.
De la méme fagon on ne peut pas avoir k.1 < l,.,1. Par conséquent
Erp1 =l

O

Démonstration de 'unicité de la forme échelonnée réduite. En utilisant la
méthode de Gauss-Jordan, on peut écrire toute matrice sous forme échelonnée
réduite. Supposons qu'une matrice est équivalente deux matrices échelonnées
réduites différentes B et D ; évidemment B et D sont équivalentes (par opé-
rations élémentaires sur les lignes).

A partir du lemme 1 et du corollaire 1.1, on peut écrire

b = cady + ciodo + - - - + Cidyn,

et, grace au lemme 2, on peut dire que le deux matrices ont les mémes lignes

non nulles; c’est-a-dire si by,...,b,. sont les lignes non nulles de B, alors
dy,...,d. sont les lignes non nulles de D. Par conséquent

b; = cirdy + Cipdy + - -+ + ¢, (1)
pour ¢ = 1,...,r. De plus, les élément de téte de la j-iéme ligne de B et D

se trouvent dans la méme colonne qu’on dénote [; ; donc
(O,...,O’/Bilj,...) = cil(...ﬁuj,...) +

+
+



et

Bu, = cudu, + ...+ cydj, + ..+ 1
6ﬂj = le(sllj +...+ ij(sjlj +...+ er(srlj

ﬁrlj = Crlfsllj + ...+ er(sjlj + ...+ C,«r(srlj.

Etant donné que D est sous forme échelonnée, tout élément de la l;-iéme
colonne est égal zéro sauf d;, qui est égal a 1; donc By, = cidu;, = ciy.
D’autre part B aussi est sous forme échelonnée réduite, par conséquent tout
¢lément de la [;-iéme colonne est égal zéro sauf [, qui est égal a 1; donc
ci;j =0si17# jetc;=1pouri=1,...,r. Grace a cela et a I’équation (1)
on trouve b, = d; et B = D.

m
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