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Exercice 1 (méthode de point �xe). Soit l'application f de R dans R dé�nie par f(x) = ex
2 − 4x2.

1. Situer les zéros de f en donnant quatre intervalles disjoints contenant chacun un et un seul zéro.
Montrer qu'un de ces zéros, que l'on notera ξ, est compris entre 0 et 1.

2. On veut approcher ξ par la méthode de point �xe de fonction g(x) = 1
2 e

x2

2 et d'initialisation
x(0) ∈]0, 1[. Étudier la convergence de cette méthode, en donnant le cas échéant son ordre.

Exercice 2 (méthode du gradient à pas constant). On cherche à résoudre le système linéaire
Ax = b, où A est une matrice symétrique, dé�nie positive d'ordre n et b est un vecteur de Rn, tous deux
donnés, par une méthode itérative dite de gradient à pas constant. Celle-ci s'appuie sur la relation de
récurrence suivante

r(k) = b−Ax(k), x(k+1) = x(k) + α r(k), k ≥ 0, ,

avec α est un réel constant, l'initialisation x(0) étant arbitrairement choisie.

1. On note e(k) = x(k) − x, k ≥ 0, l'erreur de la méthode à l'étape k. Montrer que

e(k) = (In − αA)k e(0), k ≥ 0.

2. Soient 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn les valeurs propres de la matrice A. Montrer que la méthode converge
si et seulement si 0 < α < 2

λn
.

3. En observant que la plus grande des valeurs absolues |1 − αλi|, i = 1, . . . , n est donnée soit par
|1− αλ1|, soit par |1− αλn|, montrer que le meilleur choix pour le réel α en termes de vitesse de
convergence de la méthode est

αopt =
2

λn + λ1
.

Quelle est alors la valeur du rayon spectral de la matrice d'itération de la méthode ?

Problème (phénomène de Runge). L'objectif de ce problème est de montrer, en se servant d'un
contre-exemple dû à Runge, qu'il n'y a généralement pas de convergence simple de la suite des polynômes
d'interpolation de Lagrange d'une fonction associés à des points équidistribués lorsque le nombre de points
d'interpolation tend vers l'in�ni.
Note : les questions principales du problème peuvent être traitées de manière indépendante
en admettant les résultats des questions qui les précèdent. Il n'y a, à aucun moment, besoin
d'expliciter le polynôme d'interpolation considéré.

1. Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R et g une fonction à valeurs réelles, de classe C 2 sur [a, b].
On rappelle que l'erreur de quadrature de la règle du point milieu est donnée par∫ b

a

g(x) dx− (b− a)g

(
a+ b

2

)
=

(b− a)3

24
g′′(η), η ∈]a, b[.

En faisant appel à la règle du point milieu composée à m sous-intervalles de longueurs égales,
montrer qu'il existe une constante M > 0 telle que∣∣∣∣∣

∫ b

a

g(x) dx− (b− a)

m

m∑
k=1

g

(
a+ (b− a)

2k − 1

2m

)∣∣∣∣∣ ≤ M

24

(b− a)3

m2
.
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On considère à présent la fonction f(x) = 1
λ2+x2 , λ étant un réel strictement positif, sur l'intervalle

[−1,+1] et un entier naturel n impair, c'est-à-dire que n = 2m − 1, m ∈ N∗. On dé�nit les n÷uds
xk = 2k+1

2m − 1, 0 ≤ k ≤ 2m − 1, et on note alors Πnf le polynôme d'interpolation de Lagrange de f
associé à ces points.

2. On va tout d'abord établir une expression pour l'erreur d'interpolation de la fonction f . Pour cela,
on introduit la fonction polynomiale q(x) = 1− (λ2 + x2) Πnf(x).

a. Établir, en utilisant les propriétés du polynôme d'interpolation de Lagrange, que

q(x) = (αx− β)

2m−1∏
k=0

(x− xk),

où α et β sont des réels que l'on ne cherchera pas à déterminer pour l'instant.

b. Montrer ensuite que x2m−k−1 = −xk, 0 ≤ k ≤ 2m − 1, et en déduire que
∏2m−1
k=0 (x − xk) =∏m−1

k=0 (x2 − xk2).

c. En remarquant que q(iλ) = q(−iλ) = 1, où i2 = −1, obtenir alors que

q(x) =

m−1∏
k=0

x2 − xk2

−λ2 − xk2
.

d. Établir en�n la formule suivante pour l'erreur d'interpolation en tout point x de l'intervalle
[−1, 1],

f(x)−Πnf(x) = (−1)mf(x)

m−1∏
k=0

x2 − xk2

λ2 + xk2
.

3. On veut dans cette pénultième question obtenir à partir de l'expression ci-dessus un équivalent
asymptotique de l'erreur au point x = 1 quand l'entier n, ou, de manière équivalente, l'entier m,
tend vers l'in�ni.

a. Montrer 1 que
m−1∏
k=0

(1− xk2) =
1

(2m)2m

2m∏
j=1

(2j − 1) =
(4m)!

(4m)2m(2m)!
,

puis obtenir, en utilisant la formule de Stirling 2, l'équivalent asymptotique

m−1∏
k=0

(1− xk2) ∼
m→+∞

√
2

(
2

e

)2m

.

b. En posant a = −1, b = 0 et g(x) = ln(λ2 + x2), montrer à l'aide de la première question que 3

m−1∏
k=0

(λ2 + xk
2) ∼

m→+∞

( √
λ2 + 1

e1−λ arctan( 1
λ )

)2m

.

c. En déduire un équivalent asymptotique de |f(1)−Πnf(1)| lorsque m tend vers l'in�ni.

4. Déduire de la question précédente que, pour λ su�samment petit, on a

lim
n→+∞

‖f −Πnf‖∞ = lim
n→+∞

max
x∈[−1,1]

|f(x)−Πnf(x)| = +∞.

1. On fera le changement de variable j = 2m− k et on utilisera que
∏2m

j=1(2j − 1)
∏2m

j=1(2j) = (4m)!.

2. On rappelle que cette formule donne un équivalent de la factorielle d'un entier naturel n quand n tend vers l'in�ni et

s'écrit n! ∼
n→+∞

√
2πn

(
n
e

)n
.

3. On notera que ∫ 0

−1
ln(λ2 + x2) dx = ln(λ2 + 1)− 2 + 2λ arctan

(
1

λ

)
.
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