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Matrice d'une application linéaire

Bases (ej,j: 1,--- ,n) de E et (f,-,i: 1,--- ,m) de F
mfe E(E, F) telle que f(ej) = 27;1 A,',J'f,'

X1 Y1
m X = . cR", Y = . c R Y =AX
Xn ym
m Retenir que les n colonnes j de A sont données par les images f(e;)

m Espace vectoriel des matrices de dimension m, n: M, , (a coefficients dans
K =R ou C)

m Matrices remarquables: diagonale, symétrique, triangulaires inférieure ou
supérieure



Exercice: produit de matrices versus composition

d'applications linéaires

m Soient E, F, G des e.v de dimensions resp. n,m,p, f € L(E, F) et
g € L(F,G)

m Des bases étant données, f a pour matrice A € M, , et g a pour matrice
Bec Mpm

m g of apour matrice le produit BA € M, , tel que

(BA)ij = BikAx,
k=1

m Produit de matrices: M, p;, x Mp, p — M,
m produit matrice vecteur: My, X Mp1 — M

m produit scalaire de deux vecteurs: ligne . colonne Mj , X Mp1 — Mi
m produit tensoriel de deux vecteurs: colonne. ligne M, 1 x M1, — M,



Exercice: changements de base pour les vecteurs et les

matrices

] . ' N, — n .
m P: matrice de passage d'une base dans une autre & = ) |, _| Py jex
(colonnes de la nouvelle base dans I'ancienne)

m Changement de base pour les coordonnées des vecteurs: X = PX.

m Changement de base pour les matrices des applications lineaires: X = PX,
Y=QYetY=AX Y =AX implique que

~

A= Q "AP.



Matrices carrés inversibles

m Ac M, ,= M, est inversible ssi |'une des propriétés suivantes est vérifice
m |l existe A7' € M, , tel que AA"' = A TA=1
m A estinjectiveie AXX=0=X=0
m A est surjective ie Im(A) = {AX, X e R"} =R"

m A B e M, inversibles
(AB)"' =B 'A"!



Transposition de matrices

m Aec M, ,, on définit A* € M, , par
(A%);j=A;ipourtous i=1,--- . n j=1--- 'm
m Produit scalaire canonique de deux vecteurs (colonnes) X, Y € R":
n
XY =) XY
i=1
m Matrice carrée A € M, est symétrique ssi

At = A



Diagonalisation d'une matrice carrée symétrique A € M,

m Les valeurs propres sur C d'une matrice réelle symétrique A sont réelles et il
existe une base orthonormée de vecteurs propres F' € R”, i =1,--- , n telle
que

AF' = X\;F' et (F")'F/ = 6&; pour tous i,j =1,--- ,n

m Si P est la matrice de passage de la base canonique dans la base F',

i=1,...,n, alors on a
P—1:Pt

et
A1 0

PEAP =



Déterminants de n vecteurs dans un e.v. E de dimension n

pour une base donnée

m Unique forme n-linéaire alternée sur E valant 1 sur la base

O Det(vl,--- VAR VAR ,v,,) = 0 (alternée)
m Antisymétrie:

Det(v17... ’vi7... ’vJ-’... ;Vn) — —Det(V1,"‘ ’vJ-’... 7Vi7"' 7Vn>
m On a donc aussi pour toute permutation o de {1,--- , n},

Det <V1, c ,Vn) — sign(a)Det (v(,(l)’ ce ,v(,(n))

m Déterminant d'une matrice carrée A = déterminant des vecteurs colonnes

Det(A) — Det<A.,17 T 7A.,n> — Z HSign(O')Ao.(i)’i

occ2,i=1



Propriétés du déterminant

Les vecteurs colonnes de A sont libres ssi Det(A) # 0
Donc A est inversible ssi Det(A) # 0

Det(AB) = Det(A)Det(B) = Det(BA)

Det(A?) = Det(A)

Développement par rapport aux lignes ou aux colonnes

n

Det(A) = Z( 1I+JDet(A(’J)) Z(—l)i+jDet(A(i’j))

=1 j=1



Normes matricielles

m Une norme matricielle sur I'e.v. M, est une norme telle que

IAB| < [|A[ll[ B
m Une norme matricielle induite par une norme ||.|| sur R” est la norme
matricielle définie par
AX
Al = sup 1251
x40 [[X]

m On a pour une norme matricielle induite: ||AX|| < ||A]|||X]| pour tout
X e R"



Exercice: exemples de normes induites

AX || oo
m [[Alloe = Supxso TR = maxiz1,n 7 A ]

| oo

AX
= [|All = Supx o it = maxjzt,.. n 21, Al

AX
O ||AH2 — SupX#O% — p(tAA)l/Z



Convergence de la suite A pour A € M,

m Rayon spectral p(A), A € M, est le module de la valeur propre maximale
de A dans C.

m On admettra le lemme suivant:

m p(A) < 1 ssilimk_,;0A* = 0 quel que soit la norme sur M,
m p(A) = lim_ o0 ||A||** quel que soit la norme sur M,
m p(A) < ||A|| quel que soit la norme matricielle sur M,



Matrices de la forme | - Aou / — A

m Si p(A) <1 alors les matrices | + A et | — A sont inversibles
m La série de terme général A* converge (vers (I — A)~1 ssi p(A) < 1
m Preuve: SO  AK(I — A) = I — AV et utiliser le lemme précédent

m Si ||A]| < 1 pour une norme matricielle, alors /| — A est inversible et on a
(1 = A)~Y| < q=jpay (idem pour [ + A)



