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Interpolation polynomiale

Exercice 1. Construire le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré un, noté II; f, d’une
fonction f définie et continue sur 'intervalle [—1, 1], interpolée aux noeuds —1 et 1. Montrer que,
si f est de classe €2 sur [—1, 1], on a alors

M. M
[F@) =T f(2)] < 5F(1—a®) < =2, va € [-1,1],
ot My = max |f”(x)|. Donner un exemple de fonction pour laquelle cette inégalité est une éga-

ze[—1,1]
lité.
Exercice 2. Ecrire le polynome d’interpolation de Lagrange de degré un, noté II; f, de la fonction
f : x> 23, interpolée aux nceuds 0 et a. Montrer que, pour tout x appartenant a 0, a, il existe
un point ¢ € [0, a] tel que
/()

f(z) =M f(x) = 5 z(z — a),

et établir que ¢ = £ (z + a).
Considérer ensuite la fonction f : z +— (22 — a)* et montrer que, dans ce cas, il y a deux valeurs
possibles pour c. Les déterminer.

Exercice 3. Soit n un entier positif. Etant donnés n 4+ 2 nceuds distincts z;, i = 0,...,n + 1,
et n+ 2 valeurs y;, ¢ = 0,...,n + 1, on note Iy ., le polyndme d’interpolation de Lagrange de
degré n associé a 'ensemble de points {(x;, y;) }i=o,...n €t II1, . n+1 le polynome d’interpolation de
Lagrange de degré n associé & ’ensemble de points {(z;,y;)}i=1,..,n+1. On pose

(x —20) Iy ny1(2) = (& — 2py1) o n(2)
Tp41 — To )

p(x) =

Montrer que p est le polynéome d’interpolation de Lagrange de degré m + 1 associé aux points
{(xivyi)}izo,...,n+1-

Exercice 4 (forme de Newton du polynoéme d’interpolation). Soit n un entier strictement

positif. Etant donné n + 1 neeuds distincts z;, i = 0,...,n, et n+ 1 valeurs y;, i = 0,...,n, on
note II;, j € {0,...,n}, le polynome d’interpolation de Lagrange de degré j associé aux points
{(Ii,yi)}izo,...,j-

1. On pose

Montrer que g, (z) = an wp(x), ot a, est un coefficient & expliciter et w, (z) = [[;_, (z —z;).
La constante a,, est appelée n*™¢ différence divisée de Newton et sera notée [zo,...,T,|y
dans la suite de I’exercice.

2. On pose [zg]y = yo et wy = 1. Montrer que

n

I, (z) = Z[xo, s Ty wi(2),

k=0

ot [zo, ..., zk]y est la ki®me différence divisée de Newton. Cette écriture est appelée forme
de Newton du polyndéme d’interpolation.



3. Montrer que

et en déduire que

[mo,...,xn]yzz Yi

i=0 w;1+1 (I'L) )

4. Obtenir enfin la formule de récurrence permettant le calcul des différences divisées :

[$17~-~,$n]y— [l’o,. "axn—l]y

[0y ..., Zn|y =
ITn — 0

Peut-on en déduire un avantage de la forme de Newton du polynéme d’interpolation sur la
forme de Lagrange?

Exercice 5 (polynomes de Tchebychev et meilleurs points d’interpolation). Soit n € N.
Le but de cet exercice est de montrer que les points o, ..., z, appartenant a un intervalle [a, b]

et minimisant !
n

H(x —xp)
k=0

sup |wn41(z)] = sup
z€[a,b] z€[a,b]

sont reliés aux racines d’un polynome particulier, dit de T'chebychev. Quitte a effectuer un change-
ment de variable affine, on peut supposer que [a,b] = [—1, 1]. Pour tout = dans lintervalle [—1, 1],
on pose alors T, (x) = cos(n arccos(z)).

1. Montrer que Ty, (cos(x)) = cos(nz) et que 'on a la relation de récurrence
Thio(x) =22 Thi1(x) — Tn(x).

2. Pour n € N*, en déduire que le polynéme T;, est de degré n, que son monoéme de plus haut
degré est 2"1z™ et que ses racines sont les nombres zj, = cos (%t 1), k=0,...,.n—1 (T,
est alors appelé le n'®™¢ polynéme de Tchebychev).

3. Montrer que la fonction T}, admet sur [—1, 1] des extrema locaux aux points xj, = cos (%ﬂ'),
k=0,...,n, et que T, (z}) = (—1).

4. Montrer alors que

< sup Q)]
z€e[—1,1]

sup
z€[—1,1]

H(m — )
k=0

pour tout polynome ) normalisé de degré n+ 1, les points zy, k =0, ..., n, étant les racines
du polynéme T}, 1.

1. Cette quantité apparait dans ’erreur d’interpolation F(z) = f(z) —II, f(x), mesurée en norme du maximum,
d’une fonction de classe €11 sur [a,b].



