1. Logique. Ensembles. Applications.

Exercice 1.1. Montrer les théoremes de logique suivants:
a) (p=(¢g=r)) = ((pet q) = ).

b) (pougq) =r) <= ((p==r7) et (¢ =1)).

Exercice 1.2. Ecrire a 'aide de quantificateurs les phrases suivantes, ces proposi-
tions sont-elles vraies 7 Ecrire a ’aide de quantificateurs la négation de ces propositions.

a) Le carré de tout nombre réel est positif.

b) Trouver un entier non nul est la somme de deux carrés de nombres entiers.
¢) Un nombre entier divisible par 10 est divisible par 5.

d) Il existe un nombre impair divisible par 2.

e) Le produit de deux nombres réels est positif si et seulement si ces deux nombres réels
sont de méme signe.

Exercice 1.3.  Soit A = {2,3,4}. Traduire les énoncés suivants en francais. Décider,
quand cela est possible s’ils sont vrais ou faux. Ecrire leurs négations.

a) z € A.
b)VzeN z e A
c)dzeN ze A
d)re A=z eN.
e)Vaez (zeN=zcA).
fIz(ze A et Vy (ye A=y <ux)).

g)VavVa (P(x) et P(a')) = x=1a',avecP(zx) =2 € Aet Vy(yce A=y <ux)).

Exercice 1.4. Soit fi, fo et f3 trois fonctions de R dans R. Pour chacune des
propositions suivantes, écrire sa négation. Illustrer chaque propriété et sa négation par
un graphique.

a) Vi € {1,2,3} EIaGRfZ(a):
b) i € {1,2,3} Va e R fi(a) =
c)Jae RVie{l,2,3} fi(a)=
d) Va e RVi e {1,2,3} fi(a)



Exercice 1.5. Soient X, Y, Z des parties d’un ensemble E. Vérifier que :
A X-YUuZ)=X-Y)Nn(X - 2), by X - (YNZ)=(X-Y)U(X - 2)

Exercice 1.6.  Soient A, B deux sous-ensembles d’un ensemble E. Vérifier que
a) AUB=ANDB, b) ANB=AUB.

Exercice 1.7. Soient X, Y, Z des parties d'un ensemble E. Simplifier les expres-
sions :

a) A =XN(XUY) b) B =XN(XUY)N(XUYUZ)

c) Aa=XU(XNY) d) Be=XUXnNY)u(XNYnN2Z)

Exercice 1.8. Soient A, B, C trois sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer que

(AUCCAUBet ANCCANB)=CCB.

Exercice 1.9. Les énoncés suivants sont-ils vrais( les variables A, B, C désignent
des sous-ensembles d’un ensemble donné E)?

A)VAVBYC AUB=AUC = B=C.
b)VAVB E—A=E—-B= A=B.

Exercice 1.10. Soient A, B, C trois ensembles. Montrer que

(ANB)xC=(AxC)Nn(B x (),
(AUB)xC=(AxC)U(BxC).

Exercice 1.11. Soient X, Y, Z, X', Y’', Z’' des sous-ensembles d’un ensemble E.
On suppose que
XUYUZ=F

XNY=X'nNY', XnZ=X'nZ,YnzZ=Y'nZ
XcX,ycY' K zZcZz.
Montrer que X = X', Y =Y', Z=7".

Exercice 1.12.  Soit f I’application de R dans R telle que f(z) = 2. Comparer les
ensembles:



a) [0,1] et f71(f([0,1])),
b) [_1’ 1] et f(f_l([_l’ 1]))’
c) f([0,1] N [=1,0]) et f([0,1]) N f([-1,0]).

Exercice 1.13.  Soit f 'application de R dans R telle que f(z) = cosx. Décrire les
ensembles:

&) F(—. 5D B FE=T D) o £ oeD, ) F(FH(L Aoo)),

e) f7H([L,4o0]), ) FUTHL Ho0]),  g) fTH[L/2,400]), ) F(fTH([1/2,+00])).

™ T

Exercice 1.14. Soit E =R — {0, 1} et les applications définies par:

fiE—FE g:F—F
1 et 1.

T
1—2z T

Montrer que f et g sont bijectives. Comparer f o g et go f. Calculer f2 et g

Exercice 1.15.

xz . .
Soit f:N—-N et 5 57 est pair
T = 2z T
5 si x est impair

a) Etudier l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et g.

b) Préciser go f et fog.

Exercice 1.16.  Soit f : R* — R? 'application définie par f(z,y) = (x—y, —22+2y).
a) Soit (a,b) € R?, montrer que (a,b) € f(R?) si et seulement si 2a + b = 0.

b) L’application f est-elle surjective ? injective 7

Exercice 1.17. Soient X, Y, Z trois ensembles, f : X =+ Y et g: Y — Z deux
applications et h = g o f 'application composée. Montrer que

a) si h est injective, f est injective; si de plus f est surjective alors g est injective.

b) si h est surjective, g est surjective; si en outre g est injective alors f est surjective.
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Exercice 1.18. Soit f: X — Y une application et (A;);e; une famille non vide de
parties de X. Montrer que l'on a

rJ4any =)

i€l i€l
F() 4 () (A
icl iel

et si f est injective

F()A) =) F(4).

iel icl

Exercice 1.19. Soit f: X — Y une application et (B;);e; une famille non vide de
parties de Y. Montrer que l'on a

UBy=Ur s

i€l iel

OBy =) (B

icl icl

Exercice 1.20. Soit n € N.
En utilisant (1 + X)??(1 — X)?* = (1 — X?)2", montrer :
2n

Y (DMCE)? = (-1)™M(C5)-

k=0

Exercice 1.21. Soitn e N, p e Navec 0 < p < n.
En développant (1 4+ X + X)™ de deux fagons différentes, montrer :

P
> cheri=2vcr.
k=0



2. Nombres complexes.

Exercice 2.1. Mettre sous forme cartésienne des nombres complexes suivants:

o 54 2i 5 i e e
2 — 1 —_— 1 1-—-
(2 =3i)(1 +1), 19’ EETIER (1+iv3)? + (1 —iV3)?%,
24+i\" a a—+1b
(=) atib bria @ER DER).

Exercice 2.2. Mettre sous forme polaire des nombres complexes suivants:

(1+¢\/§)”.

a)1+iv3, 1—i et -
—1

b) (1+iV3)"+(1—iv3)" et  (14+4iv3)" — (1 —iv3)", ne N

c) (1 +ie')™ avec a € [0,2n] et n € N.

Exercice 2.3. Ecrire sous forme polaire des nombres complexes suivants:

14 cosy —isin ¢, (1 + itan p)?, %.

2422 siz=e?, atb
1+ab

sila] =1 et |b] = 1.

Exercice 2.4.  Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants:

s
~3 444, 1414, 1—iV3, 1“,.
—1

Exercice 2.5. Trouver les racines carrées de 3 — 4 i et de 24 — 10 4, puis les racines
quatriemes de 81 et de —81.

Exercice 2.6.  Ecrire sous forme trigonométrique et sous forme algébrique les racines

carrées de v/3 4+ i. En déduire les lignes trigonométriques de %

Exercice 2.7.  On appelle racine n-itme de 1'unité (n > 1), tout complexe w solution
de I’équation w™ = 1.

a) Déterminer les solutions wy de cette équation.
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n—1
b) Calculer la somme S des racines n-iemes de 'unité : S = g W
k=0

c) Calculer la somme S, des puissances p-iemes de ces racines (p entier naturel):

n—1

Sp = Z(wk)p.

k=0

d) Déduire de la premiere question les solutions dans C de ’équation :

(1 +z%> - (1 —z%)" —0.

Exercice 2.8. Résoudre sur C,

a) 22— (2+i)z+ (i +7)=0. b) (1 —i)2%2 — (6 —4i)2+9—Ti=0.
1+ z—1\2 z+1\2
4 4 _9:2 5 _ =
c) z =B d) z* —2iz* = 5=0. e) <z 1) +<z_1> 0.

Exercice 2.9. Résoudre sur C,

a) 22 —2zcosf+1=0, 0 cR.

b) 2% +4i2% +12(1 + i)z — 45 = 0 sachant qu’il y a un zéro réel et zéro imaginaire pur.
¢) (2% — 82)% 4 40(2% — 82) + 375 = 0,

d) 2® +32 —2i = 0.

Exercice 2.10.  On considere I’équation (E):

—_i\n 1434
(z Z) . +1a acR.

z+1 T 1—ia’

1) Montrer que si z est solution de (F) alors ‘Z—;Z‘ = 1. En déduire que toutes les
z41

solutions de (E) sont réelles.

2) Résoudre (F) dans le cas a = 1.

Exercice 2.11.  Soit n entier naturel non nul et (a,b) un couple de réels.

n—1 n—1

Calculer A = Z cos(a + kb), B = Z sin(a + kb) et C = C* cos(a + kb).
0 0 0
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Exercice 2.12. Calculer cos 5z et sin 5z en fonction de cosz et sin z.

5 6 6

Exercice 2.13. Linéariser cos? z, sin® z, cos® z, sin® z, cos® z, sin 3 2

x et sin® x cos” x.



3. Fonctions réelles.

Exercice 3.1.  Soit f une fonction définie et continue sur I'intervalle fermé [0, 1] et
a valeurs dans [0,1]. Montrer qu’il existe un point x de [0, 1] tel que f(z) = = (Un tel
point est un point fixe de f).

Indication: on utilisera la fonction g définie sur [0, 1] par g(z) = f(z) — «.

Exercice 3.2. Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = 0 et
f(1) = 4. Montrer que

1
Jze0,1], flz+2)—flz)=2.
1
Indication: on utilisera la fonction g définie sur [0, 1] par g(z) = f(z + 5) — fx) —2.

Exercice 3.3. Soit f : R — R une fonction continue. On suppose que
Jzo e R, [f(f(xo)) = xo.

Montrer que
Jz eR, flay)=a4.

Exercice 3.4. Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1).
Montrer que

VneN, 3o, e01], f(xn—i-%):f(xn).

Exercice 3.5.  Soit f(z) = 22® — 32% + 7z — 10.
a) Calculer f(1) et f(2).
b) Démontrer que f(x) = 0 pour un certain réel z €]1,2].

¢) Calculer la valeur de ce réel x.

Exercice 3.6.

1) Soit f une fonction définie et continue sur R telle que

lim f(z) = +o0 lim f(z) = —oo0.

Tr—+00 T——00



Montrer f s’annule sur R.

2) Montrer que tout polynéome de degré impair a coefficients réels admet au moins une
racine réelle.

Exercice 3.7. Montrer que si f une fonction continue de R dans R vérifie
VeeR, fQ2)= [(2)
alors f est constante.

Indication: vérifier que Vo € R, Vn e N, f(z) = f(%)

Exercice 3.8. a) Prouver que g(z) = 5+ /9 — z est strictement décroissante sur

[0,9].

b) ¢ admet-elle une fonction réciproque (ou inverse)?

Exercice 3.9. Démontrer :
Arccosz 4+ Arccos(—z) =7 pour x € [—1,1].

Arcsinz = Arctg pour z €] —1,1].

x
V1—22
1

cos(Arctg x) = Tz powrz e R.
—x

Exercice 3.10. Etablir que
1 = .
Arctg x + Arctg — = 5 sz > 0.
z

1
Arctg =+ Arctg — = fg six <O0.
x

Exercice 3.11. Déterminer une expression simplifiée des fonctions suivantes :

1
fix— 0032(5 Arccosz),

1
gz sin2(§ Arccosz).



Exercice 3.12. Démontrer :

1 2
Arccosx = Arctg Q pour z €]0, 1].
x

2

Arccosz = Arctg YT g pour z € [-1,0[.
x

Exercice 3.13. Résoudre dans R ’équation :

Arctg 2z + Arctg 3z = —%.

Exercice 3.14. En appliquant la formule des accroissements finis sur [z, z + 1] & la
fonction In, montrer que:

1\z 1 x+1
V>0, O+—)<e<<k%0 .
X X

En déduire: T
1 n 1 n
()" _ ()

vV n e N,
n! n!

2
. x
Exercice 3.15. Montrer que pour tout réel z, on a | e* —z — 1 |< ?em.

2
Justifier 'inégalité sur R 2 — % <In(l+z) <z

Exercice 3.16.  Utiliser la regle de 'Hospital pour déterminer les limites suivantes :

1 1 -1 -1 —1)3
a) lim 2D b) lim <21 o) lim &2 — 1@ -1
z—0 \/E z—0 xr2 z—1 (332 _ 1)5
. &% — 5% Loet—e Tt =22 . sin 3x
d) 71«13% 5z e) qlcli% r —sinx ) }IL% 1 — cosdx

% — a”®

(a>0)

im
z—a Arctg o — Arctg o’
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Exercice 3.17. Déterminer la dérivée d’ordre n de la fonction f définie par :
f(z) =(z—a)"(z —b)" (a et b sont des réels, n un entier naturel non nul)

En utilisant le cas a = b, en déduire la valeur de :

n

Su= Y (CR)*.

k=0

Exercice 3.18. Calculer la dérivée n-ieme de la fonction f définie sur | — 1, +oo|
par
fx)y=2""tIn (1+2) (neN").

Exercice 3.19. Soit f: R — R la fonction définie par
flx) = e s #0 et f(0)=0.

1) Montrer que
P (x)

xr3n

Vo eR", fM(2)= e73 ol P, est un polynome & coefficients réels.

2) En déduire les calculs de Py, Py, P3 et que f est indéfiniment dérivable sur R.

3) Sin € N*, écrire le développement de Taylor en 0 & I'ordre n de f(z). Conclure que
deux fonctions peuvent avoir en un point donné, le méme développement de Taylor a
tout ordre sans pour autant étre égales sur un voisinage de ce point.

Exercice 3.20. Déterminer les développements limités en 0 & I'ordre 4 des fonctions
suivantes :

sinz eTHe l+sina

1) In ( - ) 2)7(1 ) 3) (cosx)
1-tg z 1 <

4) ln(7> 5) Arctg (—) 6) \/1+vI+z en 0 & Pordre 3.
1+tg x 1—=x

Exercice 3.21. Déterminer les développements limités des fonctions suivantes :

1) cos(sinz) en 0 & Pordre 6 2) In(2cosx + sinz) en 0 & Pordre 4
3) eVt en 0 & l'ordre 3 4) (sinx)” en g a Pordre 2

6) \/1++v1+xen0alordre 3. 4) sin v/ x? — 372 en 27 & lordre 3.
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Exercice 3.22. Déterminer les limites en 0 des fonctions suivantes :

3 Vxsiny/z %) (1 —cosz)Arcsinx 3) (1—€") (1 —cosz)
x(2+x) rtg 2 x3 4+ xt
zIn(1 + ) Arctg z — =z R
4) ——= 5) —/—Mm 6) (1+s =
) (Arctg x)? ) sinx — x ) (1+sinz)
1 1 N a® +b%\ 7
N ——— = 8 = 9 ( )"
) In(l+z) =z ) (cos2) ) 2
Exercice 3.23. Calculer les limites suivantes :
In(1+ 2t 1
1) T 20 F 2tanz) 2) tim (1+-) 3) lirg 12C0332)
z—0 sinx T—+00 T z—=0 sin” 2z
2
Tt — e tr _ 62x
4) lim ———————= (poser h=x—1 5) ————— (poser h =z —1
) lim (s Zo1) (» ) ) cos”—; (p )
Inx zlnz 2 1
6) lim () 7) 1 .
) =3+00 In(x + 1) ) xl—{ng cos?2z  In(sinz)

Exercice 3.24. Déterminer le développement asymptotique en 400 & 'ordre 2 de :
2
szt ta+1
fl@) = V o 22+1

Exercice 3.25. Déterminer la limite en +oo de :

1
flz) = a2 00F) _ ¢ g3 ln(l + ;)

Exercice 3.26. Déterminer le développement limité en +o0 & lordre 3 de :

r+1

= Arct .
fla) = Aretg /2

Exercice 3.27.  Soit la fonction f définie par:

f(@) = /@ - 2).

12



a) Etudier les variations de f.

b) Montrer qu’au voisinage de +o0o et de —oo f peut s’écrire :

2
En déduire que la droite (D) d’équation y = z — 3 est asymptote.

Exercice 3.28. Etudier la fonction f définie par:

Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote d’équation y = = + 2.

Exercice 3.29.

a) Déterminer le développement asymptotique en +o0o & 'ordre 2 de :

1
x2

8=

f@)=cty[1+

b) Que peut-on en déduire pour la branche infinie de la courbe représentative de la
fonction g définie par g(z) = e¥ /1 + 22 correspondant & z tendant vers +oo.

Exercice 3.30. Déterminer les branches infinies de la fonction

mln(x)

f(x)zsm(;) r+1

et préciser la position de la courbe f par rapport aux branches infinies.
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4. Polynomes.

Exercice 4.1.  Effectuer la division euclidienne de :
a) A=X%+2X3 - X +6par B=X3—-6X?+ X + 4 dans R[X],
b) A=2X*—3X3 +4X2 — 5X + 6 par B = X2 — 3X + 1 dans R[X],
c) A=iX3 - X?+(1—i)par B=(1+14)X?—iX + 3 dans C[X],
d) A= X3—-X? - X par B= X — 1+ 2i dans C[X].

A
A

Exercice 4.2.  Trouver les a € R tels que le polynéme X2 —aX +1 divise le polynome
X* — X + a dans R[X].
Exercice 4.3. Déterminer le P.G.C.D. des polynémes suivants

P=X°-X"42X3-2X242X -1, Q=X - X" 42X%? - 2X + 1.

Exercice 4.4. Déterminer le P.G.C.D. des polynémes suivants

P=X°+X*-X34+X?24+X-1, Q=X+ X*+2X2 1.

Exercice 4.5. Déterminer le P.G.C.D. des polynémes suivants

P=X"—-X*—-X342X+2 Q=X"+5X3+10X?4+9X +5.

Exercice 4.6. Déterminer le P.G.C.D. des polynémes suivants

P=X*"4+X346X2+4X +8, Q=X5+3X*+7X3 +13X% +12X +4.

Exercice 4.7.  Soit les deux polynémes suivants P = X°+1 et Q = X2+ 1. Montrer
qu’ils sont premiers entre eux et déterminer les deux polynémes U et V tels que

UP+VQ=1,d°U<d Q, d°V <d P.

Exercice 4.8.  Soit les deux polynomes suivants P = X2 + 1 et Q = X* + 1.
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a) Montrer qu’ils sont premiers entre eux.

b) Déterminer les deux polyndémes Uy et Vj tels que

UlP+VoQ =1, d° Uy <d’® Q, d° Vo < d° P.

¢) Déterminer 'ensemble des polynémes U et V tels que

UP+VQ=1.

Exercice 4.9. Soit P = X° —13X* 4+ 67X — 171X2 4+ 216X — 108
Déterminer le P.G.C.D. de P et P'.

En déduire la factorisation de P en polyndmes irréductibles (diviser 5P par P’ et puis
montrer que le P.G.C.D. admet 2 pour racine simple et 3 pour racine double).

Exercice 4.10. Soit P = X* —4X3 + 16X — 16.
Déterminer le P.G.C.D. de P et P'.

En déduire la factorisation de P en polynomes irréductibles.

Exercice 4.11. Montrez que i est racine double du polynéme
P=X+X"+3X"+2X°+3X*+ X + 1.

Factorisez P dans R[X].

Exercice 4.12. Démontrer que le polynome de R[X]
P=36X"+12X% - 11X% - 2X +1

a deux racines doubles et déterminer ces racines.

Exercice 4.13.  Factoriser dans R [X] le polynéme :
P=16X"—20X°+5X — 1,

sachant qu’il posseéde au moins une racine multiple.

Exercice 4.14.  Factoriser dans R [X] les polynomes :
a) X3 —5X2+3X +0.
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b) (X2 — X 4+2)? + (X —2)%.
c) 6X° +15X* +20X3 +15X2 46X + 1.
d) X°+1.

Exercice 4.15. Décomposer en produits de polynomes irréductibles de R[X] le poly-
nome
P=X?"_2cosaX"+1.

Exercice 4.16. Déterminer les entiers naturels n tels que
A, = (X +1)" - X™ — 1 soit divisible par P = X% + X + 1.

Exercice 4.17.  Déterminer les entiers naturels n tels que
A, = X® 4+ X" +1 soit divisible par P = X2 + X + 1.
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5. Fractions rationnelles.

Exercice 5.1. Décomposer sur R puis sur C en éléments simples les fractions ra-

tionnelles :
1 X6 _3X*-_3X2_5 3X2+X +1 X5 +3X
X(X -1)(X -2)’ X2—4 (X —-1)(X2—-4)"  X4-5X2+4+4°
1 X2 X2 -X+1 1

X3+1 (X+1)3(X -1)2"  X4(X2+1)27 X*++X241

Exercice 5.2. Décomposer sur R puis sur C en éléments simples les fractions ra-
tionnelles :

1 (6 <R) X8 -3X4+2 X X2+1
X2 -2Xcosf+1 (Xt -1)2 0 T (X2-1)2) X441

Exercice 5.3. Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles dans R(X):

1 1 1
Xr1-X) "X(X+1)» "Xn—1

Exercice 5.4. Pour n € N, on pose

2n3 4+ 6n% 4+ Tn + 2
Uy = )
n%(n+1)2(n+2)

En utilisant la décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle, déterminez

n
la limite de la suite (v,,) définie par v, = Z Up.
p=1
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