
Feuille d'exercices 6

Int�egration et calcul de primitives.

Exercice 1.

Soit f : R! R une fonction continue et a 2 R.
Montrer que:

1: Si f est paire alors

Z
a

�a

f(t)dt = 2

Z
a

0

f(t)dt.

2: Si f est impaire alors

Z
a

�a

f(t)dt = 0.

3: Si f est T -p�eriodique alors

Z
a+T

a

f(t)dt = 2

Z
T

0

f(t)dt.

Exercice 2.

En utilisant dans chaque cas un changement de variable ad�equat, calculer les
int�egrales suivantes:

a)
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0

cos t

1 + sin t
dt b)
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(1 + t)
p
t
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dt d)

Z �

4

0

1

t(1 + ln2 t)
dt
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t ln5 t
dt f)
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t2 � 2t+ 5
dt f)
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dt h)
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cos t

3� 2cos 2t
dt

Exercice 3.

En utilisant la d�ecomposition en �el�ements simples sur R, d�eterminer les prim-
itives des fractions rationnelles suivantes:

A(t) =
t3 � t2 + 3t� 2

t2 � t
B(t) =

t

t2 � t+ 1
C(t) =

1

t(t2 + 1)

D(t) =
1

t4 � t2
E(t) =

t

(t2 � 4)2
F (t) =

1

t4 + 1

Exercice 4.

Calculer les int�egrales suivantes:

a)

Z
e

1

tn ln t dt b)

Z
1

0

(t3 + 1)e2tdt c)
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0

t sin 3t dt

d)

Z �

2

0

cos4 t dt e)
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0

ln(t2 + 1) dt f)
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0

sin5t cos4t dt

g)

Z �

4

0

1

sin t+ cos t
dt h)
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2 + sin t+ cos t
dt i)

Z �

4

0

1

7 + tan t
dt
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Feuille d'exercices 7

Espaces Vectoriels.

Exercice 1.

1. Ecrire le vecteur v comme combinaison lin�eaire des vecteurs ak, k = 1; 2; 3
avec v = (1;�2; 5); a1 = (1; 1; 1); a2 = (2;�1; 1) et a3 = (1; 2; 3):
2. Pour quelle valeur de k le vecteur u = (1;�2; k) est-il combinaison lin�eaire
de v = (3; 0;�2) et w = (2;�1;�5).
3. Trouver x et y pour que le vecteur (x; 1; 1; y) 2 Vectfu1; u2g o�u
u1 = (1; 2; 3; 4) et u2 = (1;�2; 3;�4).

Exercice 2.

On consid�ere les familles des vecteurs de Rn ou Cn avec n = 3 ou 4:

A = fa = (2; 3; 4); b = (�1;�5;�7); c = (3; 1; 1)g
B = fa = (1;�1; i); b = (�1; i; 1); c = (i; 1;�1)g
C = fa = (1; 2;�1; 0); b = (4; 5; 0; 1); c = (2; 1; 2; 1)g
D = fa = (2; 6;�3); b = (1; 3;�2); c = (5; 3;�2); d = (3; 9;�5)g

Indiquer lesquelles de ces familles sont libres, li�ees (on donnera les liaisons
des vecteurs), g�en�eratrices, bases.

Exercice 3.

a. Soit A la famille de R4 d�e�nie par:
A = fu1 = (1; 1; 0; 1); u2 = (2; 1; 3; 1); u3 = (1; 1; 0; 0); u4 = (0; 1;�1;�1)g:
Montrer que A est une base de R4. Trouver les coordonn�ees du vecteur
u = (0; 0; 0; 1) dans cette base.
b. Soit B la famille de C3 d�e�nie par:
B = fv1 = (1� i; i; 1 + i); v2 = (�1; 1; 3); v3 = (1� i; i; i)g:
Montrer que B est une base de C3. Trouver les coordonn�ees du vecteur
v = (1 + i; 2; i) dans cette base.

Exercice 4.

Parmi les sous-ensembles suivants de R4, pr�eciser lesquels sont des sous-
espaces vectoriels et lorsque c'est le cas, en donner une base.

E = f(x; y; z; t) 2 R4 ; 3x� y + t = 0g
F = f(x; y; z; t) 2 R4 ; x� y + 2z + t = 1g
G = f(x; y; z; t) 2 R4 ; x+ t = 0 et 2x+ y � z = 0g
H = f(x; y; z; t) 2 R4 ; j x+ t j=j y jg
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Exercice 5.

Soient les sous-espaces vectoriels de R3 d�e�nis par:
E = f(x; y; z) 2 R3; x+ 2y � 4z = 0g et F = f(x; y; z) 2 R3; y � 2z = 0g.
Donner une base de E, F et de E \ F .
Mêmes questions avec les sous-espaces de R4 d�e�nis par:
E = f(x; y; z; t) 2 R4; y + z + t = 0g et F = f(x; y; z; t) 2 R4; x+ y = 0; z = 2tg:

Exercice 6.

On consid�ere les vecteurs suivants de R4:
u1 = (�3; 1; 0; 2); u2 = (�5; 2; 1; 2); u3 = (1; 1; 4;�6) et u4 = (�1; 0;�1; 2).
a. Montrer que hu1; u2i = hu3; u4i.
b. Montrer que les vecteurs u1 et u2 sont lin�eairement ind�ependants. Compl�eter
ces vecteurs pour former une base de R4.

Exercice 7.

Sachant que A est une base de R4, compl�eter la famille des vecteurs B pour
en faire une base de R4.
A = f(1; 1; 0; 0); (0; 1; 1; 0); (0; 0; 0; 1); (0; 1; 0; 1)g; B = f(1; 0; 2; 3); (0; 1;�2;�3)g
A = f(1; 0; 0; 0); (0; 0; 1; 0); (5; 1; 11; 0); (�4; 0;�6; 1)g; B = f(1; 0; 1; 0); (0; 2; 0; 3)g

Exercice 8.

Sachant que A engendre R3, en extraire une base de R3.
A = f(2; 6;�3); (5; 15;�8); (3; 9;�5); (1; 3;�2); (5; 3;�2)g
A = f(1; 0; 2); (0; 1; 1); (2; 1; 5); (1; 1; 3); (1; 2; 1)g
A = f(1; 1; 0); (2; 2; 0); (2; 4; 1); (5; 9; 2); (7; 13; 3); (1; 2; 1)g

Exercice 9.

a. D�eterminer le sous espace vectoriel engendr�e par A:
A = f(1; 2; 1; 0); (3;�4; 5; 6); (2;�1; 3; 3); (�2; 6;�4;�6)g
A = f(1; 0; 1; 2;�1); (0; 1;�2; 1; 3); (2; 1; ; 0; 5; 1); (1;�1; 3; 1;�4)g
b. En utilisant les op�erations �el�ementaires sur les vecteurs, donner une base
et la dimension de hAi:
A = f(1; 0; 1;�1); (3;�2; 3; 5); (2;�1; 2; 2); (5;�2; 5; 3)g
A = f(1; 0; 1; 2;�1); (0; 1;�2; 1; 3); (2; 1; 0; 5; 1); (1;�1; 3; 1;�4)g
A = f(1; 2; 0; 1; 0); (2; 4; 1; 4; 3); (1; 2; 2; 5;�2); (�1;�2; 3; 5; 4)g
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Feuille d'exercices 3

Equations di��erentielles lin�eaires.

Exercice 1.

R�esoudre les �equations di��erentielles suivantes:

y
0 � 2y = 0; y

0

+ 2y = t2 � 2t+ 3; ty
0

+ y + ln t = 0

(1 + t2)y
0

+ 4ty = 0; 2ty
0

+ y = tn; n 2 N

(1� t)y
0

+ y =
t� 1

t
; y

0

+ y =
1

1 + ex
; y

0

+ cos t y � sin t cos t = 0

Exercice 2.

R�esoudre les �equations di��erentielles suivantes:

y
00

+ y
0 � 6y = 1� 8t� 30t2; y

00

+ 2y
0

+ y = 2e�t

y
00 � 4y

0

+ 4y = (t2 + 1)et; y
00 � 4y

0

+ 4y = tch 2t

y
00 � 4y

0

+ y = tcos 2t; 2y
00

+ 2y
0

+ y = te�t; y
00

+ y
0

= ( cos t)3

y
00 � 2y

0

+ y = tetsin t; y
00 � 3y

0

+ 2y = (�3t2 + 10t� 7)et

Exercice 3.

Soit (E) l'�equation di��erentielle suivante:

ty
00

+ 2(t+ 1)y
0

+ (t+ 2)y = 0:

En posant z = xy, r�esoudre cette �equation di��erentielle sur R.

Exercice 4.

On consid�ere l'�equation:

y
00

+ 2y
0

+ 4y = tet (E)

a. R�esoudre l'�equation di��erentielle homog�ene associ�e �a (E).
b. Trouver une solution particuli�ere de (E) puis donner l'ensemble de toutes
les solutions de (E).
c. D�eterminer l'unique solution h de (E) v�eri�ant h(0) = 1 et h(1) = 0.
d. Soit f :]0;+1[! R une fonction deux fois d�erivable sur ]0;+1[ et qui
v�eri�e:

t2f
00

(t) + 3tf
0

(t) + 4f(t) = t ln t:
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� On pose g(t) = f(et). V�eri�er que g est solution de (E).
� En d�eduire une expression de f .

Exercice 5.

En utilisant le changement de variable z =
1

y
, r�esoudre l'�equation di��erentielle

suivante:
x2y

0

+ y + y2 = 0:

Exercice 6.

En posant z = y2, r�esoudre y
0

y + y2 =
1

2
e�2x.
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Feuille d'exercices 4

Fonctions de deux variables.

Exercice 1.

Les fonctions suivantes ont-elles une limite en (0; 0)?

a) f(x; y) = (x+ y) sin (
1

x2 + y2
)

b) f(x; y) =
x2 � y2

x2 + y2

c) f(x; y) =
j x+ y j
x2 + y2

d) f(x; y) =
x3 + y3

x2 + y2

e) f(x; y) =
x2 + y2 � 1

x
sin x

f) f(x; y) =
sin (x2) + sin (y2)p

x2 + y2

g) f(x; y) =
x2y

x4 + y2

Exercice 2.

Etudier la continuit�e, l'existence et la continuit�e des d�eriv�ees partielles d'ordre
1 ainsi que la di��erentiabilit�e de la fonction f :

a) f(x; y) = (x2 + y2) sin (
1p

x2 + y2
) si (x; y) 6= (0; 0) et f(0; 0) = 0

b) f(x; y) =
x3 + y3

x2 + y2
si (x; y) 6= (0; 0) et f(0; 0) = 0

Exercice 3.

Soit f la fonction d�e�nie par:

f(x; y) =
xy3

x2 + y2
si (x; y) 6= (0; 0) et f(0; 0) = 0.

a) Montrer que f est de classe C1 sur R2.

b) Montrer que f admet des d�eriv�ees partielles secondes
@2f

@x@y
et

@2f

@y@x
sur

R
2 et que

@2f

@x@y
(0; 0) 6= @2f

@y@x
(0; 0).
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Exercice 4.

Soit f la fonction d�e�nie par:

f(x; y) =
xy(x2 � y2)

x2 + y2
si (x; y) 6= (0; 0) et f(0; 0) = 0.

f est-elle de classe C1, C2?

Exercice 5.

Trouver les valeurs de � 2 R+ pour lesquelles la fonction d�e�nie ci-dessous
est de classe C1 sur R2:

f(x; y) =
j xy j�
x2 + y2

si xy 6= 0 et f(x; 0) = f(0; x) = 0.
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