RECUEIL D’EXERCICES
D’ANALYSE

ING2-ECE-PARIS
2014-2015

EQUIPE DE MATHEMATIQUES DE L’ECE



FEUILLE D’EXERCICES 1
ANALYSE VECTORIELLE

Exercice 1: Trouvez les fonctions f : D C R? — R telles que

1. grad(f) = (y + In(z + 1))i + (z + 1 — )]

1 3,2 2 2 4 2
2. grad(f) = (4z°y” — 3y~ +8)i + (2z"y — 6zy — 1)

3. grm(f): 1—y 2+ )

(r+y+1)2 (z4+y+1)>2

2 2

(
4. grad(f) = (2 ~)
(

(+y)? (z+y)?

Exercice 2 Etablir, a partir des relations de définition, les formules de composition :

grad(f +g) = grad(f) + grad(g)
grad(f.g) = f.grad(g)+ g.grad(f)

Exercice 3

—

1. Ondonne A = e7¥(é, — sin(z)é,), chercher VA
2. Ondonne A4 = z%¢, + yz€y + xye,, chercher V.A

3. On donne A = 522 si1r1(7r—2x)é;g7 calculer V.4 au point x = 1.

—

Exercice 4 Soient les vecteurs A = &, + €y, B = €, +2¢, et C=2¢+ €y :

1. Calculer (A A E) A C et comparer avec A A (B A é)

2. Calculer A. (E A C’) et comparer avec (/Y/\ E) C

—

Exercice 5 Soit un champ de vecteurs, A = (y cos(ax))e;, + (y + e*)e, calculer VAA

Exercice 6 Soient le champ scalaire & : R — R et le champ de vecteurs A4 : R? — R3 définis par
q>(3:7 Y, Z) = 1:2y253 et /_((ZL', Y, z) = gjz;_ y2;+ 2$2yk7



— - - — - —

1. Calculez grad(®), div(A),rot(A), A(®), div(®A), rot(A), rot (grad(®)), div(rot(A)).

2. Vérifier les formules classiques:
R
div(pt) = pdiv(@) + d.grad(p),

rot (pil) = prot (i) + (grad(p)) A i,
rof (grad(p)) =
)

=0
div (ot (i) = 0.

Exercice 7 Exprimer en coordonnées cylindriques (r, 6, z), le vecteur A donné en coordonnées cartésiennes

par:
72

A=yé, + 28, + ———¢

Remarque importante Il n'y a pas unicité du potentiel vecteur. En général, pour effectuer un calcul, on
cherche un potentiel vecteur convenable (on ne les cherche pas tous). Il peut arriver que I'on ajoute des condi-
tions supplémentaires (voir jauge de Lorenz ou jauge de Coulomb en électromagnétisme).

Exercice 8 Soit F' = 227 + 2] + 22k un champ de vecteurs. Calculer div(F) et r_m’(ﬁ) Justifier que F
est un champ de gradient.

Exercice 9 Soit V = (P,Q, R) le champ vectoriel oit P(x,y,2) = x + %, Qlx,y,2) = y+ %,
-y ry
1

R —
(z,y,2) =2 p”

1. Calculez r—o_t)(X_/)) Déduisez-en que V estun champ de gradients (i.e. il existe une fonction réelle

— -—
telle que V' = grad(f)).

— —_—
2. Trouvez f telle que V = grad(f).

Exercice 10 Soit F le champ vectoriel de Q = {(z,y,2) € R%z > 0,y > 0,2 > 0} vers R® défini par

_ —2x23 —2y23 322
F(z,y,z) = ((x2 T y2)2" (22 _‘_312)271+ 2 +y2>

Montrer que F est un champ de gradient, déterminer un potentiel scalaire ®.

Exercice 11 Soit le champ de vecteur F défini par (z,y,2) — (yz, —xy, x> + 2z). Montrer que F est

un champ de rotationnel et trouver un potentiel vecteur de la forme X (z,y, 2)i + Y (z,y, 2)].

Exercice 12 Soit F = (P, Q, R) le champ vectoriel out P(z,y, z) = 22(z — y), Q(z,y, z) = y2(x — z) et
R(Jj‘,y, Z) = Zz(y - :I:)



1. Calculer div(F) et ﬁ)(ﬁ)
2. Trouver G = (X, Y, Z) tel que F = ﬁ(é) et Z(z,y,z) =0.

Exercice 13 On considere le champ de vecteurs

F= 32243y —1)i+ (22 4 32)] + 2yz + 1)k

1. Montrer que F dérive d’un potentiel scalaire.

2. Trouver un potentiel dont il dérive.

Exercice 14 On considere le champ de vecteurs

défini sur
Q={(z,y,2) €ER*%2 >0,y >0,z >0}
1. Montrer que F dérive d’un potentiel scalaire.

2. Trouver un potentiel dont il dérive.

Exercice 15 Soit V = (P,Q, R) le champ vectoriel ou
P(z,y,2) =1-2* Q(x,y,2) = f(y) et R(z,y,2) = 2z — y)z,
ot f est une fonction continfiment dérivable. On suppose que V est un champ de rotationnels et que
£(0) = 0.
1. Déterminez f(y).

— — — —
2. Trouvez W = (X,Y,Z) t.q V =rot(W)ettq X(z,y,0) =0, Y (x,y,0) =0, Z(z,y,2) = 0.

Exercice 16 Déterminez une fonction ¢ : R — R tel que le champ de vecteurs
G = (14 22)p(2)i + 2zyo(x)] — 32p(x)k,

dérive d’'un champ de rotationnel. Déterminez un potentiel vecteur F (i.e. r_ot)(ﬁ) = @) sur R3 en lui
imposantﬁJ_ ke < ﬁ,k‘ >=0.

Exercice 17 Déterminez les applications f : R} xR% — R continiment dérivales telles que gr;i( f)=
In(z)+y—1 In(x)

( 2y T xy? )

Résolvez I'équation différentielle (x Inz)y + (In(z) +y — 1)y = 0.




FEUILLE D’EXERCICES 2
INTEGRALES MULTIPLES (DOUBLES, TRIPLES)

Exercice 1 On pose R = [0, 1] x [0, 1]. Calculer les intégrales suivantes:

1) / /R (23 + %) dady 2) / /R ye™ dxdy 3) / /R (zy)? cos 2® dady

4) //R In[(z + 1)(y + 1)] dzdy 5) //R(xmy") dady, ottm,n > 0 6) //R sin(z + y) dady

Exercice 2 Soit D la région du plan bornée par les axes des z et des y positifs et la droite 3z + 4y = 10.
Calculer // (2% + 9?) dxdy.
D

Exercice 3 Calculer les intégrales doubles / / f(z,y)dzdy dans les exemples suivants,
D

L. f(x,y): xg?j_lvD:{@:vy) €R27 x 20, x2+y2 < 1}~

2. f(z,y) = 2%y, D = {(x,y) €R? y >0, 22 +¢y* — 22 <0}

3. f(x,y)Zﬁylﬂ?D:{(w,y) ER* z>0,y>0,1<a2”+y* <4}

Exercice 4 Calculer l'intégrale double / / y?v/x dxdy ott D est I'ensemble des (z,y) avec z > 0,
D

y>azlety < 10 — 22,

Exercice 5 Calculer I'intégrale double : / / xy dx dy si
D

1)D={(z,y) €eR%,2>0,y>0, z+y <1}

2 2

T Y
Z)D:{(%y)ER279€ZO,y20,?+bf2_1§()}.
22 g

3) D = {(z,y) € R?, St 10k

4) D est la partie du plan limitée par les paraboles d’équation : y = 22 et z = y°.

Exercice 6 Calculer / / f(z,y) dedy dans chaque cas suivant:
D

5



1) fz,y) = e?" v et Dest le disque unité. (coordonnées polaires)
2) f(z,y) =z +yetDestlarégionbornéepar0 <y <zet0 <z <1

3) f(z,y) =xyetDest[0,1] x [1,2].

4) f(z,y) = etD = [0,1] x [0, 1].

5) f(z,y) = (z? + yQ)% et D est le disque de rayon 2.

Exercice 7 Calculer / / /B f(z,y, z) dedydz dans chaque cas suivant:
1) f(z,y,2) = 22ye™* et B=[0,1]?

2) f(z,y,2) =22 et B={(z,y,2) e RN\ 2?2 +1? <1, 0< 2 < 1}

3) flw,y,2) =a?zet B={(n,y,2) e R3\ 22 +¢y? <22, 0< 2 < 1}
Exercice 8 Calculer / / / f(z,y, 2) dedydz dans chaque cas suivant:
B

D) f(z,y,2) = (z+y+2)?etB={(z,y,2) € R® 2* +y* + 22 < R*}, R€ R’ fixé.
2) f(z,y,2) = B+ 2y + 2)% et B= {(z,y,2) € R, 922 + 4y* + 2? < 1}
3)f(x,y,z):zetl3:{(:z:,y,z) ER3, 22+ 2 <22 22+ + 22 <1, 220}

Exercice 9 Calculer les intégrales triples suivantes

1. /// (14 x)dxzdydz ot D est délimité parlesplansz +y+ 2= 1,2 =0,y =0etz = 0.
D

2. /// 23y? zdzdydz ou D = {(:E,y,z) ERNO<2<1,0<y<z,0<z2< :Uy}
D

3. /// z2dxdydz ot D est délimité par z2 + y? + 22 < 1.
D

4, /// zdxdydz o D = {(:U,y,z) cRN0<z< %,x <y<22,0<2< /1 — a2 —yQ}.
D

2 2
5. /// zdzdydz ou D = {(z,y, z) €R3\%+yz+z2 <1,z >0}.
D



Exercice 10 Calculer le volume du solide déterminé par 22 +y?+22<10etz> 2.
Exercice 11 Calculer / / / f(z,y, z)dxdydz dans chaque cas suivant:
w

1) f(z,y,2) = 2% +y> + 22 et W est le solideborné parz +y + 2 = 1,2 =0,y =0et 2 = 0

2) f(x,y,z) = z et W est le solide borné parx =0,y =0,2=0,z=letparz? +y>=1,2>0,y >0
3) f(z,y,2) =zetW = {(z,9,2) €ER},2>0,y>0,2>0, v+y+2<a}.

Exercice 12 Trouver les volumes des solides .S suivants:

1) S est borné par z = 22 + y? et par z = 10 — 22 — 2y?

2) S est la région commune aux cylindres 22 +1y% < a’eta?+ 2% <d’

Exercice 13 Calculer les intégrales triples :

2 2 2
1)/// xyzdx dydz avec D = {(z,y,2) €R3, >0,y >0, z >0, %4—?;—2—&—2—2—150}.
D a C

2)/// 2?drdydz avec D = {(z,y,2) € R®, 22 +4* < R* 0<z < h}.
D

D

/22 442 + 22
Exercice 14 Intégrer 2”9 sur le cylindre z?2 +y% <4,2<2<3.

Exercice 15 Intégrer 22 + y? + 22 sur 22 + y? < 2et -2 < 2 < 3.

Exercice 16 Calculer / / / (2* +y* +2%) %Bda:dydz ou S est la couronne sphérique centrée en l'origine
S
derayon 0 < b < a.

2 2 2

Exercice 17 Calculer le volume de I'ellipsoide % + ?;—2 + — < 1,0uq, bet c sont positifs.
a c

Exercice 18 Trouver le volume du domaine délimité par

Da?+y?=hzetz=h, 2Qyu=z’y=1,24+y+z=3etz=0, 3)2z=a’+y’etaz’+y’>+2%2=3.



FEUILLE D’EXERCICES 3
INTEGRALES CURVILIGNES

Exercice 1 Soit / xdx + y*dy + z3dz avec C paramétrée par c. Evaluer l'intégrale curviligne de la

c
forme diffrentielle zdx + y2dy + 23dz dans les cas suivants:

1) c(t) = (t,t,1),t €[0,1]  2)c(t) = (cost,sint,0),t € [0,7]  3) c(t) = (t2,3t,2t%),t € [-1,2]

Exercice 2 Calculer / (x —y)dx + (z+y)dy ot C désigne le demi-cercle supérieur orienté dans le sens
c
direct.

Exercice 3 Calculer les intégrales curvilignes / w dans les cas suivants:
c

a) w = (v — y3)dz + 23dy et C est le cercle d’équation 22 + y? = 1 parcouru une fois dans le sens
positif.

b) w = zy’dy — yz’dz et C estle cercle 22 + y?> — 2y = 0 parcouru une fois dans le sens direct.

2?44y —4=0

Y >0 et parcourue dans le sens

) w = z?dy+y?dx, et C est la demi-ellipse définie par {

indirect.

d) w= ;g _T_ 32 dx+ ; i 32 dy et C est le contour du carré ABCD, ou A(1,1), B(-1,1), C(-1,-1) et D(1,-1).

22 +y?—2:<0

e) w = ydx + 2xdy et C est le contour du domaine défini par { 22 4y — 2y < 0

Exercice 4 Evaluer chacune des intégrales curvilignes suivantes:

1. / xdy + xy®dx, avec C paramétrée par c définie par c(t) = (cost,sint), t € [0, 27].
c
2. / xdx + ydy avec C paramétrée par c définie par c(t) = (coswt,sinnt), t € [0,2].
c
3. | xdx +ydy ou C est constituée des 2 arcs d’équations paramétriques y = 2% et z = y? joignant
c
les points (0,0) a (1, 1,) dans le sens direct.

4, / yzdr + xzdy + xydz, ou C est constituée des 3 segments joignant (1,0,0) a (0,1,0) a (0,0,1)

1
dans le sens direct.

2 .2
5. /yda: —zdy,ouC = {(z,y) € ]Rz\z—2 + Z—2 = 1} et C parcouri dans le sens direct.
C



Rappel

e Une forme différentielle w = P(z,y)dz + Q(z,y)dy de R? (respectivement w = P(z,y, z)dz +
Q(z,y,2)dy + R(z,y, 2)dz de R?) est dite fermée si les dérivées croisées sont égales, c’est-a-dire

P
orP _0Q : . e - ) Ry’ =
que 87/ = or (respectlvement si les dérivées croisées sont égales,i.e.tot | Q | = 0 )
R

e Une forme différentielle w = P(x,y)dr+Q(z,y)dy de R? (resp. w = P(x,y, z)dz+Q(x,y, z)dy+
R(z,y,z)dz de R?) est dite exacte s'il existe une application f : R? — R (resp. f : R® — R ) telle

af of of
_—= P _— = L — =
que 5o =P 5 Q (etresp 5 R)

Exercice 5 Soit w = y?(sin x + x cos x)dx + 22y sin zdy.

1. Montrez que cette forme est fermée sur tout le plan.

2. Déterminez une fonction f(z,y) telle que w = df (on dit que w est exacte).

3. Calculez I = / w, ou I est le segment allant de (0,0) a (g, 1).
r

4. Calculez I, = / w, ou I est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.
r

Exercice 6 Soit w = (3z2y + 2y?)dx + (2 + 4xy)dy

1. Montrez que cette forme est fermée sur tout le plan.

2. Déterminez une fonction f(z,y) telle que w = df.

3. Calculez I = / w, ou I est le segment allant de (0,0) a (1, 1).
r

4. Calculez I, = / w, ou I est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.
r

Exercice 7 Déterminer les cercles du plan le long desquels l'intégrale curviligne / w ,avec
r

w = z2dy + ydz,

est nulle.

Exercice 8

(1,1)
1. Montrer que I = / (zdy + ydz) ne dépend que des extrémités de 1'arc.
(0,0)

2. Vérifiez ce résultat par le calcul de I sur les arcs de courbes y = z, y = 22, y? = .



FEUILLE D’EXERCICES 4
INTEGRALES DE SURFACES

Exercice 1 Calculer les intégrales de surface

2 // zye™dS avec S = {(x,y,2) e R\ a? +¢y* =1,0< 2 < 1,2 > 0,y > 0}
S

<z<1}

N |

b) // In(2)dS avec S = {(z,y,2) € R¥\ 2? + > + 22 =1,
S

Exercice 2 Soit S = {(x,y, 2) € R\ 22 + y? + 22 = R?} une sphere de rayon R, Calculer son aire (en
utilisant les coordonnés sphériques).

Exercice 3 Calculer l'aire de 1'ellipse.

Exercice 4 Calculer le moment d’inertie d"un triangle rectangle de c6té a et b par rapport a son som-
met droit.

Exercice 5 Soient F(z,vy,2) = (y, —z,7%) et ¥ = {(z,y,2) € R®: 22 = 22 + y? et 0 < 2 < 1}. Calculer
le flux passant a travers X.

Exercice 6 Calculer le flux du champ de vecteurs 1_/(:5, y,2) = (x,y,—=z) a travers la demi-sphere
2? +y? + 2% = R?

orienté vers l'intérieur.
z>0

d’équation {

Exercice 7 Calculez la circulation du champ de vecteurs V= (y — 2,2z —x,x —y) le long de l'ellipse

2 2 _
5:{x+y =

etr — 1 (aprés avoir précisé le sens de parcours choisi).

1. directement

2. en utilisant la formule de Stokes.

Exercice 8 Calculez le flux a travers la surface C orienté selon I’axe (Oz) et déterminée par 1'ellipse

1,2 y2

d’équations ¢ 2 t v L(otta>0etb>0) 4, champ de vecteurs de R?
z = 0
—
1. V(z,y,2) =(1,2,3).
2. W/(az,y,z) = (z,y,22).

10



Exercice 9 Soit & = {(x,y,2) € R3\ 2 = 6 — 3z — 2y; x,y, z > 0}. Soit F' = (z,y,2) = (0, 2, ). Calculer
le flux qui passe par cette surface.

Exercice 10 (Intégrales de surface de fonctions scalaires) Calculer chacune des intégrales suivantes:

1) / / zdS ou S est I'hémisphere supérieure de rayon 2.
s

2) // (x +y+ z)dS o1 S est la spheére unité.
S

3) // 2dS ot S est la surface z = 22 + 2, 22 + 9% < 1.
S

Exercice 11 Calculer // rot(F).dS, ott F = (y, —x, 22%y?) et S est la surface
s

22+ 9?4+ 322 =1, 2 < 0. (7 est le vecteur unitaire normal pointant vers le haut).

Exercice 12 Calculer // rR(F).dS, ou F = (2% +y—4,3zy, 2x2+22%) et S est la surface 22 +y? + 22 =
S

16, z > 0. (n est le vecteur unitaire normal pointant vers le haut).
Exercice 13 Calculer / / F.dS,avec F = (3zy?, 322y, 23) et S est la sphere unité.
S

Exercice 14 Soita > 0, b > 0 et ¢ > 0. On considere la demi-ellipsoide supérieure

2 2 2
x Y z
S:{(xvyaz)6R37?+b72+672:17220}

avec l'orientation déterminée par la normale dirigée vers le haut. Calculer / / F.dSouF = (23,0,0).
S

Exercice 15 Soit S la demi-sphere {(z,y,z) € R3, 2% + y*> + 2% = 1,z > 0} orientée par la normale

extérieure. Calculer g F.dS dans les cas suivants:

1) F = (z,y,0)

2) F = (y,,0)

Pour ces deux cas, calculer (E(F)) dSet [ F.dSouC estle cercle unité dans le plan xy traversé

dans le sens contraire des aiguilles (vu de I’axe des z positifs). On notera que C est la frontiére de S.

11



FEUILLE D’EXERCICES 5
THEOREMES D’ ANALYSE VECTORIELLE

Théoréme de Stokes

Exercice 1 Soit S la surface définie par S = S; U Sy, ou S; est la surface 22 +1y2=1,0<z<1letS
estlasurface 7?2 + 2 + (z —1)2=1,2 > 1.

Soit F = (zx + 2%y + x, 23yx + y, 2*2?). Calculer // (rot(F)).dS.
s

Exercice 2 Calculer // (H(F)).ds, ou S est la portion de surface définie par 22 + y2 + 2% = 1,
S
r+y+z>1letF = (z,y,2).

Exercice 3 Calculer // (ﬁ(F)).dS, ouSestz? +y?>+22=1,2>0,et
s

F= ($37 _y37 0)

Exercice 4 Calculer // (r_o‘E(F)).dS, ou S est 22 + y? + 222 = 10, et F = (sin(xy), €%, —yz).
S

Théoréeme de Green

Exercice 5 Soit F' = (23, y3, 2%). Calculer le flux de F sur la sphére unité.

Exercice 6 Soit € le cube unité (premier octant). Calculer / / F.dS (de deux manieres) dans les cas
onN

suivants:
1)F: (x,y,z), 2)F: (Llal)v 3)F: (51527552322)

Exercice 7 Soit F' = (z,y, zz). Calculer / / F.dS dans les régions (2 suivantes:
o9

Da*+y*<z<1

Dr?+y?<z<letzx>0

3):1:2+y2§z§1et3:§0

Exercice 8 Idem que l'exercice précédent avec F' = (x —y,y — 2,z — x).

12



FEUILLE D’EXERCICES 6
RESOLUTION D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Exercice 1 Résoudre a 'aide des coordonnées polaires les équations aux dérivées partielles:

of of
Hy— —x=—=0.
)yaw x@y 0

0 0
2) a:—f —i—y—f =2+ 92
Ox oy

Exercice 2 Résoudre les équations aux dérivées partielles:

2
1) gx]; = 0 avec f une fonction des variables réelles x et y.
0% f
0xdy

2) = 0 avec f une fonction des variables réelles z et y.
03f

3 0x0yoz

= 0 avec f une fonction des variables réelles z, y et z.

Exercice 3 Soit f une fonction réelle des variables réelles = et y. Résoudre 1’'équation aux dérivées
partielles

rr_of
oz Oy?
en utilisant le changement u = %—l—y etv =" ; Y.

Exercice 4 Soit f une fonction réelle C? de la variable réelle u. On fait le changement de variables
u=y/x (r € R*, y € R) eton pose F(z,y) = f(y/x).

1) Calculer les dérivées partielles secondes de F'.

2) Déterminer les fonctions f vérifiant :

PP OPF_

OF O°F  OF 0*F
502 + 0 = 0 b) =

a) oy 0 0z 0

Indication. |l sera trés utile de connaitre les formules de changement de variables
Of _OFdu  OF 0
or Oudxr Ov Oz
Of _OFdu  OF v
oy Oudy Ovdy

f(z,y) = Fu(z,y),v(z,y)) =

13



Exercice 5 Résoudre les équations aux dérivées partielles du premier ordre suivantes

of

(1): 5~ =2 +y
ox of of
: Trouver les applications f de classe C* solutions de 2— — —— = z*y (on utilisera le changement
(2): T les applicati fdecl C! soluti d 3 3 2y ( ili le chang
€z Y
de variable u = z, v = x + 2y). Méme question pour :
_of of I B oy
(3).x8x+ 3y =0, U=R{ xR, (u=x2,v=12)
(4):ng af =Vat+y!, U=RL xR, (u=% v=2a+y?
(5):xg—y8f—xy U=R{ xR, (u=%v=uxy)
oz y
af of N . , .
6): z s —y= 3y =af,a € R, U =R} x Ren utilisant les coordonnées polaires.
: On veut résoudre A- =0avec A= (a1, - ,a,) € aveca; # Oou aZ on-
(7): O dre A-Vf A R™ #* AVf= f .M

trer qu'il existe une matrice M = (m;;) telle que le changement de variables défini par X; = Z M T
j=1

pour i = 1,--- ,n ramene l'équation précédente a aX =0ou F(Xy, - ,X,) = f(z1, - ,zy,). En

déduire la solutlon générale de I'équation.

Exercice 6
Résoudre les équations aux dérivées partielles du second ordre suivantes

0?2 ?
)5k @) -

?*f  10?
— —Q—f = 0 oll ¢ > 0 est fixé. On utilisera le

Exrecice 7 Trouver f(z,t) de classe C? solutions de 922
x

ot?
changement de variables u = = + ct, v = y — ct. Montrer que F'(u,v) = f(t, z) vérifie

dudv 0
Exrecice 8
2 2
1. Trouver les solutions f : U = R} x R — R de classe C? de a—f + 2zy o + yQa—f =0 (on
Ox? 8m0y oy?

poserau =z etv = ¥).

0? 5 0? 0 0
2. Méme question avec * o J; 83/120 + x8—£ - yai =0avecU = R% x R* (en posantu = Inz,

v = Iny).

0? 20°f _10f
3. Méme questionavec 922 — A4z a2 B T 0,U = R% x R (en posant u = 22—y, v =22 +y).
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FEUILLE D’EXERCICES 7
INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 1 Etudier la convergence des intégrales :

+o0o +oo 1 dl’ 1 dIL‘
e *“d Inz d d B i
a)/ 1—{—902 )/ x, C)/ nz dr, ) i e) Y g

ﬂ/+wap+ax+3

! dx Un(1 + 2)
d ———— h —=d
32+ 1 g)/o r+ x4 Yz’ )/0 T o

+oo 1 _ +o0 1
1)/ i / 1ﬂal:z:, k)/ xsm 1)/ rsin — du,
t 0 1 x
+oo dr +o0o \/E
il v _ = d
m)/z lna:7n)/0 (14 x) dz, 0)/0 1 —sinz’ p)/ “
—+oc0 ) —+oco —+oc0o —+oco lnx
q)/(; SIH( dx? )/ o+ 57 S)/ W? t)/

w\i

Exercice 2 Etudier la convergence et calculer les intégrales :

+o0 00 1—r +oo
/ e sinz dx, / — / dx, / )
0 0 1 +x «'E + CL :C -+ b)

Exercice 3 Soit

Jus

2
l_—/

En considérant la somme I + J, calculer I et J.

s

In (sinzx) dx et J = /2 In (cosx) dz.
0

Exercice 4 Vérifier que les intégrales

—+o00
I:/‘ —Jﬁ——etJ /

sont convergentes toutes les deux. Montrer ensuite que I = 2J = 7.

15
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FEUILLE D’EXERCICES 8
SERIES NUMERIQUES

Exercice 1 Etudier la nature des séries de terme général:

Inn 1
7)*71\/5_
Jn

1 !
Dy = —, 2ty =~ 3) i, = D un = (14
n! n" n

(Inn)

Exercice 2 Etudier la nature des séries de terme général:

(n!)? na™ n+1\n n+a\n’ 9
Y = 2.1 = n — 3 ) R n
tn = (g7 BVen = 5, >0 ( - ) , d)u (n”) (a,b) € R e)u
n—1 n®+n+1 (1
D = gn gy = () B e = sin()
. . . I\n» 1 (™ Arctan(t) 1
n = U - 3 n = — n = — _ 1 n=——
i) u vn —+ Ynj) u (nsmn> K) u e ), 7 dt ) u TG

m) up, = (_le)n n) u, = \(/;1% 0) un:ln<1+ (_T:)—Z) p) UnZ(—l)”Kl—i—%>_n—1 i

Exercice 3 Etudier la convergence et calculer la somme de la série de terme général:

a) up = et v, =

n? —1 n?2 —1

b) u, = ln<cos i) Q) up = L
" on " onvn+ 1+ (n+1)yn

Exercice 4 Etudier la nature de la série dite de Bertrand

Z no‘(l;lln)ﬁ’ (a, B) € R2.

n>2

1) Cas oo = 1. Montrer qu’il y a convergence ssi 3 > 1.
2) Cas a > 1. Convergence.

3) Cas a < 1. Divergence

16




FEUILLE D’EXERCICES 9
SERIES ENTIERES

Exercice 1 Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes:

2" —1)" In(n
DY DY 9 b, HY Lok Y e Y o,

n>1 n>0 n>1 n>1 n>1 n>1

1., " n! n n (=",
7)ZCOS(%)$, 8>ZH 9)2Wx, 10);ln(en+n+l)x' 11)Zln(1+ \/ﬁ)x,

n>1 n>1 n>1 n>1

Exercice 2 Déterminer les rayons de convergence des séries entieres

2 (2n)In?"

n a 2
nop 1 P\n® n noq n/ . n n
@) ;}:gwnx ’ );( ot o) ;Q"n!(?m)!x ’ );)( n+1-Ynj

Exercice 3 Donner le développement en séries entiéres des fonctions suivantes et indiquer les rayons
de convergence.

1 1
1) 1522 2) arctan(x), 3) Nt 4) arcsin(x), 5) e
1 3z — 2 T
6 7 8) sin(3 3 9) In(l - ——~
)35 30 D@3 ) snBr) +zeos@r), 9) In(l - 55—)
+oo
Exercice 4 Calculer le rayon de convergence R et la somme de la série entiere Z n?z". Etudier
n=0

la convergence de la série en + = £R. (Indication: pour calculer la somme on pourra utiliser que
n? =n(n—1) +n).

oo 3n+1
. o LN :1:
Exercice 5 Calculer le rayon de convergence R et la somme de la série entiere 1
n
n=0

Etudier la

convergence de la série en x = +R.

Exercice 6 Développer en série entiéere les fonctions

1 2 T+ 2 4 — 3z
R A

Exercice 7 Déterminer le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction f définie

par
f(z) = In(z* — 5z + 6),

et préciser le rayon de convergence R.
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+oo +o00o
n
Exercice 8 En considérant la série de fonction S(z) = g <§> , calculer g 2%
n=1

n=1

Exercice 9 Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie

par
2

f(x) :arctan<1 — 7 ),

1+ 22

et préciser le rayon de convergence R.

Exercice 10
Montrer qu'’il existe pour les deux équations différentielles suivantes des solutions développables en
séries entieres. Déterminer le rayon de convergence des séries obtenues et calculer leur somme.

1 22y +z(x+1)y —y=0.
2. :cy" + 2y/ 4+ xy = 0.

Exercice 11 Chercher la fonction y développable en série entiére au voisinage de 0, solution de
I’équation différentielle

Y (z) = 22y (x) — 2y(x) = 0,

vérifiant les conditions y(0) = 1 ety (0) = 0.

Exercice 12 Chercher la fonction y développable en série entiére au voisinage de 0, solution de
I’équation différentielle

y" + xy/ +y = 0, vérifiant les conditions y(0) = 1 et y/(O) =0.

Exercice 13

1. Chercher les fonctions y développables en série enitere au voisinage de 0, solution de 1’équation
différentielle
2y —x(r+6)y +3(x+4)y=0

2. Chercher les fonctions y développables en 0, solution de 1’équation différentielle
(1+2%)y" + 22y —2y=2
3. Chercher les fonctions y développables en 0, solution de 1’équation différentielle
2y’ —x(z+4)y +2x+3)y=0
4. Chercher les fonctions y développables en 0, solution de 1’équation différentielle

P?A+a)y —a@+2y +(@+2y=0
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FEUILLE D’EXERCICES 10
SERIES DE FOURIER

fy=t si 0<t<T
Exercice 1 Soit f : R — R, impaire, de période 27 telle que

ft)y=m—1t si <t<n7

wol3

a) Vérifier que f est continue par morceaux et calculer ses coefficients de Fourier.
b) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

¢) En déduire les sommes des séries suivantes :

Exercice 2 Donner le développement en série de Fourier de f, de période 2 telle que f(z) = ™ — |z|
sur | — m; 7).

[o¢] o0
1 1
En déduire les sommes des deux séries suivantes : E —_— g —_—
= 2p+1)? = p+1)

Exercice 3 Donner le développement en série de Fourier de la fonction f, de période 27 telle que
flx)=0 si —7<x<0

flzy=22 si O<zx<m

o o n
o A 1 (=1)
En déduire les sommes des séries suivantes : g —> g 5
n n
n=1 n=1

Exercice 4 On considere la fonction f, 2r-périodique définie par f(x) = sin(z) sur [0, 7] et f(z) =0

sur |7, 2m].

1. Montrer que pour n > 2, b, = 0.

2. Déterminer la série de Fourier de f.

—+o00
o (=17
3. En déduire pEZl 142

2 2

Exercice 5 On considere la fonction f, 2r—périodique définie par f(z) = 2* — n* sur [—, 7
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1. Donner la série de Fourier de f

_1)71
2

—+o00
2. Déterminer g
n=1

—+o00
3. Déterminer E —
n

n=1

Exercice 6 On considere la fonction f, 2r— périodique définie par f(z) = z(m — z) sur [0, 7] et
prolongée par imparité sur [—, 7].

1. Donner la série de Fourier de f.

—+o00o —+oco —+o00o
1)pP 1
2. En déduire E (1)

D P
2p+1)3’z(2p+1)6e gnfi

Exercice 7 On considere la fonction f, 2r—périodique et impaire définie par f(z) = 1 — cos(z) sur
[0,7[et f(z) =0sixz=m.

1. Donner la série de Fourier de f.

-1

2. En déduire Z 1

Exercice 8 Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f de période 27 telle que
f(z) = cos (g) + sin (g) Va €]0, 7]

En déduire la valeur de .

1
Z4n2—1

n=1

Exercice 9 Montrer qu’il existe une suite (a,) telle que Vz € R : |sin(z) |= Z ap sin®(nx)
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