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5.1 Conditionnement d’un problème de valeurs propres

Considérons la matrice d’ordre 4

A(ε) =




0 0 0 ε
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




où ε est un paramètre positif.
En choisissant ε = 0, il est facile de voir que toutes les valeurs propres de A(0) sont nulles.

Par contre, pour ε = 10−4, les valeurs propres de A(10−4) sont toutes de module égal à 10−1.
Et par suite, si on utilise un ordinateur qui effectue les calculs à 10−4 près, alors le nombre
ε = 10−4 peut être remplacé par zéro, et le calcul des valeurs propres de la matrice A(10−4)
peut être entaché d’une erreur absolue de 10−1, ou encore d’une erreur relative ∆λ/∆ε = 103.
On est ainsi en présence d’un problème où une ”petite perturbation” sur les éléments de la
matrice entrâıne une ”grande perturbation” sur les valeurs propres de la matrice. Il est donc
nécessaire de pouvoir mesurer le conditionnement d’un problème de valeurs propres afin de
pouvoir identifier les matrices pour lesquelles le risque de commettre une grande erreur dans
le calcul des valeurs propres existe.

Plus précisément, si on considère le problème suivant :

{
trouver λ ∈ C et x ∈ Cn \ {0} tels que

Ax = λx

alors comment sont situées les valeurs propres de A+ δA par rapport à celles de A, où δA est
une matrice de même ordre que A. La réponse à cette question sera donnée au théorème 5.1
où l’on va considérer des matrices diagonalisables. On donnera au théorème 5.2 un résultat
qui ”améliore” celui du théorème 5.1 dans le cas des matrices symétriques.

Les normes matricielles que nous utilisons dans cette section sont telles que

‖D‖ = max
1≤i≤n

|di|,(5.1)

où D = diag(di)1≤i≤n est une matrice diagonale d’ordre n.

Remarque :
Les normes matricielles subordonnées ‖ · ‖p vérifient la propriété (5.1).

Définition 5.1
Soit A une matrice d’ordre n. On appelle spectre de A, l’ensemble de toutes les valeurs

propres de A, noté Sp(A).

Théorème 5.1 (de Bauer-Fike)
Soit A une matrice d’ordre n et diagonalisable, et soit

P =
{
matrice P d’ordre n et inversible ; P−1AP = diag(λi)1≤i≤n

}
,

où λi, 1 ≤ i ≤ n, sont les valeurs propres de A comptées avec leur ordre de multiplicité.
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Si δA est une matrice de perturbation quelconque (de même ordre que A), alors les valeurs
propres de A + δA sont contenues dans

⋃n
i=1 Di :

Sp(A + δA) ⊂
n⋃

i=1

Di,(5.2)

où

Di = {z ∈ C; |z − λi| ≤ τ(A)‖δA‖}(5.3)

avec τ(A) = inf
P∈P

cond(P ), et cond(P ) = ‖P‖ ‖P−1‖.

Démonstration :
Soit λ une valeur propre de A+ δA. S’il existe j ∈ {1, 2, . . . , n} tel que λ = λj, alors il est

clair que λ ∈ Dj et donc λ ∈ ⋃n
i=1 Di. Supposons dans la suite que pour tout j ∈ {1, 2, . . . , n},

λ 6= λj .

Soit x un vecteur propre associé à λ : (A + δA)x = λx. La matrice (A + δA − λI) est alors
non inversible.
La matrice A étant diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P telle que D =
P−1AP , où D = diag(λi)1≤i≤n. Utilisant le fait que la matrice D−λI est inversible, puisque
λ 6= λi pour i ∈ {1, 2, . . . , n}, on obtient

P−1(A + δA− λI)P = (D − λI) + P−1(δA)P
= (D − λI)(I + (D − λI)−1P−1(δA)P ),

et par suite, puique A + δA− λI n’est pas inversible, on a

det(I + (D − λI)−1P−1(δA)P ) = 0.

Ainsi −1 est une valeur propre de la matrice (D − λI)−1P−1(δA)P , d’où :

ρ((D − λI)−1P−1(δA)P ) ≥ 1.

Il s’en suit, grâce au théorème 1.1, que pour toute norme matricielle ‖ · ‖, on a

‖(D − λI)−1P−1(δA)P‖ ≥ 1

et donc

‖(D − λI)−1‖ ‖P−1‖ ‖δA‖ ‖P‖ ≥ 1.(5.4)

Par ailleurs, on a

(D − λI)−1 =




1

λ1 − λ
©

. . .

© 1

λn − λ




d’où, grâce à (5.1), on obtient

‖(D − λI)−1‖ = max
1≤i≤n

1

|λi − λ| =
1

min
1≤i≤n

|λi − λ| .

Il en découle alors, grâce à (5.4), que

min
1≤i≤n

|λi − λ| ≤ cond(P )‖δA‖,
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et donc, si on note τ(A) = inf
P∈P

cond(P ), on obtient

min
1≤i≤n

|λi − λ| ≤ τ(A)‖δA‖.(5.5)

Soit i0 ∈ {1, 2, . . . , n} tel que min
1≤i≤n

|λi − λ| = |λi0 − λ|. Alors, d’après (5.5), λ ∈ Di0 , où

Di0 est donné par (5.3). Ainsi Sp(A + δA) ⊂ ⋃n
i=1 Di. Ce qui prouve (5.2) et achève la

démonstration.

Définition 5.2
Le nombre

τ(A) = inf
τ∈P

cond(P ) ≥ 1

est appelé conditionnement de la matrice A relativement au calcul de ses valeurs propres.

Remarques :

1) Si la matrice A est symétrique, alors la matrice de passage P est orthogonale, et donc
cond2(P ) = 1. Ainsi

τ2(A) = inf
τ∈P

cond2(P ) = 1.

Les matrices symétriques sont alors les mieux conditionnées vis-à-vis de la recherche de
valeurs propres.

2) Étant donnée la k-ème valeur propre βk de la matrice A+ δA, il résulte de ce qui précède,
qu’il existe au moins une valeur propre αi de A telle que

|αi − βk| ≤ τ(A)‖δA‖.(5.6)

Mais, on ne peut pas affirmer que βk est proche de la k-ème valeur propre αk de A. Le
théorème suivant conduit à un résultat ”plus fort”, dans le cas où les matrices A et δA
sont symétriques, à savoir que précisément la k-ème valeur propre αk de A vérifie l’inégalité
|αk − βk| ≤ ‖δA‖2.

Théorème 5.2
Soit A une matrice symétrique (ou hermitienne) de valeurs propres α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn, et

soit δA une matrice de perturbation symétrique (ou hermitienne). Soient β1 ≤ β2 ≤ . . . ≤ βn

les valeurs propres de la matrice ”perturbée” A + δA. Alors, on a :

|αk − βk| ≤ ‖δA‖2, 1 ≤ k ≤ n,

où ‖ · ‖2 désigne la norme matricielle subordonnée à la norme vectorielle ‖ · ‖2.

Avant de prouver ce résultat, nous énonçons et démontrons le lemme suivant.

Lemme 5.1
Si A est une matrice symétrique de valeurs propres α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn, alors

αi = min
Ei∈Ei

max
x∈Ei\{0}

(Ax, x)

(x, x)
, 1 ≤ i ≤ n(5.7)

où Ei est l’ensemble des sous-espaces vectoriels de IRn de dimension égale à i (dimEi = i).
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Démonstration :
Soit ui un vecteur propre associé à la valeur propre αi. La famille (ui)1≤i≤n forme une

base orthonormée de IRn.
Soit Ui = Vect{u1, u2, . . . , ui}, 1 ≤ i ≤ n, le sous-espace vectoriel engendré par
(u1, u2, . . . , ui). Alors, pour tout x ∈ Ui \ {0}, on a x =

∑i
j=1 γjuj , et par suite

(Ax, x)

(x, x)
=

(

i∑

j=1

γjAuj ,

i∑

k=1

γkuk)

i∑

j=1

γ2
j

=

i∑

j=1

γ2
j αj

i∑

j=1

γ2
j

et donc, on a

∀x ∈ Ui \ {0},
(Ax, x)

(x, x)
≤ αi

puisque αj ≤ αi pour tout j ∈ {1, 2, . . . , i}. Ainsi, on obtient

max
x∈Ui\{0}

(Ax, x)

(x, x)
≤ αi, 1 ≤ i ≤ n.

D’où

min
Ei∈Ei

max
x∈Ei\{0}

(Ax, x)

(x, x)
≤ αi, 1 ≤ i ≤ n.(5.8)

Montrons l’inégalité inverse. Considérons pour cela l’application

ϕ : E −→ IRi−1

x 7→ ((x, u1), (x, u2), . . . , (x, ui−1))

où E est un sous-espace vectoriel (quelconque) de IRn de dimension i. L’application ϕ est
linéaire et on a dim Imϕ ≤ i− 1. Or, dimker ϕ + dim Imϕ = dimE et dimE = i, alors on a
nécessairement dimkerϕ ≥ 1. Et par suite, il existe au moins un élément x̄ ∈ E \ {0} tel que
ϕ(x̄) = 0. Il s’en suit que

x̄ =

n∑

j=i

(x̄, uj)uj =

n∑

j=i

γjuj,

où γj = (x̄, uj). D’où

(Ax̄, x̄)

(x̄, x̄)
=

n∑

j=i

γ2
j αj

n∑

j=i

γ2
j

≥ αi

puisque αj ≥ αi pour tout j ∈ {i, i+1, . . . , n}. Ainsi, on a montré que pour tout sous-espace
vectoriel E de IRn, de dimension i, il existe x̄ ∈ E \ {0}, tel que

(Ax̄, x̄)

(x̄, x̄)
≥ αi.

Et par suite, on a

max
x∈E\{0}

(Ax, x)

(x, x)
≥ αi,

d’où

min
Ei∈Ei

max
x∈Ei\{0}

(Ax, x)

(x, x)
≥ αi, 1 ≤ i ≤ n.(5.9)

Ce qui prouve, grâce à (5.8), l’égalité (5.7) et achève la démonstration.
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Définition 5.3
Le nombre

RA(x) =
(Ax, x)

(x, x)
, x 6= 0

est appelé le quotient de Rayleigh de la matrice A au point x.

Démonstration du théorème 5.2 :
Soient (u1, u2, . . . , un) une base de vecteurs propres de A correspondant aux valeurs

propres αi, 1 ≤ i ≤ n, et (v1, v2, . . . , vn) une base de vecteurs propres de A+δA correspondant
aux valeurs propres βi, 1 ≤ i ≤ n.
Considérons le sous-espace vectoriel Ui = Vect{u1, u2, . . . , ui} de IRn engendré par (u1, u2, . . . , ui)
et le sous-espace vectoriel Vi = Vect{v1, v2, . . . , vi} de IRn engendré par (v1, v2, . . . , vi). Uti-
lisant le lemme 5.1, on obtient :

βi = min
Ei∈Ei

max
x∈Ei\{0}

((A + δA)x, x)

(x, x)
≤ max

x∈Ui\{0}

((A + δA)x, x)

(x, x)
, 1 ≤ i ≤ n.

Et par suite, on obtient

βi ≤ max
x∈Ui\{0}

(Ax, x)

(x, x)
+ max

x∈Ui\{0}

((δA)x, x)

(x, x)
(5.10)

Par ailleurs, (c.f. démonstration du lemme 5.1), on a

αi = max
x∈Ui\{0}

(Ax, x)

(x, x)

et

max
x∈Ui\{0}

((δA)x, x)

(x, x)
≤ max

x∈IRn\{0}

((δA)x, x)

(x, x)
≤ ρ(δA) = ‖δA‖2.

La deuxième inégalité est obtenue en utilisant le lemme 1.1. Il s’en suit, d’après (5.10), que

βi ≤ αi + ‖δA‖2, 1 ≤ i ≤ n.(5.11)

Échangeant les rôles de A et A + δA et de Ui et Vi, on obtient de la même façon

αi ≤ βi + ‖ − δA‖2, 1 ≤ i ≤ n.(5.12)

Le résultat du théorème 5.2 découle alors des inégalités (5.11) et (5.12).

5.2 La méthode de la puissance

On va donner dans cette section la méthode de la puissance qui permet de calculer une
approximation de la valeur propre de plus grand module ainsi que celle d’un vecteur propre
associé à cette valeur propre.

Algorithme de la méthode de la puissance




x(0) donné dans Cn de norme 1
Pour k = 0, 1, . . . calculer

y(k+1) = Ax(k)

x(k+1) =
y(k+1)

‖y(k+1)‖2

λ(k+1) = (x(k))∗Ax(k) = (x(k))∗y(k+1)

(5.13)
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Théorème 5.3
Soit A une matrice carrée d’ordre n, diagonalisable et de valeurs propres λi, 1 ≤ i ≤ n,

comptées avec leur ordre de multiplicité, et vérifiant :

0 ≤ |λ1| ≤ · · · ≤ |λn−1| < |λn|.

Soit (ui)1≤i≤n une base normée de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres λi.
Si x(0) =

∑n
i=1 αiui est tel que αn 6= 0, alors la méthode de la puissance converge au sens

suivant :

lim
k→+∞

λ(k) = λn(5.14)

lim
k→+∞

(
x(k) − βkγun

)
= 0(5.15)

où β =
λn

|λn|
et γ est un nombre complexe de module 1.

Démonstration :
Montrons (5.15). Posons pour cela, z(0) = x(0) et z(k) = Akx(0) pour k ≥ 1. On a alors

x(k) =
y(k)

‖y(k)‖2
=

Ax(k−1)

‖Ax(k−1)‖2
=

Akx(0)

‖Akx(0)‖2
=

z(k)

‖z(k)‖2
.(5.16)

Dans (5.16) la 3-ème égalité peut être démontrée par récurrence sur k.

Par ailleurs, on a

z(k) = Akx(0) =

n∑

i=1

αiA
kui =

n∑

i=1

αiλ
k
i ui

= αnλk
nun +

n−1∑

i=1

αiλ
k
i ui.

(5.17)

D’où

z(k)

λk
n

− αnun =

n−1∑

i=1

αi

(
λi

λn

)k

ui.(5.18)

Or, pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, on a |λi| < |λn|. Et par suite, on obtient

lim
k→+∞

z(k)

λk
n

= αnun(5.19)

et donc

lim
k→+∞

‖z(k)‖2
|λk

n|
= |αn| ‖un‖2 = |αn|,(5.20)

puisque un est de norme égale à 1. Utilisant l’hypothèse αn 6= 0, on obtient, d’après (5.19)
et (5.20) :

lim
k→+∞

z(k)

‖z(k)‖2
|λk

n|
λk

n

=
αn

|αn|
un.(5.21)

En posant β =
λn

|λn|
et γ =

αn

|αn|
, on obtient, grâce à (5.16) et (5.21) :

lim
k→+∞

(
x(k) − βkγun

)
= 0.
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Ce qui prouve (5.15).
Prouvons (5.14). Utilisant (5.16) et (5.17), on obtient

x(k) =
z(k)

‖z(k)‖2
=

1

‖z(k)‖2
λk

n

(
αnun +

n−1∑

i=1

αi

(
λi

λn

)k

ui

)

=
αnλk

n

‖z(k)‖2
un +

αnλk
n

‖z(k)‖2

n−1∑

i=1

αi

αn

(
λi

λn

)k

ui.

(5.22)

Posons

βk
n =

αnλk
n

‖z(k)‖2
et βk

i = βk
n

αi

αn

(
λi

λn

)k

, pour i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.(5.23)

Utilisant (5.20), on obtient
lim

k→+∞
|βk

n| = 1(5.24)

et par suite, d’après (5.23), on a

lim
k→+∞

|βk
i | = 0, 1 ≤ i ≤ n− 1(5.25)

puisque |λi| < |λn| pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.
Par ailleurs, on a, d’après (5.22) et (5.23)

Ax(k) =

n∑

i=1

βk
i Aui =

n∑

i=1

βk
i λiui

et

(x(k))∗ =

n∑

j=1

β̄k
j u∗

j .

Il s’en suit, grâce à (5.13), que

λ(k+1) ≡ (x(k))∗Ax(k) =

n∑

i,j=1

βk
i β̄k

j λiu
∗
jui.

D’où

λ(k+1) = |βk
n|2λn ‖un‖22︸ ︷︷ ︸

=1

+

n∑

i,j=1
(i,j)6=(n,n)

βk
i β̄k

j λiu
∗
jui.(5.26)

En passant à la limite lorsque k → +∞, on obtient, grâce à (5.24) et (5.25)

lim
k→+∞

λ(k) = λn.

Ce qui prouve (5.14) et achève la démonstration.

Définition 5.4
Le facteur de convergence d’une suite (v(k))k qui converge vers v, dans un espace vectoriel

normé, est le nombre défini par

lim
k→+∞

‖v(k+1) − v‖
‖v(k) − v‖ .
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Corollaire 5.1

Sous les hypothèses du théorème 5.3, le facteur de convergence des suites λ(k) et
z(k)

λk
n

générées par l’algorithme (5.13) de la méthode de la puissance, où z (k) = Akx(0), est égal à
|λn−1|
|λn|

.

Démonstration :

On a, d’après (5.18)

z(k)

λk
n

− αnun =
n−1∑

i=1

αi

(
λi

λn

)k

ui.

Posons

e(k) =

n−1∑

i=1

αi

(
λi

λn

)k

ui,

alors, d’après (5.19) et (5.18), e(k) tend vers 0. Puisque

|λi|
|λn|

≤ |λn−1|
|λn|

< 1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

alors e(k) tend vers 0 comme
|λn−1|k
|λn|k

, et par suite on a

lim
k→+∞

‖e(k)‖
‖e(k−1)‖ =

|λn−1|
|λn|

.

Ainsi, le facteur de convergence de la suite
z(k)

λk
n

est égal à
|λn−1|
|λn|

.

De même, utilisant (5.26), on a

λ(k+1) = |βk
n|2λn +

n∑

i,j=1
(i,j)6=(n,n)

βk
i β̄k

j λiu
∗
jui,

et d’après (5.23) on a

|βk
i | = |βk

n|
|αi|
|αn|

|λi|k
|λn|k

,

où |βk
n| −→ 1 et |βk

i | −→ 0, lorsque k → +∞, comme
|λn−1|k
|λn|k

. Ainsi le facteur de convergence

de la suite λ(k) est donné par

lim
k→+∞

|λ(k+1) − λn|
|λ(k) − λn|

=
|λn−1|
|λn|

.

Ce qui prouve le résultat énoncé et achève la démonstration.

5.3 La méthode de la puissance inverse

C’est la méthode de la puissance appliquée à la matrice A−1, qui permet d’obtenir la
valeur propre de plus petit module de A et un vecteur propre qui lui est associé.
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5.3.1 Recherche de la valeur propre de plus petit module

La valeur propre de plus grand module de A−1 est égale à l’inverse de la valeur propre
de A de plus petit module, puisque

max
i

1

|λi|
=

1

min
i
|λi|

.

On applique alors la méthode de la puissance à A−1, puis on inverse la valeur propre trouvée,
pour obtenir la valeur propre de A de plus petit module ainsi qu’un vecteur propre associé.

Cela conduit, en partant de (5.13), à l’algorithme suivant :





x(0) donné dans Cn de norme 1
Pour k = 0, 1, . . . calculer

y(k+1) = A−1x(k)

x(k+1) =
y(k+1)

‖y(k+1)‖2

γ(k+1) =
1

(x(k))∗A−1x(k)
=

1

(x(k))∗y(k+1)

Dans la pratique, on ne calcule pas A−1, mais on résout successivement les systèmes linéaires
Ay(k+1) = x(k), par exemple en ayant factorisé A une fois pour toute sous la forme du produit
de deux matrices triangulaires : A = LU (ou PA = LU lorsque cela est nécessaire).

Algorithme de la méthode de la puissance inverse





x(0) donné dans Cn de norme 1
Pour k = 0, 1, . . . calculer

y(k+1) en résolvant le système Ay(k+1) = x(k)

x(k+1) =
y(k+1)

‖y(k+1)‖2

γ(k+1) =
1

(x(k))∗y(k+1)

(5.27)

On a le résultat de convergence suivant.

Corollaire 5.2
Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres λi, 1 ≤ i ≤ n, vérifiant

0 < |λ1| < |λ2| ≤ |λ3| ≤ · · · ≤ |λn|.

Soit (ui)1≤i≤n une base normée de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres λi. Si
x(0) =

∑n
i=1 αiui est tel que α1 6= 0, alors la méthode de la puissance inverse converge :

lim
k→+∞

γ(k) = λ1.

Démonstration :
Il suffit d’appliquer le théorème 5.3 à la matrice A−1.
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Remarques :

1) Le facteur de convergence de la méthode de la puissance inverse est égal à

1
|λ2|
1

|λ1|
=
|λ1|
|λ2|

(il suffit d’appliquer le corollaire 5.1 à la matrice A−1).

2) La ”direction” du vecteur x(k), défini dans (5.27), converge vers une direction propre
associée à la valeur propre λ1.

5.3.2 La méthode de la puissance inverse avec translation

Elle permet d’obtenir la valeur propre la plus proche d’un nombre donné.

Soit µ un nombre donné. Considérons la matrice (A − µI) obtenue à partir de A par la
”translation −µI” (shift en anglais). On applique l’algorithme (5.27) de la méthode de la
puissance inverse à la matrice (A−µI). Le plus grand module des valeurs propres de (A−µI)−1

est
1

min
i
|λi − µ| , où les λi sont les valeurs propres de A.

Algorithme de la méthode de la puissance inverse avec translation





x(0) donné dans Cn de norme 1
Pour k = 0, 1, . . . calculer

y(k+1) en résolvant le système (A− µI)y(k+1) = x(k)

x(k+1) =
y(k+1)

‖y(k+1)‖2

γ̃(k+1) = µ +
1

(x(k))∗(A− µI)−1x(k)
= µ +

1

(x(k))∗y(k+1)

(5.28)

On a le résultat de convergence suivant.

Corollaire 5.3
Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres λi, 1 ≤ i ≤ n. Soit (ui)1≤i≤n une

base normée de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres λi.

Si λi0 est la valeur propre de A la plus proche de µ avec de plus

|λi0 − µ| < |λi − µ|, pour λi ∈ Sp(A) \ {λi0},

et si x(0) = αi0ui0 +

n∑

i=1
i6=i0

αiui est tel que αi0 6= 0, alors la méthode de la puissance inverse

avec translation converge :

lim
k→+∞

γ̃(k) = λi0 .

Démonstration :

Il suffit d’appliquer le théorème 5.3 à la matrice (A− µI)−1.
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Remarques :
1) Soit λi0 la valeur propre de A la plus proche de µ et soit λi1 la seconde plus proche

valeur propre de µ. Le facteur de convergence de la méthode de la puissance inverse avec
translation est alors égal à

|µ− λi0 |
|µ− λi1 |

(il suffit d’appliquer le corollaire 5.1 à la matrice (A− µI)−1).
2) La ”direction” du vecteur x(k), défini dans (5.28), converge vers une direction propre

associée à la valeur propre λi0 (la plus proche de µ).

5.4 La méthode de Jacobi

Cette méthode s’applique aux matrices réelles et symétriques d’ordre n. Elle permet
d’obtenir une approximation de toutes les valeurs propres et de tous les vecteurs propres.

Avant de décrire la méthode de Jacobi, nous allons donner son principe.
La matrice A étant symétrique, alors elle est diagonalisable. Et par suite, il existe une

matrice orthogonale O telle que OT AO soit diagonale :

OT AO = diag(λ1, λ2, . . . , λn),

où les nombres λi, 1 ≤ i ≤ n, sont les valeurs propres de la matrice A, comptées avec
leur ordre de multiplicité. Rappelons que les vecteurs colonnes de la matrice O forment un
ensemble orthonormal de vecteurs propres, le i-ème vecteur colonne étant un vecteur propre
associé à la valeur propre λi.

Partant de la matrice A0 = A, la méthode de Jacobi consiste à construire une suite (Qk)k
de matrices orthogonales, en s’arrangeant pour que la suite de matrices

Ak+1 = QT
k+1AkQk+1,

encore symétriques, converge vers une matrice diagonale D ayant les mêmes valeurs propres
que la matrice A. Notons au passage que toutes les matrices Ak admettent les mêmes valeurs
propres qui sont celles de A, puisque

det(Ak+1 − λI) = det(QT
k+1AkQk+1 − λI)

= det(QT
k+1(Ak − λI)Qk+1)

= det(Ak − λI),

(5.29)

car Qk+1 est orthogonale. Par ailleurs, on a :

Ak = QT
k Ak−1Qk = QT

k QT
k−1Ak−2Qk−1Qk = . . . =

= QT
k QT

k−1 . . . QT
1 AQ1Q2 . . . Qk,

(5.30)

et si l’on pose
Ok = Q1Q2 . . . Qk,

alors on obtient :
Ak = OT

k AOk.

Ceci montre que, si en plus de la convergence de Ak vers une matrice diagonale D, la suite de
matrices orthogonales (Ok)k converge vers une matrice orthogonale O, alors on a D = OT AO,
et les vecteurs colonnes de O forment une base orthonormée de vecteurs propres de A.



96 CHAPITRE 5. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

Le principe de chaque transformation :

Ak −→ Ak+1 = QT
k+1AkQk+1

est d’annuler un coefficient non diagonal de Ak, par exemple celui de plus grand module. À
cause de la symétrie de Ak, en fait, on en annule deux. Reste à savoir comment choisir les
matrices Qk. Pour cela, commençons par donner le résultat suivant.

Théorème 5.4
Soient p et q deux entiers tels que 1 ≤ p < q ≤ n et θ ∈ IR, auxquels on associe la matrice

orthogonale

Ω =

p q
↓ ↓

p→

q →




1 · ·
· · © · ©

1 · ·
· · · cos θ · · · sin θ · · ·

· 1 ·
© · · · ©

· 1 ·
· · · − sin θ · · · cos θ · · ·

· · 1
© · © · ·

· · 1




(5.31)

Ωpp = Ωqq = cos θ, Ωpq = −Ωqp = sin θ,

Ωii=1, si i 6= p et i 6= q,
Ωij = 0, si i 6= j, (i, j) 6= (p, q) et (i, j) 6= (q, p).

1) Si la matrice A = (aij)1≤i,j≤n est symtérique et si B = ΩT AΩ, alors B = (bij)1≤i,j≤n

est symétrique ; et on a
n∑

i,j=1

(bij)
2 =

n∑

i,j=1

(aij)
2.(5.32)

2) Si apq 6= 0, alors il existe un unique θ ∈] − π

4
, 0[∪]0,

π

4
[ tel que bpq = 0, et θ est

déterminé par

cotg2θ =
aqq − app

2apq
.(5.33)

De plus, on a dans ce cas
n∑

i=1

(bii)
2 =

n∑

i=1

(aii)
2 + 2(apq)

2.(5.34)

Démonstration :
1) Il est clair que la matrice B = ΩT AΩ est symétrique lorsque A est symétrique.

Montrons (5.32). On a

n∑

i,j=1

(bij)
2 =

n∑

i=1

n∑

j=1

bijb
t
ji =

n∑

i=1

(BBT )ii = tr(BBT )

= tr(ΩT AΩΩTAT Ω) = tr(ΩT AAT Ω)

(5.35)



La méthode de Jacobi 97

puisque Ω est orthogonale. Or pour deux matrices A et C quelconques, on a toujours
tr(AC) = tr(CA). Il s’en suit, grâce à (5.35), que

n∑

i,j=1

(bij)
2 = tr(ΩT AAT Ω) = tr(ΩΩT AAT ) = tr(AAT ).

Utilisant le fait que

tr(AAT ) =

n∑

i=1

n∑

j=1

aija
t
ji,

et que A est symétrique, on obtient

n∑

i,j=1

(bij)
2 =

n∑

i,j=1

(aij)
2.

Ce qui prouve (5.32).

2) Puisque B = ΩT AΩ, alors utilisant la forme particulière de la matrice Ω, on obtient

(
bpp bpq

bqp bqq

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) (
app apq

aqp aqq

) (
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.(5.36)

Or la matrice

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
étant orthogonale, alors le même raisonnement qu’en 1)

nous conduit au résultat suivant :

b2
pp + b2

qq + 2b2
pq = a2

pp + a2
qq + 2a2

pq.(5.37)

Par ailleurs, utilisant (5.36), on obtient

bpq = bqp = apq cos 2θ +
app − aqq

2
sin 2θ.(5.38)

Si apq 6= 0 et si on choisit θ tel que

cotg2θ =
aqq − app

2apq
,(5.39)

alors, d’après (5.38), on a bpq = 0.

Utilisant la forme particulière de Ω, on obtient, pour i 6= p et i 6= q, aii = bii. Et par suite,
grâce à (5.37), on obtient, pour θ vérifiant (5.39) :

n∑

i=1

b2
ii =

n∑

i=1
i6=p,q

b2
ii + b2

pp + b2
qq =

n∑

i=1
i6=p,q

a2
ii + a2

pp + a2
qq + 2a2

pq.

Ainsi, on a
n∑

i=1

b2
ii =

n∑

i=1

a2
ii + 2a2

pq.

Ce qui prouve (5.34).

Pour finir la démonstration, notons que l’existence de θ vérifiant (5.39) est unique dans

]− π

4
, 0[∪]0,

π

4
[.
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Commentaires :

1) Soit B = ΩT AΩ, où Ω est la matrice donnée par (5.31). Ω n’est autre que la matrice de
rotation d’angle θ dans le plan engendré par le p-ème et q-ème vecteur de la base canonique.
Les coefficients bij de la matrice B sont donnés par :





bij = aij, pour i 6= p, q et j 6= p, q

bpj = apj cos θ − aqj sin θ, pour j 6= p, q

biq = aip sin θ + aiq cos θ, pour i 6= p, q

bpp = app cos2 θ + aqq sin2 θ − apq sin 2θ

bqq = app sin2 θ + aqq cos2 θ + apq sin 2θ

bpq = apq cos 2θ +
app − aqq

2
sin 2θ

(5.40)

Si apq 6= 0, on choisit θ ∈]− π

4
, 0[∪]0,

π

4
[ tel que bpq = 0, et θ est donné par cotg2θ =

aqq−app

2apq
.

Pour calculer les autres coefficients bij de la matrice B = ΩTAΩ, pour ce choix de θ,
on a besoin de calculer cos θ et sin θ. En fait, il n’est pas nécessaire de calculer θ, seules
interviennent les valeurs des fonctions trigonométriques en θ.

Posons ξ =
aqq−app

2apq
= cotg2θ et t = tgθ. Alors t est solution de l’équation

t2 + 2ξt− 1 = 0.(5.41)

Ainsi, pour déterminer t, il suffit de résoudre l’équation (5.41) et de choisir la racine de plus
petit module lorsque ξ 6= 0. Puisque t = tgθ, alors on a

cos θ =
1√

1 + t2
et sin θ =

t√
1 + t2

(si ξ 6= 0).

En fait, si ξ 6= 0, on a t = −ξ + (signe ξ)
√

1 + ξ2 et si ξ = 0, on choisit t = 1.

Les formules (5.40) deviennent alors, en posant c = cos θ = 1√
1+t2

et s = sin θ = t√
1+t2

:





bij = aij, pour i 6= p, q et j 6= p, q
bpj = capj − saqj, pour j 6= p, q
biq = saip + caiq, pour i 6= p, q
bpp = app − tapq

bqq = aqq + tapq

bpq = 0

(5.42)

2) À chaque étape k de la méthode de Jacobi, on choisit donc pk et qk (pk < qk) tels que
(Ak)pkqk

6= 0. L’angle θk est donné par le théorème 5.4, i.e. vérifiant

cotg2θk =
(Ak)qkqk

− (Ak)pkpk

2(Ak)pkqk

,

et la matrice Qk+1 est alors la matrice Ω définie par (5.31), avec p = pk, q = qk et θ = θk.
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5.4.1 La méthode de Jacobi classique

La méthode de Jacobi classique consiste à choisir (pk, qk) avec pk < qk tels que (Ak)pkqk

soit un coefficient (non diagonal) de plus grand module de la matrice Ak :

|(Ak)pkqk
| = max

1≤i<j≤n
|(Ak)ij | .(5.43)

Ainsi, partant de A0 = A, une itération de la méthode de Jacobi classique consiste à :





déterminer (pk, qk) vérifiant (5.43) ;

déterminer la matrice orthogonale Qk+1 définie par
Qk+1 = Ω,

où Ω est donnée par (5.31) avec θ = θk, p = pk et q = qk,
et où θk est donnée par

cotg2θk =
(Ak)qkqk

− (Ak)pkpk

2(Ak)pkqk

;

calculer Ak+1 = QT
k+1AkQk+1; (le coefficient (Ak+1)pkqk

= 0).

(5.44)

Pour calculer Ak+1 = QT
k+1AkQk+1 dans l’algorithme (5.44), on ne calcule pas ex-

plicitement la matrice Qk+1, mais on utilise les formules (5.42) appliquées à A = Ak,
B = Ak+1 = QT

k+1AkQk+1 et θ = θk.

Avant de donner un résultat de convergence de la méthode de Jacobi classique, nous
donnons quelques résultats intermédiaires. Posons

Ak = Dk + Bk(5.45)

où Dk est la matrice diagonale formée par les coefficients diagonaux de Ak.

Proposition 5.1
La matrice Bk donnée par (5.45), vérifie

lim
k→+∞

Bk = 0, dans Mn(IR)(5.46)

Démonstration :
On a (Bk)ij = (Ak)ij si i 6= j, et (Bk)ii = 0. Puisque Ak+1 = QT

k+1AkQk+1, où Qk+1 est
définie par (5.44), alors, utilisant le théorème 5.4, on obtient

n∑

i,j=1
i6=j

(Ak+1)
2
ij =

n∑

i,j=1

(Ak+1)
2
ij −

n∑

i=1

(Ak+1)
2
ii

=

n∑

i,j=1

(Ak)
2
ij −

n∑

i=1

(Ak)
2
ii − 2(Ak)2pkqk

,

(5.47)

et par suite, on a
n∑

i,j=1
i6=j

(Ak+1)
2
ij =

n∑

i,j=1
i6=j

(Ak)2ij − 2(Ak)
2
pkqk

.(5.48)

Or, par construction, on a

|(Ak)ij | ≤ |(Ak)pkqk
| , pour i 6= j,
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d’où, grâce à (5.48), on obtient

n∑

i,j=1
i6=j

(Ak+1)
2
ij ≤ (1− 2

n2 − n
)

︸ ︷︷ ︸
=α

n∑

i,j=1
i6=j

(Ak)
2
ij .

Comme |α| < 1, alors on a nécessairement

lim
k→+∞

n∑

i,j=1
i6=j

(Ak)
2
ij = 0.

Et par suite , on a

lim
k→+∞

n∑

i,j=1

(Bk)
2
ij = 0,

puisque (Bk)ij = (Ak)ij pour i 6= j et (Bk)ii = 0. Ainsi, on a

lim
k→+∞

Bk = 0, dansMn(IR),

puisque l’application qui à une matrice M associe
(∑n

i,j=1(Mij)
2
)2

définit une norme

matricielle suMn(IR). Ce qui prouve (5.46) et achève la démonstration.

Lemme 5.2
Soit (X, ‖ · ‖X) un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit (xk)k∈IN une suite

bornée dans X admettant un nombre fini de valeurs d’adhérences.
Si la suite (xk)k∈IN vérifie lim

k→+∞
‖xk+1 − xk‖X = 0, alors elle est convergente.

Démonstration : À faire en exercice.

Théorème 5.5
Soit Sn l’ensemble des permutations de {1, 2, . . . , n}. Alors, il existe σ ∈ Sn telle que

lim
k→+∞

Dk = diag
(
λσ(1), λσ(2), . . . , λσ(n)

)
.

Démonstration :
1) Soit ‖ · ‖ la norme matricielle définie, pour M ∈Mn(IR), par

‖M‖ =




n∑

i,j=1

(Mij)
2




1/2

.

On a

‖Dk‖2 =

n∑

i=1

(Ak)
2
ii ≤

n∑

i,j=1

(Ak)
2
ij .(5.49)

Or, d’après le théorème 5.4 appliqué à Ω = Qk, A = Ak−1 et B = Ak = QT
k Ak−1Qk, on a

n∑

i,j=1

(Ak)2ij =
n∑

i,j=1

(Ak−1)
2
ij .
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Et par suite, grâce à (5.49), on a ‖Dk‖2 ≤ c, où c est une constante réelle positive. Ainsi, la
suite (Dk)k est bornée dans (Mn(IR), ‖ · ‖).

2) Montrons que la suite (Dk)k admet un nombre fini de valeurs d’adhérences. Soit D
une valeur d’adhérence de la suite (Dk)k. On a, d’après (5.45) :

det(Dk + Bk − λI) = det(Ak − λI),

et par suite, grâce à (5.29), on a

det(Dk + Bk − λI) = det(Ak − λI) = det(A− λI).(5.50)

Soit (Dk′)k′ une sous-suite de (Dk)k qui converge vers D, alors, d’après (5.50), on a

det(Dk′ + Bk′ − λI) = det(A− λI).

En passant à la limite, lorsque k′ → +∞, on obtient

det(D − λI) = det(A− λI),

puisque, d’après la proposition 5.1, lim
k′→+∞

Bk′ = 0. Ainsi D est une matrice diagonale

qui admet les mêmes valeurs propres que A. D’où, il existe σ ∈ Sn, telle que D =
diag(λσ(1), . . . , λσ(n)). Il existe donc au plus n! (= cardSn) valeurs d’adhérences possibles
pour la suite (Dk)k.

3) Montrons que

lim
k→+∞

(Dk+1 −Dk) = 0, dans (Mn(IR), ‖ · ‖).

Utilisant (5.42) avec B = QT
k+1AkQk+1, on obtient

(Dk+1)ii − (Dk)ii = (Ak+1)ii − (Ak)ii =





0, si i 6= pk et i 6= qk

−tgθk × (Ak)pkqk
, si i = pk

tgθk × (Ak)pkqk
, si i = qk

Ainsi, on a

max
1≤i≤n

|(Dk+1)ii − (Dk)ii| ≤ |(Ak)pkqk
| ,

puisque |tgθk| ≤ 1 pour θk ∈] − π
4 , π

4 [\{0}. Or, (Bk)pkqk
= (Ak)pkqk

et lim
k→+∞

Bk = 0 dans

Mn(IR). Ainsi

lim
k→+∞

‖Dk+1 −Dk‖∞ = 0.

4) Utilisant les parties 1), 2) et 3) de cette démonstration et le lemme 5.2, on obtient

∃σ ∈ Sn, lim
k→+∞

Dk = diag
(
λσ(1), λσ(2), . . . , λσ(n)

)
.

Ce qui prouve le résultat énoncé et achève la démonstration.

Théorème 5.6 (Admis)
Si toutes les valeurs propres de A sont distinctes, alors la suite de matrices (Ok)k, définies

par Ok = Q1Q2 · · ·Qk, est convergente, et la matrice O = lim
k→+∞

Ok est orthogonale et ses

colonnes sont des vecteurs propres de A associés aux valeurs propres λσ(1), λσ(2), . . ., λσ(n).
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5.4.2 Variantes de la méthode de Jacobi

À chaque itération de la méthode de Jacobi, le coût pour chercher l’élément maximum
hors diagonale est élevé. Pour éviter cela, on peut envisager les deux variantes suivantes :

1) La méthode de Jacobi cyclique :

Au lieu de choisir (pk, qk) tels que |(Ak)pkqk
| = max

i6=j
|(Ak)ij |, on décide de faire varier le

couple (pk, qk) de façon systématique en prenant, par exemple, successivement les valeurs

(1, 2); (1, 3); . . . ; (1, n) puis (2, 3); (2, 4); . . . ; (2, n); (3, 4); . . .

Lorsqu’on arrive à (n− 1, n), on recommence le cycle.

2) La méthode de Jacobi avec seuil :

On fixe une valeur ε > 0. On choisit alors le couple (pk, qk) en effectuant un balayage
systématique comme pour la méthode de Jacobi cyclique, mais on n’effectue la rotation (i.e.
la multiplication de Ak à gauche par QT

k+1 et à droite par Qk+1) que si |(Ak)pk,qk
| ≥ ε (si

|(Ak)pk,qk
| < ε, on passe au couple suivant, ce qui revient à prendre Qk+1 = I).

Lorsque tous les éléments non diagonaux sont inférieurs à ε, on recommence le procédé
en prenant une nouvelle valeur de ε inférieure à la précédente. On arrête le processus lorsque
ε est de l’ordre de la précision désirée.

5.5 La méthode QR

La méthode QR s’applique au cas d’une matrice quelconque et donne toutes ses valeurs
propres.

La méthode QR consiste à construire une suite de matrice (Ak)k par le procédé suivant :





A1 = A;

On factorise la matrice Ak sous la forme QR
(par la méthode de Householder ou de Givens) :

Ak = QkRk

où Qk est orthogonale et Rk est triangulaire supérieure;

On forme la matrice Ak+1 = RkQk.

(5.51)

Propriétés 5.1
Les matrices (Ak)k construites dans l’algorithme (5.51), sont toutes semblables à la

matrice de départ A par des tranformations orthogonales.

Démonstration :

On a Ak+1 = RkQk = QT
k AkQk. Comme Qk est orthogonale, alors Ak+1 et Ak sont

semblables. Posons

Q̃k = Q1Q2 · · ·Qk et R̃k = R1R2 · · ·Rk.

On a alors

Ak+1 = Q̃T
k AQ̃k.

Ce qui prouve que Ak+1 est semblable à A, puisque Q̃k est orthogonale. Et par suite Ak+1

admet les mêmes valeurs propres que A.
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Donnons à présent un résultat de convergence de la méthode QR.

Théorème 5.7 (Admis)
Supposons que la matrice A a des valeurs propres simples vérifiant :

|λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > 0.

Soit S une matrice telle que

S−1AS = D,

où la matrice D est diagonale avec :

dii = λi, 1 ≤ i ≤ n.

Supposons que la matrice S−1 se factorise sous la forme

S−1 = LU,

avec L triangulaire inférieure à diagonale unité et U triangulaire supérieure.

Alors la méthode QR converge au sens suivant :

lim
k→+∞

(Ak)ij = 0, 1 ≤ j < i ≤ n

lim
k→+∞

(Ak)ii = λi, 1 ≤ i ≤ n

Remarque : Dans la pratique, on n’applique pas la méthode QR à la matrice A, mais à
une matrice Ã = (ãij)1≤i,j≤n semblable à A telle que Ã soit de Hessenberg supérieure, i.e.
ãij = 0 pour 1 ≤ j ≤ i− 2 (c.f. séries d’exercices).

5.6 La méthode de Givens-Householder (bissection)

C’est une méthode particulièrement bien adaptée à la recherche de valeurs propres sélec-
tionnées d’une matrice symétrique, par exemple toutes les valeurs propres situées dans un
intervalle déterminé à l’avance, ou bien les valeurs propres d’un rang donné (en les supposant
ordonnées par ordre croissant), etc . . .. Par contre, cette méthode ne permet pas le calcul des
vecteurs propres.

La méthode de Givens-Householder (ou bissection) comprend deux étapes :

– 1ère étape : tridiagonalisation

Étant donnée une matrice symétrique A, on détermine une matrice orthogonale P (d’un
type particulier) telle que la matrice (symétrique) P T AP soit tridiagonale. Cette étape, qui ne
nécessite qu’un nombre fini d’opérations élémentaires, constitue la méthode de Householder
de réduction d’une matrice symétrique à la forme tridiagonale.

–2ème étape : bissection

On est ainsi ramené au calcul des valeurs propres d’une matrice symétrique tridiago-
nale, qui s’effectue par la méthode de Givens, appelée encore méthode de la bissection.
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5.6.1 Tridiagonalisation d’une matrice symétrique (Householder)

Soit donc A = (aij)1≤i,j≤n une matrice symétrique d’ordre n, qu’on écrit sous la forme :

A =




a11 at
1

a1 Ã1


 où a1 ∈ IRn−1 et Ã1 ∈Mn−1(IR).

Décrivons la première étape de la méthode de Householder.
Si a1 6= 0, alors il existe une matrice de Householder élémentaire H̃1 (symétrique et

orthogonale) dansMn−1(IR) telle que l’on ait :

H̃1a1 = αe(1) = (α, 0, . . . , 0)t ∈ IRn−1, où α ∈ IR.

Soit H1 la matrice deMn(IR) définie par :

H1 =




1 O

O H̃1




On a alors :

HT
1 AH1 =




1 O

O H̃T
1 = H̃1







a11 at
1

a1 Ã1







1 O

O H̃1




=




a11 at
1

H̃1a1 H̃1Ã1







1 O

O H̃1


 =




a11 at
1H̃1 = (αe(1))t

α

0 H̃1Ã1H̃1

·
0




D’où l’on obtient :

HT
1 AH1 = H1AH1 =




a11 α 0 · · · 0
α

0 H̃1Ã1H̃1

·
0




Notons A2 cette matrice : A2 = H1AH1. En notant A1 = A et en suivant la même démarche
que ci-dessus, on détermine de proche en proche (n−2) matrices symétriques et orthogonales
H1,H2, · · · ,Hn−2 deMn(IR), telles que les matrices symétriques :

Ak = HT
k−1Ak−1Hk−1 = (H1H2 · · ·Hk−1)

T A(H1H2 · · ·Hk−1), 2 ≤ k ≤ n− 1

soient de la forme :

Ak =




× × ©
× · · ©

· · ×
© × × at

k

© ak Ãk
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où Ãk ∈ Mn−k(IR), et ak est le vecteur de IRn−k de composantes les éléments ak
ik,

k + 1 ≤ i ≤ n, de la matrice Ak = (ak
ij)1≤i,j≤n. De la sorte, la matrice

An−1 = (H1H2 · · ·Hn−2)
T A (H1H2 · · ·Hn−2)

est tridiagonale et est semblable à A, puisque la matrice P = H1H2 · · ·Hn−2 est orthogonale.

Décrivons à présent la k-ème étape de la méthode de Householder qui consiste à
tranformer la matrice Ak en la matrice Ak+1 = HT

k AkHk. Chaque transformation Ak 7→ Ak+1

est effectuée à l’aide d’une matrice Hk de la forme :

Hk =




Ik O

O H̃k




où Ik ∈Mk(IR) désigne la matrice identité et H̃k ∈Mn−k(IR) est la matrice de Householder
élémentaire vérifiant :

H̃kak = (α, 0, . . . , 0)t ∈ IRn−k, α ∈ IR.

[Si le vecteur ak est nul, on choisit H̃k = I, matrice identité deMn−k(IR)].
Utilisant les propriétés de la multiplication par blocs des matrices, on obtient :

Ak+1 = HT
k AkHk =




× × ©
× · · ©

· · ×
© × ×

(
H̃kak

)t

© H̃kak H̃kÃkH̃k




Plus précisément, on a

Ak+1 =




× × ©
× · · ©

· · ×
© × × α 0 · 0

α

© 0 H̃kÃkH̃k

·
0




avec ak+1
ij = ak

ij pour 1 ≤ i, j ≤ k.

À la fin de la (n− 2)-ème étape, on obtient une matrice An−1 tridiagonale et semblable
à la matrice A :

An−1 = (H1H2 · · ·Hn−2)
T A (H1H2 · · ·Hn−2) .

Récapitulons ce que l’on vient de faire :

Théorème 5.8
Étant donnée une matrice symétrique A d’ordre n, il existe une matrice orthogonale P ,

produit de (n − 2) matrices de Householder, telle que la matrice P T AP soit tridiagonale et
semblable à A.
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5.6.2 La Méthode de la bissection

Cette méthode permet la recherche de valeurs propres d’une matrice B ∈ Mn(IR)
symétrique et tridiagonale :

B =




b1 c1

c1 b2 c2 O
c2 · ·

O · · cn−1

cn−1 bn




[La matrice B jouera le rôle de la matrice An−1 obtenue à l’étape de tridiagonalisation].

On observe tout d’abord que si l’un des éléments ci est nul, 1 ≤ i ≤ n−1, alors la matrice
B se décompose par blocs en deux sous-matrices tridiagonales :

B =




b1 c1 O
c1 · · ©

· · ci−1

O ci−1 bi ci = 0

ci = 0 bi+1 ci+1 O
ci+1 · ·

© · · cn−1

O cn−1 bn




=

(
C O

O D

)
,

et par suite les valeurs propres de B sont celles de C ou de D, puisque Sp(B) = Sp(C)∪Sp(D),
où Sp(B) désigne le spectre de la matrice B. Ainsi, dans le cas où l’un des éléments ci = 0,
on est ramené à la recherche de valeurs propres de matrices de plus petites tailles.

On peut donc supposer, sans restreindre la généralité, que pour tout i = 1, · · · , n − 1,
ci 6= 0.

Soit Bi la sous-matrice d’ordre i de B, donnée par :

Bi =




b1 c1

c1 b2 c2 O
c2 · ·

O · · ci−1

ci−1 bi




, 2 ≤ i ≤ n

et soit pi(λ) le polynôme caractéristique de Bi, 2 ≤ i ≤ n :

pi(λ) = det(Bi − λIi), où Ii ∈Mi(IR).

Les valeurs propres de B sont alors les racines de pn.

Nous commençons par établir que les racines des polynômes pi ont des propriétés
”d’embôıtement” illustrées au théorème suivant.

Théorème 5.9
On pose

p0(λ) = 1 et p1(λ) = b1 − λ.

Alors, les polynômes caractéristiques pi des sous-matrices Bi de B vérifient la relation :

pi(λ) = (bi − λ)pi−1(λ)− c2
i−1pi−2(λ), 2 ≤ i ≤ n(5.52)
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et les propriétés suivantes :





lim
λ→−∞

pi(λ) = +∞
1 ≤ i ≤ n

lim
λ→+∞

pi(λ) =

{
+∞, si i est pair
−∞, si i est impair

(5.53)

Si pi(λ0) = 0, alors pi−1(λ0)pi+1(λ0) < 0, 1 ≤ i ≤ n− 1.(5.54)

Le polynôme pi possède i racines réelles distinctes, qui séparent les (i + 1)
racines du polynôme pi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1.

(5.55)

Démonstration :

1) Montrons (5.52). Il suffit pour cela de développer le déterminant de la matrice (Bi−λIi)
par rapport à la dernière ligne (ou colonne).

2) Montrons (5.53). Pour cela, nous allons montrer par récurrence que le coefficient du
monôme λi dans pi(λ) est égal à (−1)i, 1 ≤ i ≤ n. Il est clair que cette propriété est vérifiée
pour i = 1. Suppososns alors que jusqu’à l’ordre i− 1, le coefficient de λk dans pk est égal à
(−1)k, 1 ≤ k ≤ i− 1. Utilisant alors la relation (5.52), on vérifie que le coefficient de λi dans
pi est égal à (−1)i. Et par suite (5.53) est vérifiée.

3) Montrons (5.54). Soit donc λ0 un zéro de pi, 1 ≤ i ≤ n− 1. Utilisant alors (5.52), on
obtient :

pi+1(λ0) = (bi+1 − λ0) pi(λ0)︸ ︷︷ ︸
=0

−c2
i pi−1(λ0) = −c2

i pi−1(λ0)

Comme ci 6= 0, alors deux cas peuvent se produire : soit

pi+1(λ0)pi−1(λ0) < 0

et donc (5.54) est vérifiée ; soit

pi+1(λ0) = pi−1(λ0) = 0.(5.56)

Dans ce deuxième cas, utilisant (5.52) :

pi(λ0)︸ ︷︷ ︸
=0

= (bi − λ0) pi−1(λ0)︸ ︷︷ ︸
=0

−c2
i−1pi−2(λ0)
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on obtient pi−2(λ0) = 0, puisque ci−1 6= 0. Il s’en suit, grâce à (5.52), que

pi(λ0) = pi−1(λ0) = . . . = p0(λ0) = 0,

ce qui contredit le fait que p0(λ0) = 1. Ainsi le deuxième cas (5.56) ne peut pas avoir lieu.
Ainsi si pi(λ0) = 0, alors nécessairement pi−1(λ0)pi+1(λ0) < 0, ce qui prouve (5.54).

4) Montrons (5.55). Il est clair, que les racines de pi sont toutes réelles, puisque la matrice
Bi est symétrique. Le fait qu’elles sont toutes distinctes découle de ce que l’on va montrer, à
savoir que les zéros de pi séparent strictement les zéros de pi+1, ce qui se traduit par :

λi+1
1 < λi

1 < λi+1
2 < λi

2 < · · · < λi+1
i < λi

i < λi+1
i+1

où λi
1, · · · , λi

i sont les zéros de pi et λi+1
1 , · · · , λi+1

i+1 ceux de pi+1. Montrons ce résultat par
récurrence.

On a p1(λ
1
1) = 0 (λ1

1 = b1). D’où, d’après (5.54), on obtient

p0(λ
1
1)︸ ︷︷ ︸

=1

p2(λ
1
1) < 0.(5.57)

On a, d’apès (5.52) :
p2(λ) = (b2 − λ)p1(λ)− c2

1p0(λ)
= (b2 − λ)p1(λ)− c2

1

= (b2 − λ)(b1 − λ)− c2
1,

on en déduit le tableau de variation suivant :

λ −∞ λ2
1 λ1

1 λ2
2 +∞

|
p1 +∞ + 0 − −∞

|
| | |

p2 +∞ 0 <0
(∗) 0 +∞

| | |

(∗) d’après (5.57)

Ainsi, λ2
1 < λ1

1 < λ2
2, i.e. la racine de p1 sépare strictement les deux racines de p2. Ce qui

prouve que le résultat est vérifié à l’ordre 1.
Supposons que le résultat est vrai jusqu’à l’ordrei, i.e. que les zéros de pi séparent ceux

de pi+1 :
λi+1

1 < λi
1 < λi+1

2 < · · · < λi+1
i < λi

i < λi+1
i+1

et démontrons le à l’ordre i + 1, i.e. que les zéros de pi+1 séparent ceux de pi+2 :

λi+2
1 < λi+1

1 < λi+2
2 < · · · < λi+2

i+1 < λi+1
i+1 < λi+2

i+2

Pour cela, donnons le tableau de variation de pi, pi+1 et pi+2 en se basant sur l’hypothèse de
récurrence et sur les propriétés (5.52), (5.53) et (5.54).

λ −∞ λi+1
1 λi

1 λi+1
2 · · · λi+1

i λi
i λi+1

i+1 +∞
+∞ | | | + − 	 − −∞(1)

pi + ⊕ + 0 − 	 · · · | 0 |
| | | − + ⊕ + +∞(2)

+∞ | | | | + +∞(1)

pi+1 + 0 − 0 · · · 0 0

| | | | − −∞(2)

+∞ | | | ⊕ −∞(1)

pi+2 0(3) 	 0 ⊕ · · · | | 0

+∞ | | | 	 +∞(2)

λi+2
1 | λi+2

2 | · · · | | λi+2
i+2
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(1) : cas où i est impair, (2) : cas où i est pair.

(3) : Montrons que pi+2 admet un zéro dans l’intervalle ]−∞, λi+1
1 [.

Puisque λi+1
1 est un zéro de pi+1, alors, d’après (5.54), on a pi(λ

i+1
1 )pi+2(λ

i+1
1 ) < 0. Or,

d’après le tableau de variation ci-dessus, on a pi(λ
i+1
1 ) > 0, et par suite on a pi+2(λ

i+1
1 ) < 0.

Il s’en suit, grâce à (5.53), que pi+2 admet un zéro, noté λi+2
1 , dans l’intervalle ]−∞, λi+1

1 [.

En utilisant le même raisonnement que ci-dessus, on montre que pi+2 admet (i + 2) zéros
qui sont séparés par les (i+1) zéros de pi+1, ce qui prouve (5.55) et achève la démonstration.

Remarque : Une suite de polynômes vérifiant les conditions (5.53), (5.54) et (5.55) du
théorème 5.9 précédent est appelée suite de Sturm.

La méthode de Givens (ou de bissection) repose sur une propriété tout à fait remarquable
d’une telle suite, qui est de permettre un calcul immédiat du nombre des racines < µ, µ ∈ IR
donné, de chacun des polynômes de la suite, comme le montre le théorème suivant.

Théorème 5.10
Soit i un entier appartenant à {1, 2, . . . , n}. Étant donné un nombre µ ∈ IR, on pose

sgn(pi(µ)) =

{
signe de pi(µ), si pi(µ) 6= 0
signe de pi−1(µ), si pi(µ) = 0.

Soient E(i, µ) l’ensemble ordonné, de (i + 1) signes, défini par :

E(i, µ) = {+, sgn(p1(µ)), sgn(p2(µ)), . . . , sgn(pi(µ))}

et N(i, µ) le nombre de changement de signes entre éléments consécutifs de l’ensemble E(i, µ).

On a alors

N(i, µ) = nombre de zéros de pi qui sont < µ.(5.58)

Démonstration : Vérifions d’abord que l’expression sgn(pi(µ)) est bien définie dans tous
les cas. Si pi(µ) = 0, alors, d’après (5.54), on a pi−1(µ) 6= 0. Ainsi sgn(pi(µ)) est bien défini.

Nous allons démontrer le résultat (5.58) par récurrence. Pour i = 1, on a p1(µ) = b1 − µ.
Deux cas peuvent alors se produire (rappelons que b1 est le zéro de p1) :

– si b1 < µ, alors, d’après (5.53), p1(µ) < 0, d’où E(1, µ) = {+,−}. Et par suite,
N(1, µ) = 1 ;

– si b1 ≥ µ, alors p1(µ) > 0, d’où E(1, µ) = {+,+}. Et par suite, N(1, µ) = 0.
Ainsi dans les deux cas, N(1, µ) est égal au nombre de zéros de p1 qui sont < µ.

Supposons la propriété vraie pour les entiers 1, 2, . . . , i et montrons qu’elle est encore
vraie pour l’entier i + 1. Soient

λi
1 < λi

2 < · · · < λi
i et λi+1

1 < λi+1
2 < · · · < λi+1

i+1

les racines, rangées par ordre croissant, des polynômes pi et pi+1 respectivement. On a, par
hypothèse de récurrence, N(i, µ) = nombre de zéros de pi qui sont < µ :

λi
1 < λi

2 < · · · < λi
N(i,µ) < µ ≤ λi

N(i,µ)+1 < · · · < λi
i.

Utilisant (5.55), on a :

λi
N(i,µ) < λi+1

N(i,µ)+1 < λi
N(i,µ)+1.

Il suffit alors d’examiner les deux cas suivants :

- 1er cas : λi
N(i,µ) < µ ≤ λi+1

N(i,µ)+1
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Dans ce cas, sgn(pi+1(µ)) = sgn(pi(µ)) d’après le tableau de variation ci-dessus si
µ < λi+1

N(i,µ)+1. Si µ = λi+1
N(i,µ)+1 alors sgn(pi+1(µ)) = sgn(pi(µ)) par construction. Et par

suite on a N(i, µ) = N(i + 1, µ) et donc (5.58) est vérifiée à l’ordre i + 1.
- 2ème cas : λi+1

N(i,µ)+1 < µ ≤ λi
N(i,µ)+1

Dans ce cas sgn(pi+1(µ)) = −sgn(pi(µ)) d’après le tableau de variation ci-dessus. D’où
N(i + 1, µ) = N(i, µ) + 1 et donc (5.58) est vérifiée à l’ordre i + 1.

Ainsi (5.58) est vérifiée pour tout entier i.

Application : On souhaite calculer la valeur propre de B de rang j0 :

λ1 < λ2 < · · · < λj0 < · · · < λn.

On part d’un intervalle [α0, β0] qui contient la valeur propre que l’on cherche, par exemple :

[α0, β0] = [−‖B‖, ‖B‖]

où ‖ · ‖ est une norme matricielle. Soit alors

µ0 =
α0 + β0

2

Utilisant le théorème 5.10, on a :

Si N(n, µ0) ≥ j0 alors λj0 ∈ [α0, µ0], β1 = µ0

Si N(n, µ0) < j0 alors λj0 ∈ [µ0, α0], α1 = µ0

de telle sorte que λj0 ∈ [α1, β1]. Ainsi, on construit une suite d’intervalles [αk, βk] tels que
λj0 ∈ [αk, βk]. On arrête alors les itérations lorsque |αk−βk| ≤ ε, où ε est un paramètre assez
petit, et on prend comme approximation de λj0 la valeur de (αk + βk)/2.


