Ecole Nationale d’Ingénieurs de Tunis 2008-2009
Analyse Numérique

Série d’exercices n° : 7

Exercice 1

Soient f : [a,b] C R — R une fonction de classe C™ et P son polynéme d’interpolation de Lagrange aux
points o, ...,z de [a,b] (n € N*, z; # x; pour i # j).
1— Montrer qu’il existe £ € [a, b] tel que £ (&) = P (¢).
2— En déduire que

FARI(S
Flzo, - ] = '( )
n!
ou flxg,- -+, x,] désigne la différence divisée de f aux points xg, ..., Zy,.
Exercice 2
On se donne une fonction f définie sur R et (n + 2) points distincts zg, ..., Z,—1,a,b de R.

Soient P, et P, les deux polynomes d’interpolation de Lagrange de f respectivement aux points
TOyev s Tpn_1,0 €6 Tg,..., Tp_1,b:

{Pa(l‘i) = f(l‘,) i=0,...,n—1 {Pb(.fcz)
Pua) = f(a) Py(b)

Soit P le polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux points xg,...,Zn_1,a,b.
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Donner I'expression de P en fonction de P,, Py, a et b.

Exercice 3

Soient f et f deux fonctions continues sur [a,b] & valeurs réelles et &, ....., Z,, (n 4 1) points distincts de [a, b]
(n € N*). On note par P, (respectivement P,) le polynéme d’interpolation de Lagrange de f (respectivement

f) aux points zg, ....., Tp.
1. Rappeler I'expression de P, (respectivement P,) en fonction de L;(x) et f(x;) (respectivement f(z;)), ou
n

Liz)= ] j__zj i=0,..n.
i=0 ’

J#i
2. Montrer que

ot A = 13 1Ll .
=0

3. En déduire que
Nf = Palloo < (1+A,) inf [|f — gl
qEPn

(Notation: ||g||ec = In[a)i] lg(z)|;  Pn = lensemble des polynomes de degré< n).
r€la,
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Exercice 4

Soit @ et b deux réels et f : [a,b] — R une fonction de classe C3.
On souhaite approcher Do f = f” (“7“’) par une expression du type :

a+b
2

Aof = Xof(a) + A f( )+ A2f(b)

de telle sorte que E(f) = Dof — Ao f vérifie :
(1) VP € Po, E(P)=DyP—-AsP =0

On supposera dans toute la suite que les réels Ag, A1 et A2 sont tels que la propriété (1) soit vérifiée.

1- Montrer que f|a, %"b,b] = 1A, f, ou fla, “TH’,b] désigne la différence divisée d’ordre 2 de f aux points
a, “TH’7 b.

2— Soit Py le polynéme d’interpolation de Lagrande de f aux points a, 22, b et r(2) = f(z) — Py(z).

2—a Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que 7'/(c) = 0.

2-b Montrer que E(f) = r"(252).

2—c En déduire que

b—a
B <52 swp |7(a)
z€la,b]

3— Calculer les réels Ag, A1, Ay en fonction de a et b pour que la propriété (1) soit vérifiée.

Exercice 5
Soient n € N* et tg,t1,...,t, (n+ 1) points distincts de [—1, 1].

Soient f une fonction définie sur [—1, 1] de classe C?"*2 et P son polynéme d’interpolation d’Hermite aux
points to,t1,...,t, vérifiant : Vi =0,...,n, P(t;)=f(t:) , Pt)=/f()
1— Montrer que pour tout t € [—1,1], il existe & € [—1,1] (dépendant de t) tel que I'erreur d’interpolation
E(t) = f(t) — P(t) soit donnée par :

Fer (&) X - 2
E(t) = ——7-11 t ou II t:”tft-.
( ) (2n+ 2)| 2n+2( )ﬂ 27L+2( ) i:O( 7«)
Indication : On pourra considérer, pour ¢ fixé et t # t;,1 = 0,...,n, la fonction F définie pour = € [—1, 1] par :
E(t)
F(z)=FE(x) — =———1ls,
(@) = (&) = g s Tanalo)

2— On consideére les (2n + 2) polynémes H; et K;, 0 < i < n, définis par :
Hi(t) = (t—t:)Li(t) , Ki(t) =[1—2(t — t;)Lj(t:)] L7 (t)

ou les polynomes de Lagrange L; sont donnés par :

n
t—t;
Li(t):Ht,,tjw i=0,1,...,n
g J

j=
Gt

=}

2—a Calculer H;(t;), K;(t;), H!(t;), Ki(t;), pour 4,5 =0,1,...,n.

2-b Soit W le polynome défini par : W (t) = 377 f(t;)K;(t) + 37— f'(t;) H;(t)

Calculer W (t;) et W/(t;), pour ¢ = 0,...,n. En déduire que W = P, ou P est le polynéme d’interpolation
d’Hermite de f aux points tg,t1,...,ty,.
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