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Série d’exercices n◦ : 7

Exercice 1
Soient f : [a, b] ⊂ R → R une fonction de classe Cn et P son polynôme d’interpolation de Lagrange aux

points x0, . . . , xn de [a, b] (n ∈ N∗, xi 6= xj pour i 6= j).
1– Montrer qu’il existe ξ ∈ [a, b] tel que f (n)(ξ) = P (n)(ξ).
2– En déduire que

f [x0, · · · , xn] =
f (n)(ξ)

n!
où f [x0, · · · , xn] désigne la différence divisée de f aux points x0, . . . , xn.

Exercice 2
On se donne une fonction f définie sur R et (n + 2) points distincts x0, . . . , xn−1, a, b de R.
Soient Pa et Pb les deux polynômes d’interpolation de Lagrange de f respectivement aux points

x0, . . . , xn−1, a et x0, . . . , xn−1, b :{
Pa(xi) = f(xi) i = 0, . . . , n− 1
Pa(a) = f(a)

{
Pb(xi) = f(xi) i = 0, . . . , n− 1
Pb(b) = f(b)

Soit P le polynôme d’interpolation de Lagrange de f aux points x0, . . . , xn−1, a, b.
Donner l’expression de P en fonction de Pa, Pb, a et b.

Exercice 3
Soient f et f̄ deux fonctions continues sur [a, b] à valeurs réelles et x0, ....., xn, (n + 1) points distincts de [a, b]
(n ∈ N∗). On note par Pn (respectivement P̄n) le polynôme d’interpolation de Lagrange de f (respectivement
f̄) aux points x0, ....., xn.

1. Rappeler l’expression de Pn (respectivement P̄n) en fonction de Li(x) et f(xi) (respectivement f̄(xi)), où

Li(x) =
n∏

j = 0
j 6= i

x− xj

xi − xj
, i = 0, ....n.

2. Montrer que
||Pn − P̄n||∞ ≤ Λn ||f − f̄ ||∞

où Λn = ||
n∑

i=0

|Li| ||∞.

3. En déduire que
||f − Pn||∞ ≤ (1 + Λn) inf

q∈Pn

||f − q||∞

(Notation: ||g||∞ = max
x∈[a,b]

|g(x)|; Pn = l’ensemble des polynômes de degré≤ n).
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Exercice 4
Soit a et b deux réels et f : [a, b] → R une fonction de classe C3.
On souhaite approcher D2f ≡ f ′′(a+b

2 ) par une expression du type :

∆2f ≡ λ0f(a) + λ1f(
a + b

2
) + λ2f(b)

de telle sorte que E(f) ≡ D2f −∆2f vérifie :

(1) ∀P ∈ P2, E(P ) ≡ D2P −∆2P = 0

On supposera dans toute la suite que les réels λ0, λ1 et λ2 sont tels que la propriété (1) soit vérifiée.

1– Montrer que f [a, a+b
2 , b] = 1

2∆2f , où f [a, a+b
2 , b] désigne la différence divisée d’ordre 2 de f aux points

a, a+b
2 , b.

2– Soit Pf le polynôme d’interpolation de Lagrande de f aux points a, a+b
2 , b et r(x) = f(x)− Pf (x).

2–a Montrer qu’il existe c ∈ [a, b] tel que r′′(c) = 0.

2–b Montrer que E(f) = r′′(a+b
2 ).

2–c En déduire que

|E(f)| ≤ b− a

2
sup

x∈[a,b]

|f ′′′(x)|

3– Calculer les réels λ0, λ1, λ2 en fonction de a et b pour que la propriété (1) soit vérifiée.

Exercice 5
Soient n ∈ N∗ et t0, t1, . . . , tn (n + 1) points distincts de [−1, 1].

Soient f une fonction définie sur [−1, 1] de classe C2n+2 et P son polynôme d’interpolation d’Hermite aux
points t0, t1, . . . , tn vérifiant : ∀ i = 0, . . . , n, P (ti) = f(ti) , P ′(ti) = f ′(ti)
1– Montrer que pour tout t ∈ [−1, 1], il existe ξt ∈ [−1, 1] (dépendant de t) tel que l’erreur d’interpolation
E(t) = f(t)− P (t) soit donnée par :

E(t) =
f (2n+2)(ξt)
(2n + 2)!

Π2n+2(t), où Π2n+2(t) =
n∏

i=0

(t− ti)2.

Indication : On pourra considérer, pour t fixé et t 6= ti, i = 0, . . . , n, la fonction F définie pour x ∈ [−1, 1] par :

F (x) = E(x)− E(t)

Π2n+2(t)
Π2n+2(x)

2– On considère les (2n + 2) polynômes Hi et Ki, 0 ≤ i ≤ n, définis par :

Hi(t) = (t− ti)L2
i (t) , Ki(t) = [1− 2(t− ti)L′i(ti)]L

2
i (t)

où les polynômes de Lagrange Li sont donnés par :

Li(t) =
n∏

j=0
j 6=i

t− tj
ti − tj

, i = 0, 1, . . . , n

2–a Calculer Hi(tj), Ki(tj), H ′
i(tj), K ′

i(tj), pour i, j = 0, 1, . . . , n.
2–b Soit W le polynôme défini par : W (t) =

∑n
j=0 f(tj)Kj(t) +

∑n
j=0 f ′(tj)Hj(t)

Calculer W (ti) et W ′(ti), pour i = 0, . . . , n. En déduire que W = P , où P est le polynôme d’interpolation
d’Hermite de f aux points t0, t1, . . . , tn.
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