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Exercice 1

Soit [a, b] un segment de R et g, 21, - ,%n, n+ 1 points distincts de [a, b]. Soit f une
fonction réelle définie et continue sur [a, b]. On note Py (z) le polynéme d’interpolation de
Lagrange de f aux points o, 1, - , %k €t f[Zo, - , 4] le coefficient de son mondme de
degré k, i.e.

Pi(z) = flzo, -+ ,ze) 2"+

1. Expliquez pourquoi f[zo, - - , zk] est indépendant de 'ordre de ses arguments xg, - - -, Zx-

Corrigé : Le polyndme d'interpolation Py est unique une fois les points d’interpo-
lation @, - - - , %) donnés, il en est de méme de son coeflicient de plus haut degré.

2. Montrez que :

(@) — Pos(a) = flooy - il (@ —zo)(@ —a0) -+ (@ —wat) (1)

Corrigé : Par construction les polyndmes Py et Py vérifient Pe(z;) = Pyoq () =
f(z;) pour 0 <4 < k -1, donc le polynéme Py — Py_1, de degré k a pour racines
les k points z; pour 0 < ¢ < k — 1, il s’écrit donc a(z — o) (2 — 21) (T — Tpr)s
mais son terme de plus haut degré est le méme que celui de P, d’ou le résultat.

3. En déduire que (formule de Newton) :

P.(z) = 10+fog, Jxg) (@ — z) (@ — 1) -+ (T — Tp1) (2)

Corrigé : En ajoutant membre & membre la relation précédente pour kdelanet
en remarquant que Py(z) = flzo] = f(zo) on obtient la relation demandée.

4. Soit k > 1, considérons le polynéme P;_;(z) qui interpole f aux points zy, -, Tk
et le polyndéme Qg(x) défini par

(z — x0) P_1(z) — (z — xk)Pk—l(x)_
T — To

Qi(x) =



En étudiant les propriétés de (), montrez que :

flzy, k) — flzo, -+ Te—1] (3)

flwo, -+ Te] = T — To

Corrigé : On vérifie que : Qu(20) = Pei(o) = f(o) et que Qplxx) = Py (vx) =
Flag) et pour 1 < i < k—1comme Pi_ (2;) = Pooy(zg) = flas) + Qulzi) = flx).
Et donc par unicité du polynome de Lagrange Qp = B, la relation demandée s’en
déduit en examinant le coefficient du terme de plus haut degré de Q.

. Démontrez, en utilisant la formule (1), la formule d’erreur :

En(I) = f(l’) - Pn(m) = f[:EO) T ,CEn,LE] (:E - xO)(x - wl) e ('r - xn) (4)

Corrigé : De la formule (1) on déduit que Pexpression
Po(z) + flrg, o, 2} (& — zo) (@ — 1) - -+ (T — @)

est la valeur en 2 du polyndéme de degré (n+1) qui interpole f aux points zg, €y, -+, Zn
et x, et donc est égale & f(z), d'oit le résultat.

. En déduire que si f est k fois continfiment dérivable sur [a, b], alors :

36 cla,bl, flzo, - ai] = 5 fP(E)

Corrigé : Si 'on compare la formule (4) a la formule d’erreur vue en cours pour
une fonction f qui est (n+ 1) fois continiment dérivable, soit '

) = e

on déduit que pour z différent des w;, soit (n + 2) points différents, on a :

f[-/L'Oa PRI :U] = ( = .f(n+1) (fz)

n+ 1)!

d’ol le résultat pour k points différents quelconques.

. On suppose ici n = 3, décrire les calculs & mener pour passer des valeurs de la
fonction f en les points z; aux coefficients du polyndéme P3(x) dans son expression
de la formule (2).

Corrigé : D’apres la formule (3) les calculs & mener sont ceux indiqués sur la figure
1. Seuls les termes sur la ligne supérieure sont a garder pour former le polyndme.

Exercice 11
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Fic. 1 — Calcul des coefficients de la formule de Newton

Soit [a,b] un segment de R et zg, &1, , Zn, 0+ 1 points distincts de [a, b]. Soit f une
fonction réelle définie et (n + 1) fois continfiment dérivable sur [a, b]. On note P,(z) le
polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux points o, 1, , Tn €t {li(z), 0<i <n}
la base canonique de Lagrange de I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur au
égal & n associée aux points Zy, L1, , Tn-

1. Montrez que Vz, Zli(m) =
i=0
Corrigé Rappel le polyndéme d’interpolation P, de f aux (n-1) points ; s'écrit
P,(x) Z’_” f(z:) li(z) et il coincide avec f si f est un polyndéme de degré inférieur
ou égal & n. On obtient donc I'identité en question en considérant 'interpolation de
Lagrange de la fonction f(z) = 1.

2. Montrez que pour 1 < k < n:Vz, Z(:cl —z2)Fli(z) = 0.
=0

Corrigé : Soit o un réel quelconque, considérons la fonction f(z) = (z — a)¥, cest
un polynéme de degré inférieur ou égal & n et done (2 — a)f = S0 (@ — o)k ().
L’identité demandée s’en déduit en prenant « = z.

3. En déduire que pour z €|a, b :

B =@ - e =3 | [[EL poga] 1w ©

i=0

Indication, on rappelle la formule de Taylor avec reste intégrale :

) = +Z =2 o, / LS IOF:

Corrigé : En développant avec la formule de Taylor les f (z;) autour de z dans
I'expression du polynéme P, on obtient :

n k=n

PO i (. _ 4\
En(x) = f(z) — Z flx)+ Z EL_I_k_’Q_f(k)(I) 4_/ _(‘E_’_ﬁ!.tl_f(nﬁ—l) (t)dt| ()

i=0 k=1



Compte tenu des relations obtenues précédemment pour les /; il reste :

. B n T (Ii _ t)n (nb1)
m =3 | [ E 0] e
4. Pour n = 1 et x €]zo,21[, retrouvez a l'aide de la formule (5) I'existence d’'un

&z €]zg, x1] tel que :

Bi(a) = £ =2 e,

Corrigé : La formule (5) s'écrit dans ce cas particulier :

E(x) = . /ac(a?o — t)f(Z)(t)dt + °T ”C() /‘I(:J;l — ) fO(t)dt

o — 1 Jyg Ty — Zo

et en utilisant le deuxiéme théoréme de la moyenne, avec & €|z, z] et & €]z, x| :

CEy(r) = f;____”?;f@)(go) /w(:co ~t)dt + ;__;ﬂ FAe) /m(:zrl — t)dt
_ (@—zo)(x—m) [ (@ —20) (x4 — ) }
- lemmfemn) [E0 o) 4 20
- lamme o) o)

cette derniere égalité grace au théoreme des valeurs intermédiaires.



