Probleme II7
Intégration des fonctions périodiques par la méthode des trapezes

On considére une fonction de classe C"*1([0, 1]) et la méthode des trapezes
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. Montrez que

[ @ = 500+ 1) - [ @-3) @

Corrigé : Une intégration par parties du dernier terme donne :

/(;1(90 - %) f(@)da = [(w ~ %)f(:c)}; - /0‘1 Flz) de

d’ott le résultat demandé.

. Montrez par récurrence que pour 0 <m < n

1

[ t@ie= 10@+ s+ [ sEd
T a2/0 f"(x)dx+._,+am/() f(m)(m)d$+/0 P (z) F(z) da

ot la suite de polynémes (p;) et la suite de réels («;) sont données par les relations
de récurrence :

' 1
pl(x):'_(x_é'): aq :07
1

(1) .
Pr+1() 2/0 (cx — pi(t)) dt, gy =/0 Pra1(t) di

Corrigé : D’apres la question précédente la relation est vraie pour m = 0, suppo-
sons la vraie & l'ordre m = k et démontrons la a l'ordre &k + 1.



Par intégration par parties :

/ penale) FEI () de = K I pmt)dt) f""“)(w)K
- /0 (/:PkJrl(t)dt) FE () da

= SV / (praa() — 2 apgr) FE2(2) d
Jo

= a1 (f""“)(l)-[if.f<"'+1>(flf)](1)+ / f“"*”(:r)dr)
0
b [ ele) 7 o)
J0O 1 1
= [ 0@+ [ pesale) S @) da

0
d’ott la formule de récurrence.

. Montrez par récurrence que Vk > 1, Vz, pe(x) = (1) pe(1 — z) et g = (—1)* .

Corrigé : La propriété est vraie pour k = 1, supposons la vraie au rang k et
démontrons la au rang k + 1.

pra1(l—1z) = /0 HL(Oz,c — (1)) dt
= /0 (ozk.—p/c(t))dt—k /1 —m(ak — p(t)) dt
= —'/0 (éXk — (1 —w))du = —‘/O (o — (_Ukpk(;u)) du

d’ott le premier résultat puisque par hypotheése de récurrence oy = (=1)* ak Main-
tenant, pour k + 1 impair, pgyq est symétrique par rapport au point x = z,y =0
et donc son intégrale sur [0,1], a1 est nulle, ce qui prouve la relation api; =

. (—1)k+1a’k+1.
. En déduire que si f € C***([0,1])

[n/2]

/0 f(a:)da::—(f(O + F(1) Zaz / f® () dx + /0 pryi(z) FO(z) do

avec [n/2] la partie entiere de n/2.

Corrigé : La relation ay, = (—1)Fcy. équivaut & o, = 0 pour k impair, en conséquence
la formule se déduit de celle de la question 2.
. Notons par pm la fonction périodique de période 1 définie sur R par :
Pm(z) = pm(z — [2]), ol [z] désigne la partie entiére de .
Montrer qu’alors, pour k > 1 entier et g € C"*'([0, k])

k—1 (n/2)

k
[ ste)de = 3560 +ali+ DY o [ @t [ st

i=0



Corrigé : Par translation la formule de la question 4 est valable sur tout intervalle
[¢,141], & condition de remplacer py1() par pay1(x—14) = Pnyr(2), aussi appliquons
la & la fonction g :
it1 1 [n/2] ik
/ d@dw=5w(%+ﬂr+1+§:aa/ (s )M+/ Brsa() g0 (@) de
2

Jj=1

On obtient alors la formule demandée en sommant ces formules pour ¢ de 0 a k — 1.

. On se place sur I'intervalle borné [a, b] divisé en k intervalles égaux par la subdivision

b—a

;= h, h =
T a-+1 A

On note

Tu(f)=h [él‘f(l‘o) + flzy) + ...+ floer) + %f(wk)}

la formule des trapézes composée sur l'intervalle [a, b].
En utilisant le changement de variable ¢(t) = f(a +th) et la formule de la question
5 montrez que pour f € C"*1([a,b])

[n/2]

b b
/fdrﬂ +ZwW/ﬂWﬁwm“/mm

j=1

%) £ () da

Corrigé : Avec le chano ement, de variable 1nd1que et la formule de la question 5 on
obtient :

/ f(z)dz = h/k (t) dt

= hZ (p(z) + (i +1))
k k
+h Z Qa; / (2”( ) dx + h/ Pn+1(2) go(”H)(:c) dr
; 0 0

= hz 5 (f(zs)) + f((2ig1))

b

b
~ T—an n+!
+Za2_,-/ h¥ f)(2) d +/ Pry( A )y R D () doe
[

a

d’ot le résultat.
. Montrez que si f est périodique de période b — a et qu’elle est C"** sur R, alors

z)dz — Tp(f)| < Cuh™*?

avec C,, indépendant de h dont on donnera une majoration.
On a ainsi démontré la super convergence de la méthode des trapézes pour les
fonctions périodiques intégrées sur une période compléte.
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Corrigé : Si f est périodique de période b — a :

/'b [ @) = fA7O(b) = f#70(a) = 0

et donc d’apres la formule de la question 6 :

r—a

b b
[ 1@ =tn+ 10 [ £ @) e

d’ou le résultat avec Cp = (b — @) Sup,eqo.1)|Pnt1(2)] supwe[a,b][f("“)(a:)|



