Chapitre 1

INTRODUCTION A LA
MODELISATION
MATHEMATIQUE ET A LA
SIMULATION NUMERIQUE

Exercice 1.2.1 On suppose que la donnée initiale 6§, est continue et uniformément

bornée sur R. Vérifier que
—Vt—1)?
O(t,x) = Y) exp (—M) dy (1.1)

4y

\/m /+oo

est bien une solution de

2 | o8 _ g)g
0(75—0 x) Oo(z

=0 pour (z,t) € R x R} (1.2)
) pour x € R '
Correction. Afin de montrer que 6(¢,x) est une fonction réguliere et déterminer

ses dérivées partielles, on souhaite appliquer le théoreme de dérivation sous le signe

somme. A cet effet, on pose G(z,t,y) = exp ( %) On a

oG _ —WG(IJ,QJ)

Or 2ut
0*°G 1 (x—=Vt—y)?
<_2_l/t + 41212 ) G(l’,t,y)

O
oG (x+Vt—y)(a:—Vt—y)G(x,t7y).

ot 4pt?

Pour tout = de R et tout ¢ > 0, il existe des constantes C(x,t) et §(z,t) positives
telles que si z est suffisamment proche de z,

‘(z)_f<z’t’y)‘ < Oz, t)(1 + |y]) exp (=f(x, 1)y) -
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Comme 6y(y) est uniformément bornée, on en déduit que

o) G (0] < CLan )1+ ) exp(—5, ) sup 645

pour tout z appartenant a un voisinage de x. Le terme de droite est intégrable par
rapport a y. Ainsi, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, on en
déduit que

o [ SN e
5 | et = [ w5
B o x—=Vt—y

Par un raisonnement analogue, on obtient que

82 oo
55 | GGty =

—0oQ0

- /Oo Oo(y) (i - M) G(z,t,y)dy

~ 4v2t?

et

o " wwoe iy = [~ oIV D i 1y

—0o0 —00

Ainsi, 6(t, z) est dérivable pour tout ¢ > 0 et

90 1 > r—=Vt—y

or  anut /_OO Oo(y)—— 7 Gla,t,y)dy
020 1 o0 1 (z — Vit —y)?
02 Jio /_OO 0o(y) (ﬁ - W) G(z,t,y)dy

0 _ 1 > (x4+Vt—y)z—-Vt—y) 1

ot Vvt /_oo foy) ( 4pt2 ot G(z,t,y)dy.

On vérifie alors aisément que

00 00 %0
o or Vo "

I1 ne reste plus qu’a prouver que (¢, x) est prolongeable en t = 0 et vérifie bien la
condition initiale, c’est a dire que

, 1 o0 (x =Vt —y)? B
e L (—T dy = fo(). (13)
Rappelons que,
/ exp(—a?)dr = /7. (1.4)



2
Pour établir cette relation, il suffit de calculer ( ffooo e*‘Cqu;) = fR2 e 1*Pdz en

coordonnées polaires. On pose

1 (x — Vit —vy)?
p(x7t7y): mexp _4—Vt .

D’apres (1.4), [ p(z,t,y)dy = 1 pour tout z et t. Enfin, pour tout 2 € R, on constate
que pour tout y différent de x, limy . p(x,t,y) = 0. Ainsi, x étant fixé, p(z,t,y) est
une fonction de y se concentrant en x lorsque ¢ tend vers zéro. Pour étre plus précis,
on montre que pour tout J et € réels strictement positifs, il existe £(d, €) tel que pour
tout t < (0, ¢),

z+9
/ p(z,t,y)dy — 1‘ <e.
z—0

r—0 o)
’/ p(x,t,y)dy+/ p(wvt,y)dy’ <e.

T+

L’équation (1.3) découle alors du fait que 0y est continue, uniformément bornée.

Exercice 1.2.2 On suppose que la donnée initiale 6, est dérivable et uniformément
bornée sur R. Vérifier que

O(t,x) = Op(x — Vi) (1.5)
est bien une solution de
PBrv =90 pour (z,t) € R x R} (1.6)
O(t =0,2) = 0y(z) pourz e R.

Montrer que (1.5) est la limite de (1.1) lorsque le parametre v tend vers zéro.

Correction.
o0 00y

E(gj’t) = —Va—x(w —Vt) = -V—(x).

Ainsi, 6 vérifie I’équation différentielle annoncée. De plus, 6 vérifie trivialement la
condition initiale.

Par un raisonnement analogue a celui qui nous avait permis d’établir la continuité
de la solution dans I’ exercice précédent, on montre que

. 1 Foo (x =Vt —y)? B B
i 2 [ e (-1 ) ay = tute - v = 000

00

ox

Exercice 1.3.1 On se propose de retrouver une propriété de décroissance exponentielle
en temps (voir la formule (1.1)) de la solution de I'équation de la chaleur

%—Au:f dans 2 x Rf
u=0 sur 09 x RY (1.7)
u(t =0) =wuy dans Q
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dans un domaine €2 borné. En une dimension d’espace, on pose 2 = (0, 1) et on suppose
que f = 0. Soit u(t,z) une solution réguliere de (1.7). En multipliant I'équation par u
et en intégrant par rapport a x, établir I'égalité

22 (/01u2(t,x)dx) ——/01

Montrer que toute fonction v(x) continiiment dérivable sur [0, 1], telle que v(0) = 0,
vérifie |'inégalité de Poincaré

2

ou s

8_I(t7x)

2

dv dz.

/0102@) dx < /01 %(3@)

En déduire la décroissance exponentielle en temps de fol u?(t,z) dz.

Correction. En multipliant 1’équation différentielle (1.7) par u on obtient par
intégration que
1 1 92
ou 0°u
—udr = —udx.
0 at 0 8$2

Quitte a supposer u suffisamment réguliere, on peut appliquer le théoreme d’ inté-
gration sous le signe somme au terme de gauche et effectuer une intégration par

partie sur le terme de droite. On obtient ainsi que

1 1
Ld / uide | = —/

Soit v une fonction de classe C* sur [0, 1] telle que v(0) = 0. Pour tout z € [0, 1],

V() = (/jj—gwdy)lx/j i Qdyg/ol

_x(y)

dz.

2

0ul” i (1.8)

oz

2

/Olﬁ(g;)dxg/ol Z—”(x)

En appliquant cette derniere inégalité a v(z) = u(t, z) et (1.8)

AT

X

ou

Ainsi,

et pour tout ¢ > 0,



Exercice 1.3.2 On se place en dimension N = 1 d’espace. On suppose que les données
initiales uq et u; sont des fonctions réguliéres, et que f = 0 avec 2 = R. On note U;
une primitive de u. Vérifier que

u(t,x) = % (uo(z +t) +up(x —t)) + % (Uy(z+1t) = Us(z —t)), (1.9)

est la solution unique de

(52
%—Au:f dans Q x Rf
u=0 sur 009 x R} (1.10)
u(lt=0)=uy  dans Q '

\ %(t:()):ul dans

dans la classe des fonctions régulieres.

Correction. La fonction
1 1
u(t,r) = §(u0(x +1t) +up(x —t)) + §(U1(x +1t)—Up(x —1t))

ol U; est une primitive de u; est trivialement une solution de I’équation des ondes
(1.10). Comme 'équation est linéaire, il suffit de prouver 1’ unicité pour ug = u; = 0.
Soit zy < x1 et 2t < x1—x¢. En multipliant I’équation différentielle par %, on obtient
par intégration par partie que

nt o (lou, o (lou,
O:/ — | |=(x,t dx+/ — ‘— x,t dx
ou du ou du

Par commutation de la dérivation et de I’ intégration, on en déduit que

d x1—1 2
0=— / dx
dt iL‘0+t

+@( +1,1) 2+ @( +t,t)
Zo ) 8]7'1:0 )

2
+

du
ot

ou

(l‘,t) %(*%t)

2 2

2

+ @( —t,t)
ot ox b

0
+ |G- 1

- @8—u( —tt)+2@a—u( +1,1)
oz ot LT oz ot o h

c’est a dire

d x1—t
a E /:I,‘o+t

2

ou

E(l’,t)

v
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d ;z:l—t 2
- / dx | <0.
dt $0+t

Pour tout ¢t > 0, pour tout yg et y; tels que yg < y1, on a donc

/y1 ou ou 2d$</“’1 ou 2 ou
Yo N o

= at = (2,0
ot 52" ot |0

ou xg = Yo —t et x1 = y; + t. On déduit de (1.11) que u(x,t) = 0 pour tout x et

t > 0, ce qui acheve la démonstration.

Ainsi,
2

ou

gu 9u
ot

(x,t)] + ‘89: (x,1)

2
+

2

(x,t) (x,0) de=0 (1.11)

Exercice 1.3.3 Vérifier que la solution (1.9) au point (z,t) ne dépend des données
initiales ug et u; qu'a travers leurs valeurs sur le segment [z — ¢,z + t|. Vérifier aussi
u(—t,z) est solution de (1.10) dans © x R, quitte a changer le signe de la vitesse
initiale uy (z).

Correction. On rappelle que
1 1
u(t,z) = E(uo(x +1t) +ug(x —t)) + §(U1(:c +1t)— Uiz —t)),

ou U; est une primitive de u;. Comme
T+t

Up(x+t) —Up(x—t) :/ uy (y)dy
T—t
ne dépend que de la restriction de u; sur I intervalle [z — ¢, x + t], on en déduit que
u(t, z) ne dépend que de ug et uy restreints a [z —t, v +t]. L’information se propage a
vitesse finie. Enfin, on vérifie sans mal que u(—t, x) est solution de la méme équation
sur 2 x R, quitte a remplacer u; par —u;.

Exercice 1.3.4 On se propose de démontrer un principe de conservation de |I'énergie
pour |'équation des ondes (1.10) sans utiliser la formule explicite (1.9). En une dimension
d’'espace, on pose €2 = (0,1) et on suppose f = 0. Soit u(t, ) une solution réguliere de
(1.10). En multipliant I'équation par % et en intégrant par rapport a z, établir I'égalité

d'énergie
d 1 2 1 2
— d:z:—l—/ dr | =0.
il 0

Conclure et comparer a ce qui se passe pour I'équation de la chaleur.

ou

ou
E(L l’)

8_.’E<t’ :t)

Correction. En multipliant I’équation des ondes par du/0t, on obtient par inté-
gration

L 9% ou L 0% 0u
— —dx — ——dr = 0.
o Ot ot o O0x? 0t
On applique alors le théoreme de dérivation sous le signe somme au premier terme
de I’équation et on effectue une intégration par partie sur le second. Il vient

1d U oul? L ou 92u

ot Oz OtOx




En appliquant a nouveau le théoréme de dérivation sous le signe somme (au deuxieme
terme cette fois), on établit la conservation de I’énergie.

Dans le cas de I’équation de la chaleur avec condition de Dirichlet, I’énergie totale
décroit exponentiellement. La température tend & devenir uniformément nulle au
sein de 1’ ouvert 2. Il y a une déperdition d’énergie par le bord de 2. Le com-
portement est tres différent pour la solution de ’équation des ondes. L’énergie est
conservée au cours du temps et 'onde est réfléchie sur les bords.

Exercice 1.3.5 On se propose de démontrer des principes de conservation de |'énergie
pour I'équation de Schrodinger

Ou

5 +Au—Vu=0 dans RN x R
u(t =0) = ug dans RV,

! (1.12)

Soit u(t, z) une solution réguliere de (1.12) en une dimension d'espace qui décroit vers
zéro (ainsi que 9“) lorsque |z| — +o00. Montrer que pour toute fonction dérivable v(t)

on a 5 L ofuf?
v\ _ 10
R(Ev>_2 ot

ou R désigne la partie réelle et v le complexe conjugué de v. En multipliant I'équation
par u et en intégrant par rapport a z, établir I'égalité d'énergie

/R|“(t733)|2d3::/R|u0(3:)|2d33.

En multipliant I'équation par 2%, montrer que

o
A(‘%(t,x)Q—i—V(w) |u(t,ac)\2> dac:/R(

Correction. Soit v une fonction dérivable,

r(25) 2 L(Pvy, 97\ _Low
o) "2 \at' T at) T 2o

Ou

5 &)

+ V(z) \uo(a:)|2> dx.

On a bien
Jv 190v|?
R(=7)== . 1.13
(at v) 2 ot (1.13)
En multipliant I’équation de Schrédinger par @, on obtient par intégration que
[ Ou_  D*u_ )
i REU—F@U—VW\ dr =0

Par intégration par partie sur le second membre, on obtient

2

Ou + V|u|*dz

ox
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(les hypotheses de décroissance effectuées sur u permettent d’éliminer les termes de
bords & “I’ infini”). Comme le second membre est réel, [, %Edm est un imaginaire

pure,
ou__

ul*
/R@t dr = 0.

Pourvu que la solution u soit suffisamment réguliere, on peut commuter le signe

somme et intégrale, ainsi
d
— / lu|?dz = 0
dt Jg

D’ apres (1.13), on a donc

et
/ u(t, 2)[2dz = / o 2dr.
R R
En multipliant I’équation de Schrodinger par g—?, il vient

2 _ _
0%u Ou ou
+ @E — Vuadx =0

Lol
Lot

Par intégration par partie du second membre, on obtient que

/i oul®>  Ou 0%u ou
R

— —Vu—dzr = 0.
ot
En considérant la partie réelle de cette égalité, il vient

Ox OtOx ot
/ 8
R at

Il suffit d’échanger la dérivation par rapport au temps et le signe intégrale afin d’
obtenir le résultat escompté

oul? 9 Oy

Exercice 1.4.1 Le but de cet exercice est de montrer que le schéma implicite

ou

ox

2
+ V\u|2> dx = 0.

2
+ V|u0]2> dzx.

n _ ,n—1 no__.mn _an no__gn
Uy — U +V“j+1 “j—1+y uj_ g+ 2uf —uj,

At 2Az (Ax)?

avec V' = 0, vérifie aussi le principe du maximum discret. On impose des conditions aux
limites de Dirichlet, c’est-a-dire que la formule (1.14) est valable pour 1 < j < J et
on fixe ug = u';,; = 0 pour tout n € N. Soit deux constantes m < 0 < M telles que
m < u? < M pour 1 < 5 < J. Vérifier que I'on peut bien calculer de maniére unique
les u;-”rl en fonction des 7. Montrer que pour tous les temps n > 0 on a encore les

inégalités m < uj < M pour 1 <j < J (et ceci sans condition sur At et Ax).

=0, (1.14)



Correction. Tout d’abord, montrons que le schéma implicite (1.14) est correcte-
ment défini. On pose U™ = (u})1<j<s. On vérifie que le schéma implicite équivaut a
déterminer U™ tel que

AU = U™,
ol
1+2¢c —c 0 ... 0
—c 1+2c —c 0 :
0 —c
A= 0
—c 0
: 0 —c 14+2¢ —c
0 ... 0 —c 14 2c

et ¢ = vAt/(Ax)?. 1l s’agit donc de prouver que la matrice A est inversible, ce qui
est aisé. En effet, A est symétrique, définie positive donc inversible : Soit X € R”.
Par convention, on pose Xg = X;,1 =0. On a

J 2 2

X5+ X5
XTAX =) — T X - X;)%
§=0

Reste a prouver que le schéma vérifie le principe du maximum. On raisonne par
récurrence sur n. Supposons que m < u?_l < M pour tout j € {0,---,J + 1}
rappelons que d’apres les conditions aux bords, m < 0 < M. Soit m' = infje(y .. jyuff
et M' = SUDjeqt,... .y Uj -
Montrons que M’ < M. Si M’ = 0, on a rien a démontrer. Dans le cas contraire,
soit k € {1,---,J} tel que M’ = u}. D’apres le schéma,

n n
Up_y + Uk+1)

(1+2c)upf = ul™" +2¢ ( 5

Comme “r=1t%e

< uy, on en déduit que
(1+2c)uff <up™' + 2cuf,

d’ ou
M =up <ul™' < M.
Quitte a remplacer u par —u, on obtient également m’ > m.

Exercice 1.4.2 Montrer que, si la condition CFL

IV|At < Az (1.15)
n'est pas satisfaite, le schéma décentré amont
utt — u? — u”
J J J j—1
174 =0 1.16
At + Ax ( )

pour I'équation d’advection est instable pour la donnée initiale u) = (—1)7.
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Correction. Le schéma décentré amont est défini par

n+l _ n n__ ,mn
+V = 0.
At Ax
Considérons comme donnée initiale u) = (—1)’. On montre par une récurrence

évidente que

Ainsi, la suite u™ reste bornée si et seulement si

1 2V AL

Az

<1

ou encore si la condition CFL
V| At

Ax

<1
est vérifiée.

Exercice 1.4.3 Ecrire un schéma explicite centré en espace pour I'équation des ondes
(1.10) en une dimension d'espace et sans terme source. Préciser comment démarrer les
itérations en temps. Vérifier I'existence d’un cone de dépendance discret analogue a celui
continu illustré par la Figure 1.3. En déduire que, si ce schéma converge, les pas de temps
et d'espace doivent nécessairement satisfaire la condition (de type CFL) At < Axz.

Correction. Pour I’équation des ondes (1.10) sans terme source, le schéma explicite
centré est

Wl —2ul + P L ke T
(At)? (Az)? '
Ainsi,
uttt = v 4 oy + (ﬁ)Q (u? | —2u? +u?, ) (1.17)
J J J Azx -1 J g+ )

On initialise le schéma en posant
u) = ug(jAZ) et uj = u + Atuy(jAz).

Au vu de I’équation (1.17), on montre par une récurrence évidente que la valeur
de u}*" ne dépend que des valeurs des ul,, pour k entier, —n < k < n et de uf,,
pour [ entier, —n <[ < n.

On note u(t, x) la solution de I’équation des ondes. Comme la valeur u((n +
1)At, jAz) dépend des valeurs de ug et uy sur [jAz — (n+ 1)At, jAz + (n + 1)At],

pour que le schéma converge, on doit avoir
(j —n—1)Az < jAz — (n+ 1)At et jAz + (n+ 1)At < (j +n + 1)Axz,
conditions qui sont équivalentes a

At < Ax.
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Exercice 1.5.1 Le but de cet exercice est de montrer que le probleme de Cauchy pour
le Laplacien est mal posé. Soit le domaine bidimensionnel © = (0,1) x (0,27). On
consideére le probleme de Cauchy en x et le probleme aux limites en y suivant

0*u  *u
9 " ap = dans 2
u(x,0) = u(x,2m) =0 pour 0 <z <1
8” 7\/5 .
u(0,y) =0, a—(O,y) = —e V'sin(ny) pour0 <y < 27w
x
VA

Vérifier que u(x,y) = “—— sin(ny)sh(nz) est une solution. Montrer que la condition
initiale et toutes ses dérivées en x = 0 convergent uniformément vers 0, tandis que, pour
tout « > 0, la solution trouvée u(z,y) et toutes ses dérivées ne sont pas bornés quand
n tend vers I'infini. Conclure.

Correction. Ici, = joue le role du temps. On vérifie sans mal que la solution
proposée est une solution du systeme. D’autre part,

Iu {e“/ﬁnk sin(ny) sinh(nx) si k est pair

dzk ) eVink~lgin(ny) cosh(nz)  si k impair
et o2
u
— oV (_1\Pp2p1 g ;

o e V' (—1)Pn**"" sin(ny) sinh(nz)
02p+1
32—p+116 = eV™(=1)Pn? cos(ny) sinh(nz).

)

On constate que en x = 0, u ainsi que toutes ses dérivées convergent vers 0 lorsque n
tend vers +o0o. A contrario, si x > 0, ni u ni ses dérivées ne sont bornées par rapport
a n. Or, pour des conditions initiales (i.e. en x = 0) nulles, la fonction u = 0 est une
solution triviale du systeme. Ainsi, des perturbations infinitésimales des conditions
initiales (méme pour la norme treés forte C°°) induisent de tres grandes perturbations
de la solution (pour n’importe quelle norme raisonnable, méme faible). Le probleme
de Cauchy proposé est donc mal posé.
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Chapitre 2

METHODE DES DIFFERENCES
FINIES

Exercice 2.2.1 Montrer que le schéma a six points

uify =y n S(uf ™t —uj) n wit) — gy
12At 6AL 12At 2.1)
u” 1 n+1 n+1 n n n ’
o T 2uT = ) +2uf — Uiy 0
(Ax) 2(Ax)?
n'est rien d'autre que le #-schéma
u T — w20l — ] —ul 4 2u” —u”
: 740 (- gp— LTI T g (29
AT (A1)? -0 (A)? (22)
avec 0 = 1/2 — (Az)?/12vAt
Correction. Il suffit de constater que
ul =l N Sluftt —ult) N Wt —ul
12A¢ 6At 12At
_ (uf ™ —ul) N ul =l N _Z(U?H —uf) N ut —
At 12A¢ 12A¢ 12A¢
T ) e 4 2 e 42 — g
At 12At 12At

En remplacant cette expression dans le schéma a six points, on en déduit que ce
dernier est équivalent a

u?+1 _ U;L z B (A.T)Z ’I’L+1 _|_ zun-‘rl _ U;Li-ll
At 2 12A¢ (A1)
(Y (Ax)*\ —uj + 2uf —ujy, —0
2 " 12A¢ (Az)?

qui n’est rien d’autre que le 6 schéma avec 6 = 1/2 — (Ax)?/12vAt.

13
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Exercice 2.2.2 Pour chacun des schémas de la Sous-section 2.2.1, vérifier que |'erreur
de troncature est bien du type annoncé dans le Tableau 2.1. (On remarquera que tous
ces schémas sont consistants sauf celui de DuFort-Frankel.)

Correction. Le calcul de l'erreur de troncature d’'un schéma est souvent délicat a
mener. Si on ne procede pas de maniere soignée et méthodique, on peut aisément
se retrouver englué dans un calcul inextricable, dont le cotuit croit exponentielle-
ment en fonction de l'ordre a déterminer. Quelques regles simples permettent en
général d’éviter ce travers. L’erreur de troncature se calcule en développant tous les
termes du schéma au méme point a I’aide des formules de Taylor. Le point choisi n’a
évidemment aucune influence sur le résultat obtenu (I'ordre du schéma ne dépend pas
du point considéré). Par contre, ce choix influe sur la taille du calcul qui en résulte.
Il est recommandé de diviser le calcul en plusieurs étapes. Les développements cal-
culés lors d’une étape pouvant étre réutilisé a une autre. Il faut absolument utiliser
I'équation vérifiée par la solution (par exemple remplacer les dérivées en temps par
des dérivées en espace). Cela simplifie considérablement les calculs, et nous permet
de déterminer 1'ordre optimal du schéma. Enfin, il faut éviter a tout prix d’effectuer
des calculs inutiles et ne pas manipuler des termes d’ordre non significatifs. Enfin,
un petit truc classique consiste a utiliser les symétries du schéma, qui peuvent im-
pliquer que les termes non nul du développement sont nécessairement soit paires,
soit impaires.

Les schémas explicite, implicite et de Crank-Nicholson ne sont que des cas par-
ticuliers du f-schéma. Ce dernier possede des termes communs avec le schéma a 6
points dont nous donnons le développement ci-dessous. Le schéma d’ordre le plus
élevé étant le schéma a 6 points, d’ordre 2 en temps et 4 en espace, on peut donc
négliger les termes en o((Az)?) et o((At)?). On effectue nos développement au point
(tn,z;) (un autre choix raisonnable consisterait a effectuer les développements au
point (t, + At/2,x;)). Par développement de Taylor, puis en utilisant le fait que u
est solution de I’équation de la chaleur, on a

U(tnir, 75) — u(tn, ;)

At -

ou  Atd*u  (At)?9u 9
(E + 7@ + 6 ﬁ) (tmxj> + O(<At) )

0*u At 9y (At)? 0%
= (gt ) ) ol

De méme,

W(tn, j—1) — 2u(ty, x5) + u(tn, Tj41) _
(Az)?

Pu (Ax)?20*u  _(Ax)* d5u A
(@ t 5 g T 2—6! %> (tn, ;) + o((Az)").

En remplacant n par n + 1 dans l'expression précédente, on obtient suite a un
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développement en (t,,z;) que
W(tny1, j—1) — 2u(tngr, ;) + u(tps1, i) _
(Az)?

*u  (Ax)?0*u (Az)* 0%
(@Jr 12 8:r4+2 6' 6)(t”’xj)

83
+At (8t8 9 12 6t8 4) n;x]

(At)? 9
5 (8t28x2) (tn, ;) + of (Az)* + (At)?)

De I’équation Ou /0t = vd?u/dz?, il vient

W(tni1, Tjm1 — 2u(tpyr, ) + u(tng1, ©js1) _ <8 u N <(A$)2 N yAt) @

+

(Az)? O0x? 12 Ozt

# (2550 4 HEET L PRI ) () + o0 + (A1)

1. Consistance des schémas explicite, implicite, -schéma et Crank-Nicholson.
Par combinaison linéaire, des développements calculés précédemment,

U(tnt1, ) — u(tn, ;) —u(tnt1, Tj—1) + 2u(tnsr, ;) — u(tngr, Tjv1)

Al o (Az)?
—u(tp, xj_1) + 2uty, ;) — u(tn, 1)
1— J j j
+(1 =0 Bo)?
0*u

— (10— (-
+(V—At—9((m) + At)—(l—e)(M)Q) 2

2 12 12 Ox*
1 0 ;0% 9 9
+ (8 2) (At)*? 926 + o((At)* + (Ax)?).

Apres simplification,

W(tni1,25) — ulty, x;) s —u(tng1, Tj—1) + 2u(tpi1, ) — w1, Tip1)
At (Ax)?
—u(tp, 1)+ 2u(ty, x;) — u(tn, x41)
1— J j j
+ (1 =0 L

- (((% - 9) VAL — %) g; + (1 - g) (At)2y 32 Zé) (tn, ;)

+o((At)? + (Az)?).

Ainsi pour le § # 1/2 (en particulier pour les schémas explicite et implicite), le
f-schéma est d’ordre un en temps et deux en espace, tandis que le schéma de Crank-
Nicholson est d’ordre deux en temps et en espace.
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2. Consistance du schéma a 6 points.
Il nous reste a considérer le terme

W(tny1, Tjp1) — u(ty, xj41)

W(tpy1, xj—1) — u(ty, xj—1)
At

At

D’apres le développement effectué au début de l'exercice, puis en développant le
résultat obtenu en (t,,x;), on a

u(tn+17 xj-i—l) - u(tnv "L‘j-ﬁ-l)

U(tnt1, Tj—1) — u(tn, Tj—1)
At

At
_ @+V_At@+ (At 0% (tn, T541)
— U\ 622 2 Oxt 6 g6 ) it
Pu vAtI*'u  vA(AL)? Ou 9
+v (a— + T@ + 6 %) (tn,mjfl) + O((At) )

=12 82u+VAt@+V2(At)2@ + (A )2 @_FV_N@
“\ M\ o2 T 2 ot 6 or0) UV AT T2 946

v(Az)* 0% , )
12 @) (tn, ;) + o((AL)* + (Ax)*)

Soit,

Wtnt1, Tj1) — wtn, Tj41) | ultngr, 1) — ully, 35-1)

At At
0?u 9 o O (AL V2AL(AZ)? v(Ax)t du
_2V@+(”At+y(m))@+( 3 T2 T )8:136
+ o((At)? + (Az)")

Par combinaison linéaire avec les autres développements effectués, on obtient (apres
simplification)

u(tn+17xj+l) - U(tn7$j+1) 5(U(tn+1,l’j) - U(tml“j))

12A¢ 6AL
n U(tns1, Tj—1) —ultn, zj-1) yu(tn+17 Tj-1) = 2u(tny1, ) + u(tngs, i)
12A¢ 2(Az)?
w(tn, xj—1) — 2u(tn, ;) + w(tn, xj41)
— UV
2(Ax)2

— (%V(Aw) 3 (At) ) ng o((Ax)* + (At)?).

Le schéma a 6 points est donc d’ordre 4 en espace et 2 en temps
3. Consistance du schéma de DuFort-Frankel (2.7)
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u(tn+17$j) _u(tn*hxj) _ %—{—O ﬁ i
2At ot Az

—U(tn, Tj-1) + U(tny1, T5) +ultn 1, 25) — ulty, j41)

(Ax)?
Pu (AN Pu  (Ax)? 9 At\? )
‘@*(5) 12 an O (5) + (A7)

En combinant ces deux expressions, on en déduit que si u est solution de I’équation
de la chaleur,

et

u(tn+1> x]) - u<tn—17 x])
2At
—u(tn, Zlij_l) + u(tn+1> ﬂ?j) + U(tn_l, ZL‘j) — U(tn, xj—H)

(A
_ ((%)2 . (Aé)2> % +o ((%)2 + (Aa:)2>

Le schéma est d’ordre O((At/Ax)? + (Az)?).
4. Consistance du schéma de Gear (2.8)

+ v

3U<tn+17 ZL']') — 4u(tn, l'j) + U(tn_h l‘j)

<2(A0 % 2 () T 1, 2) + O((A1))

ot 3
et

—u(tnt1, Tj-1) + 3utnir, ¥5) — ultnir, Tje1)
0?u  (Ax)* d'u
- 2 _ Z 6
=— (Ax) o2 51 9 + O((Ax)®).

En appliquant ces deux développements de Taylor a la solution u de I’équation des
ondes, on obtient

3u(tns1, xj) — dultn, ;) + u(ty,_1, x;)
(Az)?
oy Tty By + Sultner, 1) — Ut 2541)
2At
_ v(Ax)? 0t n (At)? 9%

ou ou 3 3
YR 3 946 + O((At)° + (Ax)?)

Le schéma de Gear est donc d’ordre 2 en temps et en espace.
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Exercice 2.2.3 Montrer que le schéma de Crank-Nicholson (2.2) (avec § = 1/2) est
stable en norme L™ si vAt < (Az)?, et que le schéma de DuFort-Frankel
n+1 n—1 n+1 n—1
i N V—U}H tupt oy —ugy
2At (Az)?
est stable en norme L> si 2vAt < (Ax)? (on appilque aux deux schémas des conditions
aux limites de type Dirichlet homogenes).

—0, (2.3)

Correction. On va montrer que sous une condition CFL appropriée, le schéma de
Crank-Nicholson vérifie le principe du maximum discret.
Soit k et [ tels que

n+1

uptt = M = maxut!
J

J

et uf™t =m = minu"

J

+1

Notons que M est positif ou nul et m négatif ou nul. On va montrer que

M < max(0, max u}) (2.4)
j
et min(0, minuj) < m. (2.5)
j

Dans un premier temps, on considere I'inégalité (2.4). Cette derniere est trivialement
vérifiée si M = 0. On peut donc se restreindre au cas M # 0. Le maximum de u?“
pour tout j € {0,---, N + 1} est atteint en un élément k € {1,--- | N} et d’apres

(2.2) avec 0 = 1/2,

M — uy; —up g+ 2up — Uiy,
<
At 7 2(Az)? =0,
soit A A
VAL n vAt n
M < (1 - W) uy, + W(UIH + uyr)-
Si
vAt < (Az)?, (2.6)

le terme de droite est une combinaison convexe des coordonnées de u”, et le premier
point de (2.4) est vérifié. La minoration de m s’en déduit en remplagant u™ par —u"
et M par —m. Si la condition CFL (2.6) est vérifiée, le schéma de Crank-Nicholson
vérifie le principe du maximum discret. En conséquence, il est stable pour la norme
L.

Le schéma de DuFort-Frankel (2.3) est défini par

L+L un—‘rl _ L_L un—1+ v (un +un )
2At - (Ax)2) 7 \2At  (Ax)?2) Ag)2t 77t I
1

Si 2vAt < (Ax)?, u’j”l est une combinaison convexe de uj~

est stable pour la norme L*, c’est a dire

, uf_q et ul . Alnsi, il

" [loo < max ([Ju’loc, [[u[loc ) -

Finalement, on peut remarquer que la différence de traitement des deux schémas est
due a leur nature : implicite pour le schéma de Crank-Nicholson, explicite pour le
schéma de DuFort-Frankel.
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Exercice 2.2.4 Montrer que le f-schéma (2.2) est stable en norme L? inconditionnel-
lement si 1/2 < 6 < 1, et sous la condition CFL 2(1 —20)vAt < (Ax)?si0<6 < 1/2.

Correction. Etudions la stabilité en norme L? du #-schéma. Par application de la
transformation de Fourier, il vient

20vAt il
(1 + W(l - cos(2k7rA:c))> " (k) =

—2(9_1)VAt — cos(2kmAx)) | u"
<1+ (An)? (1 (2kmA ))) (k).

Ainsi, le schéma sera stable en norme L? dés que

2(0 — 1)vAt
(Az)?

20U At
(Az)?

‘1 N (1— cos(kax))‘ < '1 + (1- Cos(2k7rA3:))‘

pour tout k, c’est a dire

4uAtsin®(krAx) <1
(Az)? + 40v At sin®(krAzx)| —
ou encore )
0 < dv At sin®(kmAzx) <o

~ (Az)? + 49vAtsin®(krAx) —

Comme @ est positif, cette condition est équivalente a
(Az)* > 2(1 — 20)v At sin?(knAx).

Cette derniere relation est vérifiée pour tout k des que (1 —26) < 0 ou (Az)* >
2(1 — 20)vAt.

Exercice 2.2.5 Montrer que le schéma a 6 points (2.1) est inconditionnellement stable
en norme L?.

Correction. Par transformation de Fourier appliquée au schéma a 6 points (2.1),
on obtient

<Cos(2k57rAx) 5

~n+1 An 1% _— o
6At + 6At) (@ —a") + (A$)2(4—cos(2k7rAx))(u Ly gm) =0,

c’est a dire

A
(5 + cos(2kmAx) + (62—3:)7;(4 - cos(2k7rA;c))) Gl —

(5 + cos(2kmAx) — (6:—?;2(4 - COS<2]€7TAI))) .
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Le schéma est donc L2-stable des que

A
5+ cos(2kmAzx) + (6Ay_x)t2(4 — cos(2kmAx))
6v At

> |5+ cos(2kmAz) — (Ar)?
x

(4 — cos(2kmAx))| .

Relation qui est trivialement vérifiée indépendamment de Az et At.

Exercice 2.2.6 Montrer que le schéma de Gear

n+1 n n—1 n+1 n+1 n+1
Sui;™ —Auf + uj N V—uj_l +2u;T —ugy 0 2.7)
N (Ax)? - ‘

est inconditionnellement stable et donc convergent en norme L2

Correction. En appliquant la transformation de Fourier au schéma de Gear (2.7),
on obtient
(3 + csin®(krAz)) @™t = 44" — 4", (2.8)

S8vAt
(Az)?-

ouc = On introduit les polynémes (dépendants implicitement de k, At et

Ax)
P(X) = (3 + 8csin?(krAz))X? —4X + 1.

On note \; et Xy les racines de P et A = (A\y — A;)? son discriminant. Les solutions
de (2.8) s’expriment explicitement en fonction de @° et @' :

o[ e () e siazo
(1 —n)APa° + nAT ot siA=0.

Une condition nécessaire de stabilité est donc que |A;| et |Az] soient au plus égaux
a un. Dans ce cas, afin que le schéma soit stable, il suffit qu’il existe deux réels § et
[ tels que pour tout k, Az et At,

|A(k, Az, At)| < § = max(|\i(k, Az, A)|, ho(k, Az, AD)|) < B < 1. (2.9)

En effet, posons C'(3) = max, n3"!. Comme 0 < 3 < 1, C(8) < +o0. De plus, si
|A(k, Az, At)| > 0,

Y
= | <2/V5;
)\2_)\1 — /\/_7
si0 < |A(k, Az, At)| < 0,
2~ M| )\k}\n—l—k < A A n—1
A2 — A\ ; 172 < nmax(|Al, |A2]) <Cp),

et si A(k, Az, At) =0, n|]\|"~! < C(B). De ces trois inégalités, on en déduit que

ja" (k)| < K(ja° + a')
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ot K =1+ 3(C(B) +2/V06). Ainsi, ||0"| 12 < K([|Ju®l|z2 + [[u]12)-

Reste a prouver que la condition de stabilité (2.9) est en effet vérifiée. Tout
d’abord, on vérifie que pour tout k, Az et At, |A\1| < 1 et |Ag] < 1. Enfin, A\; et Ay
sont des fonctions continues de A. Or si A =0, \; = Ay = 1/2. 1l existe donc ¢ et
B, 1/2 < f < 1 tels que la condition (2.9) est vérifiée.

Exercice 2.2.7 Montrer que le schéma de DuFort-Frankel (2.3) est inconditionnelle-
ment stable en norme L2. Montrer que, si on fait tendre At et Az vers 0 de telle
maniére que le rapport At/Ax tende aussi vers 0, alors le schéma de DuFort-Frankel est
convergent. (On dit qu'il est “conditionnellement” convergent.)

Correction. Par transformation de Fourier, on obtient que

2UAL
(Az)?

"ttt —ant (—24" cos(2kmAz) + 4"t + 4"t = 0.

Soit encore
(14 c)a" (k) — 2ccos(krAz)a™(k) — (1 — c)a" (k) =0,

ou

. 2(At)v

(AT
Notons que dans le cas ¢ < 1, on a prouvé précédemment la stabilité L*> du schéma
de DuFort-Frankel. Cette derniere impliquant la stabilité L2, nous n’avons plus qu’a
étudier le cas ¢ > 1. On procede comme pour 'exercice précédent. Considérons le
polynome
P(X) = (1+¢)X*—2ccos(krAz)X — (1 —¢)

On vérifie sans mal que les racines de P sont de module inférieur ou égale a un. Et
si A désigne le discriminant associé,

il Phe] < (1 + )7 (c] cos(2kmAz)| + |A[Y2/2) .
Or ?cos?(2kmAz) = AJ4 + ¢® — 1. Ainsi,
Al Ao < ()7t (1A/4+ ¢ = 1V2 4+ |A]V2/2).

Le terme de gauche est continue par rapport a A et c¢. De plus, pour A = 0, il est
égale & (zjr—})l/Q. Sous la condition CFL ¢ < M, il existe 7 tel que (zjr—i)l/Q <7y <l
Comme [1, M] x 0 est un compact, il existe 0 et & tel que pour tout 1 < ¢ < M,

Al <= (|A/4+ =12+ |A]"?)2) <y +e< L.

La condition de stabilité (2.9) énoncée dans la correction de I’Exercice 2.2.5 est
vérifiée. Le schéma est donc convergent pourvu que le rapport At/(Ax)? reste borné.
Enfin, la stabilité combinée a la consistance implique la convergence.
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Exercice 2.2.8 Montrer que le schéma explicite

n+l ) n o _ . n _an n.o_ . n
Uik — Uik Uiyt 2UGy — U Uikt + 2U5 — W _

A Y (Az)? v By

(2.10)

est stable en norme L> (et méme qu'il vérifie le principe du maximum) sous la condition
CFL

—_

vAt n vAt <
(Az)? ~ (Ay)? — 2

Correction. Le schéma explicite (2.10) est défini par

el B vAL vAL "
Uik = (1 2((Aa¢)2 * (Au)2> Uik
VAt VAL

n

—(A@g (Uj_q g+ ujiyy) + W(u?,k—l +ulpy)

Si
VAt N v At
(Az)? ~ (Ay)?

<1/2,

”zl est une combinaison convexe de coordonnées de u" et

it | < oo

Exercice 2.2.9 Montrer que le schéma de Peaceman-Rachford

n+1/2 n+1/2

+1/2 +1/2
uiy = Uy e —ujly +2u ~ Uik V_u;'l,k—l + 2UGk — Wik _ 0
At (A:U) 2(Ay)?
n+1 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1 n+1 n+1
Uik — Ui L Ttme T2 j+1k V‘“ﬁ? L 2ugy - 0
At (Am) (Ay)

est précis d’ ordre 2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L2
(pour des conditions aux limites de périodicité dans chaque direction).

Correction. 1. Consistance
En effectuant la soustraction des deux équations définissant le schéma, on ob-

tient 'expression de u"*'/? en fonction de u™ et u"*+?.
n+l n
; u; VAt
n+1/2 ]Jf + Jik n n n n+1 n+1
Ujk 5 + 1(Ay)? (W) pmy — 205wy — WGty + 200 — ).

En substituant I'expression de u"'/? dans 1'une des équations du schéma, on déter-
mine la relation reliant «"*! & u™. On pourrait effectuer le calcul explicite de cette
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expression, puis établir la consistance. Cependant, cela constitue un calcul fastidieux
qu’on peut éviter. On introduit donc la fonction intermédiaire

u(t + At,z,y) +ult,z,y VAL
UAt,A%Ay(ta z, y) = ( 2> ( ) + 4(Ay>2

(U(t, x,y — Ay) — 2u(t, z,y) +ult, v,y + Ay)
—u(t+ At,z,y — Ay) + 2u(t + At, 2, y) —u(t + At,x,y + Ay)) (2.11)

Pour toute solution u de I’équation de I’équation de la chaleur, ’erreur de troncature
est

v(t,z,y) —ult,z,y) N V—v(t, x—Ax,y) 4+ 2v(t,x,y) — v(t,x + Az, y)
At 2(Ax)?
—u(t,x,y — Ay) + 2u(t, z,y) — u(t,z,y + Ay)
2(Ay)?

ou v est définie par (2.11). Par développement de Taylor, on établit que

Eu) =

—+ v

VAt,Az,Ay
Ao (A (0 P (A0 (0 9
T T T a \ae T Vo 22 \“o8 ooy

o ((At)®> + (At)(Ay)?)

puis que

E(u) =

v-u v (820 (Az)* v Pu  (Ay)*d'u
2

At 02T T2 ot T aE T 12 84)+°((Aw)2+<Ay)2))

v3(At)? ou ) ,0M ,0'u
24 A <8x28y2 —a u) 24 ((AJ:) dat +(8y) 8_y4>
+o((Ax)* + (Ay)® + (At)?).

L’erreur de troncature est d’ordre 2 en espace et en temps.
2. Etude de la stabilité L2
En appliquant la transformation de Fourier au schéma, on en déduit que
vAt
niis _ Q(A jz Sin (lWAy)

1+2 "A)Q sin (k?TAZE)

et
1-2 ”A)2 sin?(kmAx)

21/A

ﬁn+1
(Ay)? Sin 2(IrAy)

’LALn+1/2.

Ainsi, 2"+ (k, 1) = A(k, )i (k, 1) on

1 — 280 sin?(IrAy) 1 — 2X88 sin®(krAx
a2 12 s(hn)

1+ 2(2%2 sin?(IrAy) 1+ 2 ”A)2 sin?(krAz)’
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Comme pour tout z > 0, |(1 —x)/(1 +z)| < 1, on a |A(k,1)| < 1. Le schéma est
inconditionnellement stable en norme L2

Exercice 2.2.10 Montrer que le schéma de directions alternées (2.31) est précis
d’ordre 2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L? (pour des
conditions aux limites de périodicité dans chaque direction).

Correction.
1. Etude de la consistance
Le schéma se décompose en deux étapes

Id v Id v
M n+1/2 [ =% M n _
(At 2 y)u (At+ 2 y)u 0

et
Id v Id
— _ZM, n+l _ [ 22 M ntl/2 _
(At 2 ) “ (At ) ’
ou 5
Vi1 — 2055 + 07 4
M), = = :
( U)]yk (AJZ)Q
et .
(My0) = B0 T Ve

(Ay)?

Afin d’appliquer la définition de la consistance donnée dans le cours, il faut exhiber
la relation reliant "' & w”. 11 faut donc supprimer I'inconnue intermédiaire u"*'/2
des équations définissant le schéma numérique. A cet effet, il suffit de multiplier la

deuxieme équation par (E sM ) et de constater que cette matrice commute avec

(& + ¥M,). On obtient ainsi

(Id—VTAtM ) <Id—VTAtM ) _

At At
d+2220, ) (1d =256, ) untir2,
2 2
D’apres la premiere équation du schéma, il vient

A A
A (1a=2200) (1a=2200, ) w
2 2
At At
(A1) (Id +VTMI) (Id ”2 M ) ~0.
Pour toute fonction v, on note M, (v) la fonction définie par

vtz y+ Ay) —20(t, z,y) +o(t, z,y — Ay)
(Ay)?

My (u)(t, z,y) =
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On définit de méme la fonction M, (v) en échangeant les roles respectifs de z et y.
De plus, on note

T(0)(t, 2, y) = v(t + At z,y).
En effectuant un développement de Taylor en (¢, z,y), on montre que

M, (v) = 27 L O((Ay).

On en déduit que

(At)~! (Id—V—AtM) (Id—”—AtM)( (v)) =

(g - oo+ ST 07+ 080 + (0.

At 2 4 Ox?
De meéme,
A A
(A1) (Id +”7th> (Id +VTtMy> (v) =
vV VALt O, 9 9
N §AU +— 8—8 + O((Azx)” + (Ay)?).
Ainsi,

(At)~! (Id—VTAtM) (Id—”—AtM)( (v))
—(Ap~ (Id+V—At ) ( VN )(v>—

T(UL_—U — VA ((%> +O(At + (Az)* + (Ay)*) =
% — vAv+ O(At + (Az)® + (Ay)?),

d’ou on déduit que le schéma est d’ordre 2 en espace et 1 en temps.

Remarque 2.2.1 Le point essentiel sur lequel repose la démonstration de la consis-
tance porte sur la propriété de commutation employée au début de la preuve.

2. étude de la stabilité L>
En appliquant la transformation de Fourier au schéma, on établit que

vAt
an+1/2 (A2 sin (WkAl?) o

1+ (ZA§2 sin (WkAx)

et
An+1 1- (ZA)t2 sin2(7rlAy) ~n+1/2
u = vAt 2 u .
1+ Xz sin” (7l Ay)

Ainsi, [a" | < |[a"+Y/2| < |a"| et le schéma est inconditionnellement stable L2.
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Exercice 2.3.1 Montrer que le schéma implicite centré

uﬂ+1 — ur}+1 _ u(ﬂrl
J J J+1 7—1
Vv =0 2.12
A VT oAs (2.12)

est consistant avec I'équation d'advection (2.32), précis a l'ordre 1 en temps et 2 en
espace, inconditionnellement stable en norme L2, donc convergent.

Correction. La consistance et la précision ne posent pas de problemes. Pour la
stabilité L2, I'analyse de Fourier conduit a

VAt -
a" (k) = (1 +1 X SiH(Qﬂ'kAl‘)) u" (k) = A(k)a" (k).
x
On vérifie alors que le module du facteur d’amplification est toujours plus petit que

1
o\ —1
‘A(k)|2 — <1 + (2it Sin(QWkAZL’)) ) S 1.

Le schéma est inconditionnellement stable. La convergence s’obtient alors par le
Théoreme de Lax 2.2.20.

Exercice 2.3.2 Montrer que le schéma de Lax Wendroff

n+l _  n n _an 2 n _ n n
u u Ui U (V At) ul g —2ui +ujy,

J J
v 2 (Az)?

N A = 0. (2.13)

est stable et convergent en norme L? si [V|At < Az,

Correction. 1l suffit de montrer la stabilité en norme L? afin d’en déduire la
convergence par le théoreme de Lax. En appliquant la transformation de Fourier au
schéma de Lax-Wendroff (2.13), on obtient

@ (k) = A(k)an (k)

ou
At)? At
Alk)y=1-2 <‘;—) sin®(krAx) — ZVA

T T

sin(2kmAx)

Le schéma est stable en norme L? des que |A(k)| < 1. On montre aisément que

|A(k)|? = 1 — 4sin*(krAx) (%)2 (1 — (Z—A;)?) :

Ainsi, le schéma est stable et convergent des que

|V |At
Ax

<1
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Exercice 2.3.3 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs préserve le principe du maxi-
mum discret si la condition CFL |[V|At < Ax est satisfaite, tandis que le schéma de
Lax-Wendroff ne le préserve pas sauf si VAt/Ax vaut —1,0, ou 1.

Correction. 1. Schéma de Lax-Friedrichs

_— 1+VAt - 1 VAt ,

U;, ==+ =—1]u; - — —— | U; 4.

J 2 2Ax ) It 2 2Agx ) 1
n+1

Ainsi, 7™ est une combinaison linéaire convexes de u},, et uj dés que [V]At < Az.
Sous cette condition, le schéma vérifie le principe du maximum discret.
2. Schéma de Lax-Wendroff

e _VALVAL N L (VA ? w, VAL(VAE N
Y 2Az \ Az Ui+t Ax Y 2Ax \ Ax i1

Le schéma préserve le principe du maximum discret si et seulement si chacun des
coefficients apparaissant dans le terme de droite est positif, c’est a dire si et seulement
si VAt/Az = —1, 0 ou 1.

Exercice 2.3.4 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff (2.13) est le seul schéma
précis a l'ordre 2 en espace et temps qui soit du type

n+1

;

= auj_; + Buj +yul, g,
ol «, 3,7 dépendent seulement de VAt/Ax.

Correction. L’erreur de troncature est
E = (M) (ul(zj, tas1) — au(@joi, ta) = Bultn, 25) = yults, Tj41)) .-
En effectuant un développement de Taylor en (z;,t,), on montre que

ou Az ou

— -1 _ — )=
E=(At)"" (1 (a+ﬂ+’7))U+at+At(a ’Y)&r
Atd*u o+ (Ax)? 0u

2 Ot 2 At O

+ 0 ((At)2 + U(Ax)Q) :

c
Si u est solution de I’équation d’advection,

Ou/ot = —Vou/dx et O*u/ot* = V20?u/0z>.
Ainsi,

B = (A7 (1~ (0 B4 ) u— e (e (a =) 2
+ —(ﬁzz (= (a+7)) % +0 ((At)2 (1 + —|O‘C_37’)) L (2.14)
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ou ¢ = VAt/Azx. Si le schéma est d’ordre 2 en temps et en espace, on doit avoir
B o —
l—(a+0+7) :(’)((At)‘3 <1+‘C—37|>>,

c—oz+’y—(9(c(At)2 <1+%>),
&—(a+y):C)G%Aw<1+k%%ﬂ)>.

En faisant tendre vers zéro At et Ax a ¢ constant, on obtient le systeme linéaire
suivant

l—(a+B8+7)=0
c—a+~v=0
& —(a+7)=0.

D’ou 'on déduit que

a=c(l+c)/2
ﬁzl—c2
v=rc(c—1)/2.

Enfin, comme o — v = O(c), d’aprés (2.14), le schéma est en effet au moins d’ordre
2 en espace et en temps.

Exercice 2.3.5 Montrer que le schéma explicite décentré amont

umtt — oy T—
! LpvL = =0 si V>0

At Az 91
. LyvIE—L=0 si V<o

At T As st

est consistant avec |'équation d'advection (2.32), précis a I'ordre 1 en espace et temps,
stable et convergent en norme L? si la condition CFL |V|At < Az est satisfaite.

Correction. La consistance d’ordre 1 en temps et en espace est aisée a établir. En
effet, dans le cas V' > 0,

U(tn+1, xj) — u(tn7 xj) U(tn, xj) — u<t“7 ‘Tj—1>
A v Az

= (u + Vug)(tn, z;) + O(At + Az).
Le cas V < 0 est identique. Enfin, la stabilité L? se déduit de la stabilité L>°.

Exercice 2.3.6 Montrer que I'équation équivalente du schéma décentré

amont (2.15) est

ou ou |V| Pu

ot oz 2 0
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Correction. Considérons le cas V' > 0. L’erreur de troncature du schéma décentré
amont (2.15) est

ou ou Atd*u VAzxd*u 9 9
E—E—FV%‘F?W_TT_"O((A& —|—(Al’) )

Soit u tel que l'erreur de troncature du schéma décentré soit d’ordre 2 en espace et
en temps, on a

0%u 0%u
=V’ +O(At+ A
T 502+ (At + Ax).
Ainsi, l'erreur de troncature pour u est égale a

ou ou V 0u

o Va5 (VAL = Ax) = + O((A1) + (Ax)?).

L’équation équivalente dans le cas V' > 0 est donc

ou 8u 1% 0*u
—+ V= VAt — Ax =0.
ot ox ( )8 2
11 suffit de substituer Az par —Ax pour obtenir I’équation équivalente dans le cas
V < 0. Enfin, on peut résumer ces deux résultats par I’équation
ou ou |V 0*u

valable dans les deux cas.

Exercice 2.3.7 Montrer que I'équation équivalente du schéma de Lax-Wendroff (2.13)
est

ou V@u n V(Az)? i (VAL OPu
ot oz 6 (Ax)2 ) 0z3
Correction. L’erreur de troncature dans le cas du schéma de Lax-Wendroff (2.13)
est

u(tyi, 33]) u(tn, 53]) u(tn, $]+1> u(tn, Tj 1)

At

E(u) =

+V
V2At tn,:r] 1) = 2u(ty, ;) + u(tn, £j41)
(Ax)? '

En effectuant un développement de Taylor en (¢,,z;), on montre que

ou ou At [(0*u , 0*u (At)? PPu
E(“)_E+V%+7<W_V %) AT
V(Az)? 0%u 3
6 0. + O((Az)* + (At)?). (2.16)
Soit u tel que F(u) soit d’ordre 3 en espace et en temps, on montre que dans ce cas
0%u 0*u
7 = VZ— + O((Az)? + (At)?)

ot dz?
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De plus, 9*u/0t* = —V30%u /0 +O(At+ Ax). En substituant ces expressions dans
I'équation (2.16), on obtient I’équation équivalente attendue :

du | ou , V(de) (1 Ve (£>2> U _ o((aa) + (A1),

ot O 6 Az O3

Exercice 2.3.8 Soit I'équation

Ou  ou_ Ou O
ot " or T2 Mow

u(t =0,z) = sin(wz + ¢) pour x € R,

=0 pour (z,t) € R x Rf

avec V, v, i, w, ¢ € R. Montrer que sa solution est
u(t,z) = exp(—vw’t) sin (w(z — (V + pw?)t) + ¢)

(on admettra son unicité). En déduire que la diffusion atténue I'amplitude de la solution,
tandis que la dispersion modifie la vitesse de propagation.

Correction. On détermine les dérivées partielles de u intervenant dans 1’équation
donnée. On a

% = —ww’u+w(V + pw?) exp(—vw’t) cos (w(z — (V + pw)t) + ¢)
% = —w exp(—wat) cos (w($ —(V+ ,UWQ)t> + ¢) )
TN
orz ’
et
Pu
523 = w? exp(—vw?t) cos (w(z — (V + pw?)t) + @) .

En sommant ces différents termes, on obtient

b o o o
ot ox V@xz 'uaxf-“

L’atténuation de Pamplitude est exp(—vw?t). Elle est donc d’autant plus forte que
le terme de diffusion v est important par rapport & w=2. La vitesse de propagation
de l'onde est (V + uw?) et dépend donc du terme de dispersion p.

Exercice 2.3.9 On définit le schéma “saute-mouton” (leapfrog, en anglais)

n+l _, n—1 u™ 1
J J V 7+
ont T A

U n
—1
= —0.

Etudier la consistance et I'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de
Fourier qu'il est stable sous la condition CFL |V|At < MAx avec M < 1.
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Correction.
1. Etude de la consistance
Par développement de Taylor en (¢,,z;) on a

U(tn+17 33']‘) — U(tnfl, .’L‘j) n Vu(tm gjjJrl) — U(tn, -’L'jfl) _
2At 2Azx N
u ou  (At)?du (Az)? DPu \ ;
ot I 3 — a3 A Ax)°).
g Vot T o TV g e TOURYTH (AT

Si u est solution de I’équation d’advection, ’erreur de troncature est donc
Pu
E=— ((Az)* — (At)*V?) —.

Ainsi, le schéma saute-mouton est consistant, d’ordre 2 en espace et en temps.
2. Stabilité L?
Par transformation de Fourier, on obtient

1

0" (k) = 4" (k) — i2csin(2mkAz)a" (k). (2.17)
ouc= VA—A;. On introduit les polynémes (dépendants implicitement de k, At et Ax)
P(X) = X* +i2csin(2rkAz) X — 1.

On note \; et Ay les racines de P et A = 4(1 — ¢?sin?(2k7Az)) son discriminant.
Les solutions de (2.17) s’expriment explicitement en fonction de 4° et 4! :

A A= XAL Y\ 0 AT
an ( e () o stA#O,
(1 —n)APa® + AP tat si A=0.

Si ¢ > 1, le module de la somme des deux racines est égale a 2¢ > 2. Le module de
I'une des deux racines est plus grand que un et le schéma est instable. Si ¢ = 1, on
peut avoir A = 0 pour certaines valeurs de k et Az. Dans ce cas, \j = \y =i et

" = (na' +i(n — 1)a%)i" !

Le schéma est instable.
Considérons le cas ou ¢ est majoré par une constante M < 1. Dans ce cas, les
racines de P sont de méme module

A = Ao = 1.

De plus, [A; — Xo| = VA > 2¢/1 — M2 > 0. On déduit de I'expression explicite de
4™ en fonction de 4" et 4! que

Ainsi, sous la condition CFL VAt/Ax < M < 1, le schéma saute mouton est stable
L2
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Exercice 2.3.10 On définit le schéma de Crank-Nicholson
n n+1 n+1

n+1 n

) —us u- — U u' —

J J 1% J+1 Jj—1 1% g+l
At N 4Ax i 4Ax

u”
—1
I —0.

Etudier la consistance et |'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de
Fourier qu'il est inconditionnellement stable.

Correction.
1. Consistance
Par développement de Taylor en (¢,,x,), on montre que

Wtni1, @) — u(tn, @) o ultnsn, j11) — ultpgr, 2j-1)

At v 1Az
U(tn, Tjr1) — ultn, xj—1) _ Ou Ou At 82_u 0?u
+V 1Az o Vet o \ae Ve

+

(A1) (OPu Vo
6 ot3 2 Qxot?

y BoPVIU L oA 4 (A,

6 Oz
Ainsi, si u est solution de I’équation d’advection, 'erreur de troncature est
14 2 2 oy Pu 3 3
E(u) = T (2(A1:) — VZ(At) ) pys + O((At)” + (Ax)?).

Le schéma de Crank-Nicholson est donc d’ordre 2 en temps et en espace.
2. Stabilité L*
Par transformation de Fourier, on établit que

VAL VAL
a" (1 + Z2A:r Sin(27rk:A:1:)> =a" (1 - ZZA$ sin(27rk:A3:)) .
Ainsi, [a"!| = |4"|. Le schéma est donc inconditionnellement stable en norme L?.

Exercice 2.3.11 Finir la démonstration du Lemme 2.3.6 en calculant A(k)™, et mon-
trer la stabilité du schéma sous condition CFL grace a (2.41).

Correction. On utilise 'analyse de Fourier pour obtenir

) il 2 (-2at) 4\ . )
i) = () =( et ) 07 () = AWO" (),

ou )
A
alk) =4 (A—i) sin?(rkAx)
Ainsi, U (k) = A(k)"U°(k). Les valeurs propres de la matrice A(k) sont les racines
du polynome
2= (1 —20)a(k)
1+ 0a(k)

A2 A+1=0, (2.18)
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dont le discriminant est

a(k)

Si a(k) = 0, le polynéme (2.18) possede une racine double A = 1. Si a(k) # 0,
d’apres la condition CFL, A(k) < 0 et le polyndéme posseéde deux racines distinctes
complexes, conjuguées 'une de 'autre, de module 1. Considérons le premier cas,
c’est a dire a(k) = 0. Dans ce cas, il existe p tel que K = p(N + 1). On note v la
vitesse initiale et v; la vitesse discrétisée.

N N
~ _ 2rkjAx i2mp o
o(k) = E vje = E ve P = E v; =0,
§=0 j=0

J=0

A(k) = —

z

d’apres 'hypothese de vitesse moyenne initiale nulle effectuée. Ainsi, 4! (k) = a°(k)+
Ato(k) = a°(k). Or

w(i)=(03)0)=0)
{7 (k) = A(k)"07(0) = A(k)" < @ (k) ) - ( o) ) — 00(k),

On a montré que si a(k) =0, a"(k) = 4°(k) pour tout n.
Reste a considérer le cas a(k) # 0. Dans ce cas, le polynome (2.18) possede
deux racines distinctes A et A\. La matrice A(k) est diagonalisable. Plus précisément,

1 A A A0 1 =X
A(k)ﬁ(l 1)(0 X)(—l )\)'
On en déduit que
w1 A A A0 1 =X
Alk) —m<1 1)(0 X")(_l A )

On obtient ainsi une expression explicite de 4" (k) en fonction de a°(k) et o(k).
Plus précisément,

A (k) = % (((A“H U P X”)) A0(k) — AL — X”“)@(k)) ,
A (k) = % ((A”(/\ )N - 1)) A0(k) — AL — X"“)@(k)) .

Un calcul explicite de la racine A du polynéme (2.18) nous donne

\_ 2= (1= 20)a(k) + iy/=A()
- 2(1+ a(k)) '
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La condition CFL, stipule que 4 — (1 — 40)a(k) est minoré par une constante stric-
tement positive. Ainsi, il existe une constante C; indépendante de k telle que

| a(k)
14201 — 20)\/4 — (1 —40)a(k)

D’autre part, en utilisant & nouveau la condition CFL, on établit qu’il existe une
constante (5, indépendante de k telle que
At At

= < (Cy
A=Al a(k)

‘A_l <. (219

m’ = (2(1 + 0a(k)))™!

: At . At
min alk) =2 (A_w> sin(rAz) > <A_w> TAxr = TAt

k:sin(kwAx)#0
des que Ax est assez petit. Ainsi,

At
A=A

S 777102.

De cette derniére estimation, de l'estimation (2.19), de Pexpression de u"*!(k) et le
module de A\ étant égale a 1, on déduit que
@ (k)| < 2C1[a° (k)| + 7~ Colo (k)]

Le schéma est donc stable pour la norme L? et il existe une constante C' telle que

[l < C (]l + [lollz2)

Exercice 2.3.12 On considére le cas limite du Lemme 2.3.6, c'est-a-dire At/Azx =
(1 —46)71/2 avec 0 < 6 < 1/4. Montrer que le f-schéma centré

;H—l 27,L + un 1 +9 TH—l + 2un+1 U;L__"__ll
(At) -1 (Ax)—l -1 (2.20)
(Az)? (Ax)? -

est instable dans ce cas en vérifiant que u} = (—1)"*7(2n — 1) est une solution (remar-
quez qu'il s'agit d'une instabilité “faible” puisque la croissance de u™ est linéaire et non
exponentielle).

Correction. Soit u} = (—1)"/(2n — 1),
—ul_y + 2u} —ufyy = 4(=1)""(2n - 1)

et

untl n—1 n+j+1
w20l T = 4(— 1) (20 - 1),
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En substituant ces relations dans ’expression du 6 schéma et en considérant le cas
(At/Ax)* = (1 —46)~', on en déduit que

n+1 n—1 n+1 n+1 n+1
uimt = 2uy 4 uj 0= +2u;T —ugly
(At) (Ax)
n n n n—1 n—1 n—1
—Uuj_y 4 2ul — ujy, —u;y +2ui = ugy
+ (1 —20) (An)? +0 (An)?

= 4(At)*(2n — 1)(=1)"7 (=1 —6(1 — 46) "
+(1—20)(1—46)"' —6(1 —46)~") =0.

Exercice 2.3.13 Montrer que le f-schéma centré (2.20) conserve |'énergie discrete,
c'est-a-dire que E"*! = E* pour tout n > 0, ol

N Tt — 2
En+1 — § J J 4 aAI(un—i-l’un) 4 QCLAI(UTH_I _ unjun—i-l _ un)
— At
]:

avec N
— Ujt1 — Ui\ (Uil — Yy
et =2 () (M)
Correction. On multiplie (2.20) par u;-““l - u?_l et il vient
g (0 = = =) (= (o)

+(Ala:)2 (mua + 20 — ) (™ — o)

e (O =) 205 ) — ) ()

""(Ai)g (_<U;L:11 —uj )+ Q(U;Fl —uj) — (U?;f — U;L_H)) (u}wr1 — u?fl) =0

Si on somme par rapport a j, comme

N

N
n n
(_Uj—l + 2uj — ]+1 E , ]+1 UJ+1 —v;),
j=0 j=0

on en déduit que

N ntl n 2 N n _1 2
u; uj
§ : ( ) § : < ) + aAr(unjun-H _ un—l)

7=0 7=0
+ aAz(un+1 —u ’un+1 —u + (un . unfl))

+ aAz<Un_1 o un’un-i-l — " + (un _ un—l)) — 0’
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c’est a dire

N o (utt —qyn 2
§ J J 4 CLAZ(Un,Un+1) 4 HCLAZ(UTH_l _ un7un+l _ un)
, At
Jj=0
N =t ?
_ J J n—1 , n 0 n n—1 ,n n—1
= | +an (" u") + Oap (Ut —u" T U —u ).
— At
j:

Exercice 2.3.14 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs

n+1 n n
(g oL () (BT Yo e
2At \ 2w —wiy —wiy 2Az \ 1 0 Wiy —wi
est stable en norme L? sous la condition CFL At < Ax, et qu'il est précis a I'ordre 1

en espace et temps si le rapport At/Ax est gardé constant lorsque At et Ax tendent
vers zéro.

Correction.
1. Consistance
On pose U = (v, w) et

(1)

On effectue un développement de Taylor en (¢, ;) sur le schéma (2.21) :

1
AL U (tny1,75) = Ultn, 2j41) — Ultn, 25-1))
1
— EJ (U(tn, 2j31) = Ultn, vj-1))

ou U  (Ax)? At\?\ 92U (Az)*
=——-J—- 1—(— — Az)? + =
o e T o ar) a2 PO\ BT
Le schéma est donc consistant et précis a I'ordre 1 si le rapport At/Az est constant.

2. Stabilité L?
Etudions la stabilité L2, Par transformation de Fourier, on établit que

Dl . At (01 o
< G ) = (cos(2k7rA:c) +zsm(2k7rAm)A—m ( 10 )) ( o ) :

On pose a = cos(2kTAz) et § = sin(2kwrAz)LL. On diagonalise la matrice A(k) et
on établit que

a5 (3 ) () (),

Notons que
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Ainsi, le schéma est stable L? si et seulement si |a + i3] < 1. Or
| +iB]* = (cos(2kmAz)? + sin(2kmAz)?(At/Az)?).
Le schéma est donc stable en norme L? sous la condition CFL At < Ax.

Exercice 2.3.15 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff

1 ot 1 0 1 o — T
J J _ - J+1 J—-1 2.22
At ( ntl —wj ) 2Ax ( 10 Wi — Wiy ( )

2
LAt (0 20—
saer W1 o) (b vy — o,

est stable en norme L? sous la condition CFL At < Ax, et qu'il est précis a I'ordre 2
en espace et temps.

Correction.
1. Consistance
On pose U = (v, w) et

().

On effectue un développement de Taylor en (t,,x;) sur le schéma (2.22) :

1
g Ut ) = Ultn, 25)) = 57— (Ut 2541) = Ultn, j-1))

o U At&U
taraap U@ = D 42U (k) = Ultw i) = 27+ 55

A2 93U oU AV OPU  AtO*U
(6) " or (6)%—7W+O<<N>3+<M)3>'

Si U est solution de I’équation (2.43), on en déduit que l'erreur de troncature est
PU

BE(U) = é (A2 = (A2)?) T+ O((Aw) + (A1)

+J

2. Stabilité L2.
Etablissons la stabilité L? sous la condition CFL At < Az. Par transformation de
Fourier, on établit que

iy = (12 (ALY sin2(hran) + 2 dn(knan) 7| 07

B Az Ax

On pose a = 1 —2 (%) sin?(krAz) et 3 = £Lsin(2krAz) et on procede comme
pour 'exercice précédent. Ainsi, le schéma est stable L? si et seulement si |a+i3| < 1.

Or ,
loa+ i3> = 1 — 4sin®(krAz) (2;) <1 - <§—;> ) .

Ainsi, le schéma est stable L? des que

At
— < 1.
Ax —
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Chapitre 3

FORMULATION
VARIATIONNELLE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

Exercice 3.1.1 Si f est une fonction continue sur [0, 1], montrer que I'équation dif-
férentielle

_dlu
{ Ty = f pour 0 <z < 1 (3.1)

u(0) =u(l) =0.

admet une solution unique dans C?([0,1]) donnée par la formule

u(z) = 3:/0 f(s)(1 —s)ds — /01’ f(s)(x — s)ds pour z € [0, 1]. (3.2)

Correction. Soit u défini par (3.2). La continuité de la fonction f assure la
dérivabilité de la fonction u. On a

i) = [ 0= ots = [ s)as

d’ou —u"(z) = f. De plus, u vérifie les conditions aux limites u(0) = u(1) = 0. Ainsi,
u est bien solution de I’équation différentielle (3.1). Il reste a établir 1'unicité de la
solution de ’équation (3.1). L’équation étant linéaire, il suffit de montrer que toute
solution v de I'équation (3.1) avec f = 0 est nulle. La dérivée seconde de v étant
nulle, on en déduit que v est une fonction affine. Enfin, les conditions aux limites
impliquent la nullité de la fonction v.

Exercice 3.2.1 Déduire de la formule de Green (3.5) la formule de Stokes

/Q divo(z)é(x) de = — /Q o(z) - Vo(z) do + / o(z) - n(z) ¢(z) ds,

002

ol ¢ est une fonction scalaire de C*(Q) et o une fonction a valeurs vectorielles de C'!(€2),
a supports bornés dans le fermé ).

39
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Correction.

| (Veote)ota) + o). Vo “‘Zf<$ﬁ D+ o) 90 0) ) di

_Z/gf@:;éﬁwmmwm
_ /a _o(x) n(a)o(z)ds.

Exercice 3.2.2 En dimension N = 3 on définit le rotationnel d'une fonction de €2 dans
R3, ¢ = (41, P2, ¢3), comme la fonction de 2 dans R3 définie par

rote = O0bs  O0¢y 01 O¢3 09y  O¢y
dxy  Oxy dxy Oxy dxry  Oxg)

Pour ¢ et 1, fonctions a valeurs vectorielles de C*(Q), a supports bornés dans le fermé
(2, déduire de la formule de Green (3.5)

/Qrotgzﬁ-wd:c—/ggb-rotdjdxz—/GQ(gbxn)-zbds.

Correction.

(rote - 1 — ¢roty)) dx
[ [(00 0o\, (96 06\ (06 0
_/Q (6_:162 65173) w + (81‘3 6x1) w + (8I1 81‘2) ¢3

Ops Oy oY1 Oy 0Py O
(a_@_a_%)qbl_ R L e L K

Z/Q 8_%1(%% — ¢31b2) + %(%% — ¢13) + aixgwll/’? — ¢othr) du

P2th3 — P31)y
—/ G301 — Q1h3 | .nods
92\ r1hy — oty
:/ (¢ X ).n ds.
o0

Exercice 3.2.3 On considére le Laplacien avec condition aux limites de Neumann. Soit
u une fonction de C*(€2). Montrer que u est une solution du probléme aux limites

S~

—Au = f dans ()
{ gz =0 sur 0€2. (3.3)
si et seulement si u appartient 3 C'1(Q) et vérifie I'égalité
/ Vu(z) - Vo(z) dr = / f(z)v(z) dx pour toute fonction v € C(Q). (3.4)

En déduire qu une condition nécessaire d'existence d'une solution dans C2(€) de (3.3)
est que [, f(x)dz = 0.
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Correction. Supposons que u soit solution du probleme aux limites de Neumann
(3.3)
—Au = f dans Q
{ % = 0 sur 0.

En multipliant 1’équation vérifiée par u par dans 2 par une fonction test v € C'(Q),
on obtient, suite & une intégration par partie que

/Q V(). Vo(z)ds — /8 O yo(w)ds = /Q F(2)v(z)dz.

Qan

Comme Jdu/0n = 0 sur 0f2, on en déduit que
/ Vu(z).Vu(z)dr = / f(z)v(x)dz pour tout v € C*(Q). (3.5)
Q Q

Réciproquement, supposons que u soit une fonction réguliere vérifiant (3.5). Par
intégration par partie on a

— /Q(Au(x) — f(z))v(x)dx + %(@v(x)ds =0 (3.6)

a0 On

pour tout v € C*(Q). On procede en deux étapes : Dans un premier temps, on
applique la relation (3.6) a des fonctions tests a support compact dans €. Cela
nous permet de “tester” 1’équation vérifiée par u dans 2 et d’établir I’équation
—Au = f dans €. Dans un deuxieme temps, on applique (3.6) a des fonctions tests
non nulles sur 02, ce qui nous permet de “tester” I'équation vérifiée par u sur le
bord du domaine et d’en déduire que du/dn = 0 sur 0. Plus précisément, pour
toute fonction test v a support compact dans {2,

/Q(Au(x) — f(x))v(x)dzr = 0.

On peut conclure a la nullité de Au — f de deux maniere différentes. La premiere
consiste a appliquer le Lemme 3.2.9 du cours. Plus simplement, Au — f est nulle
car orthogonale & un sous espace dense de L*(Q). L’égalité (3.6) implique alors que
Ou/On est elle nulle car orthogonale (pour le produit scalaire L?(9€)) & un sous
espace dense de L%(Q2), trace des fonctions C'(Q) sur le bord 992 du domaine €.
En choisissant la fonction v = 1 comme fonction test dans la formulation va-
riationnelle, on en déduit que s’il existe une solution u réguliere au probleme aux

limites (3.3),
/ f(z) de = 0.
0

Exercice 3.2.4 On considere |'équation des plaques

A (Au) = f dans Q
u=>0 sur OS2 (3.7)

2—2:0 sur 02
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On note X I'espace des fonctions v de C%(Q) telles que v et a” s'annulent sur 092. Soit

u une fonction de C*(£2). Montrer que u est une solution du probleme aux limites (3.7)
si et seulement si v appartient a X et vérifie |'égalité

/ Au(x)Av(z) dz = / f(z)v(zx) dx pour toute fonction v € X. (3.8)

Correction. On procede comme pour 'exercice précedent. Soit u une solution
réguliere de 'équation des plaques (3.7), pour tout v € X,

/QA(Au)(x)v(x)dx:/Qf(m)v(:v)dx. (3.9)

Par intégration par partie,

/Q A(Aw)(2)v(x)de = — /Q V(Aw)Vo(z)dz + /a ) 8(8Anu) (x)v(z)ds.

Comme v = 0 sur 02, on en déduit que

/QA(Au)(x)U(a:)dx = —/QV(Au)Vv(m)dx

puis par une nouvelle intégration par partie que

/A(Au)(m)v(m)dm = /Au(m)Av(x)daz— Au(z )011( )ds.

Q Q a0 on

Comme g—(x) = 0 sur 0, le dernier terme de cette équation est nulle. Ainsi, on
déduit de (3.9) que

/Q Au(z)Av(z)dr = /Q F()o()dz

La réciproque s’établit comme lors de I'exercice précédent. Supposons que u soit une
solution du probléeme variationnel (3.8), en effectuant deux intégrations par partie
successives, on obtient

/Q(A(Au) — flvdz =0,
pour tout v € X. Or X est un sous espace dense de L*(€2), ainsi A(Au) — f = 0.
Exercice 3.3.1 Le but de cet exercice est de montrer que I'espace V, défini par
V={vel(Q), v=0surdQ}, (3.10)

muni du produit scalaire

(w,v) = /QVw(ac) -Vo(z) dz, (3.11)
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n'est pas complet. Soit € la boule unité ouverte de RY. Si N = 1, on définit la suite

—r—1 si —1l<ax<-—nt
up(z) =< (n/2)2? —1+1/(2n) si —n ' <z <nt
r—1 sint<ax<l,

Si N =2, pour 0 < a < 1/2, on définit la suite
un(w) = [log(|z[* +n7")[*2 — [log(1 +n")[*2.
Si N >3, pour 0 < 3 < (N —2)/2, on définit la suite

B 1 1
4l = e )R (T notyo

Montrer que la suite u,, est de Cauchy dans V' mais qu'elle ne converge pas dans V'
lorsque n tend vers I'infini.

Correction.

D’apres I'inégalité de Poincaré, une suite wu,, de I'espace V' est de Cauchy, si et
seulement si Vu,, est une suite de Cauchy dans L*(Q2)".

L’espace L%(Q)N étant complet, on en déduit que u, est de Cauchy dans V' si
et seulement si Vu,, est convergente dans L?(Q)".

Ainsi, si V' était un espace complet, toute suite de u, de V telle que Vu,
converge vers un élément 7 de L%(Q)" serait convergente vers un élément u de V.
En particulier, 7 = Vu serait une fonction continue. Afin de prouver que V n’est
pas complet, il suffit donc dans chacun des cas de vérifier que Vu, converge dans
L*(Q)N vers une fonction discontinue.

Cas N = 1. La suite Vu, converge dans L?(] — 1, 1[) vers la fonction 7 définie par

T(a:)— -1 siz<0
] 1 siz>0

La fonction 7 n’ayant pas de représentant continu, V' n’est pas complet.
Cas N = 2. Soit 7 : Q — R? la fonction définie pour tout = # 0 par

() = — 7oy (~los(laf)" "

On vérifie sans mal que 7 appartient & L*(Q)2. En effet,

1
1

do = m2'*e /—d.

/Q’T’ T =T o o 7 log(r)2-2e r

([ L—rdr < +00)) et que la suite Vu, converge dans L?(Q)? vers 7. 11

0 r(logr)2(e-t
suffit a cet effet, d’appliquer le théoreme de Lebesgue en remarquant que

|V, — 7)* < 2max(|Vul, 2/ log(2))*.
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Comme 7 n’est pas continue, V' n’est pas complet.
Cas N > 3. On procede comme dans le cas précédent. En particulier, u, et de
Cauchy et le gradient de u,, converge dans L?(Q)? vers

T

T

La fonction 7 appartient bien & L?, car f01/2 r= N80y < 4oodesque f < (N—2)/2
mais n’est pas continue en 0.



Chapitre 4
ESPACES DE SOBOLEV

Exercice 4.2.1 Soit {2 = (0, 1). Montrer que la fonction x® est dérivable au sens faible
dans L%(Q) si et seulement si a > 1/2.

Correction. Tout d’abord, 2 appartient a L*(0, 1) si et seulement si o > —1/2. Si
« est un réel strictement plus grand que —1/2; d’apres la définition 4.2.3, z* admet
une dérivée faible dans L?(0, 1) si et seulement si il existe w € L?(0,1) tel que pour
tout p € C(0,1),

/01 ¢ (x)dr = — /01 w(x)p(z)d.

Or comme ¢ est a support compact, il existe a > 0 tel que ¢(]0, a[) = 0. Ainsi,

1 1
/:cago’(w)dx:/ x%¢ (x)dx
0 a . .
= —/ ar* to(x)dr = —/ ar® to(r)dr
a 0

(Les intégrations par partie sur (a, 1) ne posent aucun probleme, z* étant de classe
C* sur cet intervalle). On en déduit que z® admet une dérivée faible L? si et
seulement si az®™! = w € L*(0,1), c’est a dire a — 1 > —1/2.

Exercice 4.2.2 Soit Q2 un ouvert borné. Montrer qu'une fonction continue sur €, et
C" par morceaux est dérivable au sens faible dans L?(2).

Correction. Soit f une fonction continue sur 2, C* par morceaux. Par définition,
il existe une famille d’ouverts deux a deux disjoints (£2;);=1.... n telle que

Ja -0

et f; = fo, soit de classe C*. On note I';; = Q; N Q; la frontiere commune entre
deux sous-ouverts de et n’ la normale extérieure a 'ouvert €2;. Soit ¢ € C(9Q).

45
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En appliquant la formule de Green (3.5) a chacun des ouverts 2;, on obtient

/f 35% Z/ filw 3$k

: fi
=3 [, He@nids = | o
8fl
(Z/ am da:) —|—Z/ fi(@)p(x)nids.
l#]
Or pour tout couple (i, ) et tout point 2 € T';;, ni(x) = —nl(z), et comme f est

continue, f;(z) = f;(z). On en déduit que

;/waz(l’) nde—Z/ nk+f]( ) )dS:O
i#) z<]

J i@zt = =3 [ Ghetone =~ [ w@tais

ou P, : 2 — Rest défini pour tout = € §; par ¢ (x) = 0f;/Oxy(x). Enfin, la fonction
Yy étant continue par morceaux sur un ouvert borné, elle appartient & L?(£2). Ainsi
f admet une dérivée faible L? et 0f /dxy = y,.

et

Exercice 4.2.3 Soit € un ouvert borné. Montrer qu'une fonction C! par morceaux
mais pas continue n'est pas dérivable au sens faible dans L?((Q2).

Correction. On utilise les mémes notations que l'exercice précédent, on a toujours

JREECE (Z I w(fv)dfﬂ) + 30 [ el + fm)is

d’ou
[ s @yt = - (Z | jf;sow)da:) +3 [ e@it) - fnds

Supposons que f soit dérivable au sens faible dans L?. Dans ce cas, il existe une
fonction w € L*(Q) telle que pour tout ¢ € C°(Q),

> [ e = faymids = [ wiareteas

Q

En particulier, pour tout ¢ € C°(€);), on a

/Qi w(x)p(x)dx = 0.
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Ainsi, w = 0 presque partout sur 2, car Q\ U;€2; est de mesure nulle. De plus, pour
tout indice k, et tout fonction test ¢,

> [ @) - fia)nids =o.
2
On en déduit que pour tout = € U ;I ;, fi(z) = f;(x), c’est a dire que f est continue.

Exercice 4.2.4 Soit {2 un ouvert borné constitué de deux ouverts 2; et €2y séparés
par une surface I' = 99, N 9. Montrer qu'une fonction vectorielle de classe C' sur
chaque morceau € et 2, admet une divergence faible dans L?(2) si et seulement si sa
composante normale est continue a travers la surface I'.

Correction. Soit ¢ une fonction de €2 a valeurs vectorielles. On note oy, o9 les
restrictions de o a € et s respectivement et n', n? les normales extérieures a O
et Q. Soit ¢ € C°(Q2), d’apres la formule de Stokes (voir Exercice 3.2.1),

Ld@v¢@@:[;m@v¢@m+/}mwvw@m

Qo

_ / ri(a)n! (@pla)ds = [ div(o)@)o(a)da

+A@M@wm@—£;mﬁmmmm.

Ainsi, si la composante normale de o est continue a l'interface, o admet une diver-
gence faible et div(o)(z) = div(e;)(z) pour tout z € Q; (i = 1,2).

Réciproquement, si o possede une divergence faible, il existe donc w € L?(Q) tel
que

(=@t @yeds = [ wiayeds.

et par un raisonnement similaire & celui effectué dans ’exercice précédent, on en
déduit que (o1 — 09).nt =0 sur I.

Exercice 4.3.1 Montrer que les fonctions continues, C'* par morceaux et a support
borné dans ), appartiennent a H'(2).

Correction. D’apres 'Exercice 4.2.2 (on utilise les méme notations), pour toute
fonction ¢ € C°(Q),

/Qf(w)g—;pk(x) dr = —/Q?ﬁk(w)w(x) dr,

ou ¢y (x) = df;/0xk(x) pour tout x € ;. Le support de f étant borné, v, appartient
a L*(Q). Ainsi f admet une dérivée faible dans L?(f2) et appartient & H'(2).

Exercice 4.3.2 Soit B la boule unité ouverte de RV. Si V = 2, montrer que la fonction
u(z) = |log(|z|)|* appartient & H'(B) pour 0 < a < 1/2, mais n’est pas bornée au
voisinage de l'origine. Si N > 3, montrer que la fonction u(x) = |z|~" appartient 3
H'(B) pour 0 < 3 < (N — 2)/2, mais n'est pas bornée au voisinage de I'origine.



48 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEV

Correction.
1.Cas N =2
Soit a, 0 < @ < 1/2 et u la fonction définie sur la boule unité de R? par

u(x) = [log(|z|)|*.

Tout d’abord, on vérifie que u est un élément de L?(B). En effet,

1
/ lu|?dz = 27?/ |log(r) [**rdr < +oo.
B 0

Reste & prouver que u admet une dérivée faible L? (u n’est évidemment pas bornée
au voisinage de 0). Rappelons que |z| = /2% + 23 est dérivable pour tout z # 0 et
que V|z| = x/|z|. Ainsi, la fonction u, en tant que fonction composée de fonctions
dérivables, est dérivable au sens classique sur B\ {0} et Vu = ¢ ou

W(x) = —%uoguxm“

De plus, ¢ appartient a L?(2)?. En effet,

/BWIde _ /B(%W)de

En passant en coordonnées polaires, on obtient

1 2(a—1)
/!¢|2da: = 27ra2/ Log(r)7*77 dr
B 0

r

= 2#042/ g2 g,
1

Cette derniere intégrale est finie, des que 2(a — 1) < —1 (ce qui est le cas puisque
a < 1/2). Pour étre tout a fait rigoureux, il reste & prouver que la dérivée au sens
classique coincide avec la définition de la dérivée faible. Soit ¢ € C'*°(2), pour tout
réel € tel que 0 < e < 1,

/Bu(aj)Vgo(a:)dx:/E<x|<1u(aj)V<,0(:E)dx+/|x<au(x)Vg0(x)dw
- _/E<$|<1q/;(x)<p(:n)dx+/|x|_gu($)go(a:)d8+/|:C<EU($)V90(33)CZ33
= - [ vt e |

|z=¢|

g0($)ds+/|< u(x)Vep(zr)de.

Les deux derniers termes de I'expression tendent vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro.
Ainsi,

[ 1@ veterte = = [ via)pta)ds,
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ce qui acheve la démonstration.
2. Cas N >3
Soit 0 < 8 < (N —2)/2. On pose

u(z) = |z|7".

Dans un premier temps, on vérifie que u est un élément de L*(B). Soit Sy la sphere

unité,
1
/ lu|?dr = |SN|/ Ir| N1 dr < o0
B 0

Pour tout x # 0, u est dérivable au sens classique et Vu(z) = ¥ (z) ou

U(z) = —Br|z| P+

On vérifie que la fonction 9 est un élément de L?*(B)3. En effet,

[ tpde = [ o0
B B

1
:ﬁ2|SN]/ PNl 264 gy
0

1
:ﬂQ|SN|/ 2N =3 g,
0

La derniere intégrale est fini car —20 + N — 3 > —1. Enfin, en procédant comme
dans le cas N = 2, on vérifie que les dérivées faible et classique coincident.

Exercice 4.3.3 Le but de cet exercice est de montrer que le Théoréeme de trace 4.3.13
n'est pas vrai si I'ouvert  n'est pas régulier. Soit I'ouvert  C R? défini par 0 < z < 1
et 0 < y < z" avec r > 2 (voir la Figure 4.2). Soit la fonction v(z) = x. Montrer
que v € H'(Q) si et seulement si 2a + r > 1, tandis que v € L?(99) si et seulement
si 2a > —1. Conclure. (On peut aussi montrer avec ce méme exemple que le Théoreme
4.3.5 de densité et la Proposition 4.4.2 de prolongement ne sont pas vrais pour un tel
ouvert.)

Correction. On a

1 z" 1
/ |v2dzdy = / Y drdy = / </ xzo‘dy> dr = / 22 .
Q Q 0 0 0

Ainsi, v € L*(Q) si et seulement si 2a +r > —1. De plus, dv/dy = 0 et dv/dz =
az®” . On en déduit que v € H'(Q) si et seulement si 2(a — 1) +7 > —1, c’est &
dire 2ac + r > 1. D’autre part,

1
/ |v(x)|2ds =1 _|_/ xQO‘(l +T2$2T_2)1/2d]}
a0 0

(intégrale du membre de droite provient de l'intégration de v(x) le long de la partie
du bord de 2 paramétrée par la fonction (0,1) 3 z — 2" € 92). Comme r > 2,
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la fonction (1 + r2227=2)1/2 est bornée sur (0,1) et v € L?(99) si et seulement si
2a0 > —1. Si r est strictement supérieur a 2, il existe « tel que 1 —r < 2a < —1.
Dans ce cas, v € H'(Q) et vjgq ¢ L*(02). Le Théoréme 4.3.13 est mis en défaut
dans ce cas. En effet, on introduit la suite croissante de fonctions v™ € H*(Q)NC(Q)
définie par
v"(x) = min(v(z),n).

La suite v™ converge vers v dans H 1(Q) et U%Q converge presque partout vers vjgg.
On a alors

i [[v" [ 1) = (o]l o)
et

lim [[v"(| L2y = / [vaa(2)|*ds = +o0.
" o0

Quel que soit K > 0, pour n assez grand, on a donc

10" | 2200) > K[v" |19,

ce qui acheve la démonstration.

Remarque 4.3.1 Pour étre tout a fait rigoureuzr, on ne peut pas conclure direc-
tement du fait que v € H'(Q) et vjgq ¢ L*(0Q) que le théoréme de Trace 4.3.13
est erroné. En effet, on pourrait tout a fait imaginer que l'application Trace vy soit
prolongeable en une fonction continue de HY(Q) dans L*(9)), mais telle que yo(v)
et vjga ne coincident pas.

Exercice 4.3.4 Le but de cet exercice est de montrer qu'il ne peut pas y avoir de
notion de trace pour des fonctions de L?(f2), c’est-a-dire qu'il n’existe pas de constante
C > 0 telle que, pour toute fonction v € L*(), on a

[vaallzz@a) < Cllvl|rz@)-

Pour simplifier, on choisit comme ouvert 2 la boule unité. Construire une suite de
fonctions régulieres dans € égales a 1 sur 9N et dont la norme dans L?() tend vers
zéro. Conclure.

Correction.

Soit 7" une fonction réguliere de [0; +oo[ & valeurs dans R* telle que T'(0) = 1,
T(s) =0pours>1let0<T(s)<1pourtout s. On définit la suite u™ de fonctions
de la boule 2 a valeurs dans R par

u"(x) = T(n(1 - [x)).

Pour tout n, quel que soit = € 09, |u"(z)] = 1. D’autre part, la suite |u"(z)| est
majorée par 1 pour tout x € €. Enfin, u,(x) = 0 pour tout x appartenant a la boule
de rayon 1 — 1/n. Ainsi, d’apres le théoreme de Lebesgue, ||u™|[r2@) — 0, et quel
que soit C', pour n assez grand,

lu™lz200) = W’ r200) > Cllu| 2@)-

L’opérateur trace définit de C°(Q)NL?(2) dans L?(9Q) n’est pas continue. A fortiori,
il ne peut étre prolongé en une application continue de L?(2) dans L?(992).



Chapitre 5

ETUDE MATHEMATIQUE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

Exercice 5.2.1 A l'aide de |'approche variationnelle démontrer I'existence et |'unicité
de la solution de

(5.1)

—Au+u=f dans()
u=20 sur 0f)

ol 2 est un ouvert quelconque de I'espace R, et f € L%(Q). Montrer en particulier que
I'ajout d'un terme d'ordre zéro au Laplacien permet de ne pas avoir besoin de I'hypotheése
que () est borné.

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.

On multiplie ’équation vérifiée par u par une fonction test v nulle sur 0€2. Par
intégration par partie, on obtient que

/Q (Vu - Vo + u(z)v(z)) de = /va d.

Afin que cette expression ait un sens, il suffit de choisir u et v dans H}(Q). Le
probléme variationnel associé a 1'équation (5.1) consiste donc a déterminer u €
H () tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy (),

ou

a(u,v) = /Q (Vu- Vo + u(z)v(z)) do

L@:Amm

2eme Etape. Résolution du probleme variationnel.
La continuité de a(.,.) et L(.) est évidente de méme que la coercivité de la forme
bilinéaire af.,.). En effet,

a(u,u) = ||UH%11(R2)'

51
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Les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram sont réunies. Il existe donc une so-
lution unique au probleme variationnel. On vérifie enfin en effectuant les méme
intégrations par partie que lors de la premiere étape que Vu est un élément de
H(div) et que —Au +u = f en tant qu'éléments de L?*(2) et donc presque partout
dans Q. Enfin, comme u € H}(Q), et que Q est un ouvert régulier, la trace de u est
bien définie et u = 0 presque partout sur 0f).

Exercice 5.2.2 Soit €2 un ouvert borné de R". A I'aide de I'approche variationnelle
démontrer |'existence et l'unicité de la solution du probleme suivant de convection-
diffusion

{ V-Vu—Au=f dans (2 (5.2)

u=20 sur 0N)

ol f € L*(Q) et V est une fonction réguliére a valeurs vectorielles telle que divlV =0
dans €.

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.
On multiplie ’équation vérifiée par u par une fonction test v nulle sur 0€2. Par
intégration par partie, on obtient la formulation variationnelle suivante :
Trouver u € H} () tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy (),

ou

a(u,v) = /Q (Vu-Vo+ (V- Vu)) de

L(v) = /va dz.

2eme Etape. Résolution du probléme variationnel.
Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale
a vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire af.,.).

a(u,u) = /Q (Vu-Vo+ (V- Vu)u) dx

/(V -Vu)udr = / (div(uV)u — div(V)|u|?) dz
Q Q
= —/ (V- Vu)udz.
o0
Ainsi,
a(u, u) = HVUH%Q(Q)

et la coercivité de af(.,.) se déduit de I'inégalité de Poincaré.
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3eme Etape. Equivalence avec I’équation.

/Vu-Vvdx:/(fv—(V-Vu)v)dx.
Q Q
Ainsi,
/QVU'VUdI < (2 + IV Iz @ lull @) vl 229,

et Vu est un élément de H(div). On en déduit donc par intégration par partie que

—Au+V -Vu = f en tant qu’éléments de L?(9).

Exercice 5.2.3 On reprend les notations et hypothéses de |'Exercice 5.2.2. Montrer
que tout v € HJ(Q) vérifie

/vV-Vvdsz.
Q

Montrer que la solution de la formulation variationnelle du probléeme de convection dif-
fusion ne minimise pas dans Hj () I'énergie

1
J(v) = —/ (IVu]? + oV - Vo) dz — / fvda.
2 Jq Q
Correction. On a d’ores et déja prouvé dans l'exercice précédent que
/ vV - Vodr =0
Q
pour tout v € Hg(£2). Ainsi,

J(v) = 1/2/9(|Vv\2+v(V-Vv))d:L’—/fvd:L‘

= 1/2/Q|Vv]2d:p—/fvd:c

Or le minimiseur u sur H}(2) de J est solution du probléme aux limites

—Au=f dans )
u=20 sur 0f),

et n’a donc aucune raison (sauf cas exceptionnel) d’étre solution du probleme aux
limites

V-Vu—Au=f dans

u=20 sur 0f),

Exercice 5.2.4 On considére a nouveau le probleme aux limites

{ —Au=f dans

u=0 sur 0f2 (5.3)



o4 CHAPITRE 5. PROBLEMES ELLIPTIQUES

oll 2 est un ouvert borné de I'espace R, et f est un second membre qui appartient
a I'espace L?(£2). On suppose que I'ouvert ) est symétrique par rapport a I'hyperplan
znx = 0 de méme que la donnée f (i.e. f(a',zy) = f(2/,—xn)). Montrer que la
solution de (5.3) a la méme symétrie. Montrer que (5.3) est équivalent a un probleme
aux limites posé sur QT = QN {xy > 0} avec une condition aux limites de Neumann
sur QN {zy = 0}.

Correction. Soit u la solution de (5.3). On définit
v e HY(Q) par v(z', x,) = u(z’, —x,).
On a alors pour tout (2/,z,) € Q,
—Av(r,x,) = —Au(2', —x,) = f(2', —x,) = f(2',2,).
De plus, pour tout élément (z’, x,) du bord de Q, (z/, —x,) € 9N et
v(2' x,) = u(a', —x,) = 0.

Ainsi, v est également solution du problemes aux limites (5.3). Comme u est 'unique
solution de ce systéme, u = v et u(z’, x,) = u(z’, —x,). On note I'y = QN {x, =0}
et n la normale extérieure & Q. Montrons que du/dn = 0 sur I'y. Si on suppose
que u est régulier, la nullité de la dérivée normale sur I'y découle directement de la
relation u(2’, x,) = u(2’, —x,). Sans hypothese de régularité sur u, on peut utiliser
la définition faible de la trace normale d’éléments de H(div). Soit ¢ € C'°(Q). On
pose (2’ x,) = (e(2', —x,) + (2, 2,))/2. On a

on H=Y2(Iy),H/2(I'y) or o

= fodr + Vu - Vi dx.

Qt oF
De méme,
ou
<—7¢> = — | fYde— | Vu-Vide
O/ g2y, 12Ty @ v
- _ fodx — Vu - Vi dx
ot aF

(par changement de variable (2, z,,) — (2/, —x,)).
Or Yry = @[y, ainsi,
ou ou
8_7 2 = - a_a 2
n H*1/2(I‘N),H1/2(FN) n H*I/Q(FN),HI/Q(FN)

et Ou/on = 0 sur QN {x, = 0}. Ainsi, u est également solution du probléme aux
limites

—Au = f dans QF
uw =0 sur 92N {z, > 0}
Ju

%:Osurﬂﬂ{xn:()}.
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Exercice 5.2.5 Démontrer que I'unique solution u € H'(f2) de la formulation varia-
tionnelle

/(VU-VU—l—uv) d:z::/ gvd5+/fvdx Vv e HY(Q). (5.4)
Q o0 Q
vérifie |'estimation d’'énergie suivante

Jullgi) < C (1 flle2@) + 19l 2200))
ou C' > 0 est une constante qui ne dépend pas de u, f et g.

Correction. Il suffit d’appliquer la formulation variationnelle (5.4) a la fonction
test v = u. On en déduit que

Hqup(Q)—/ (\VUP—HU\Q) dx—/ guds+/fud:c.
Q 89 Q

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au deuxieme membre,

[ullz) < Ngllz2om lullzz@o0) + 11l 2@l @)

Par le Théoreme de Trace, il existe donc une constante positive C' telle que

[ullin ) < C(llgllz2on) + [1fl2@) lull a0y

et
Jull @) < C(llgllz2o0) + 1f12@)

Exercice 5.2.6 On suppose que ) est un ouvert borné régulier de classe C'. A I'aide
de I'approche variationnelle démontrer |'existence et |'unicité de la solution du Laplacien
avec une condition aux limites de Fourier

{ —Au=f dans ()

gz +u=g surdf (5-5)

ol f € L*() et g est la trace sur 9N d'une fonction de H'(2). On démontrera
I'inégalité suivante (qui généralise celle de Poincaré)

Wiz < C (Ivllz2oe) + IVll2@) Yo € HH(Q).

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u par une fonction test v. Par intégration
par partie, on obtient

/Vu-Vvdx—/ —vds—/fvda;
Q a0 On

Enfin, comme 0u/0n = g — u sur 0f), on en déduit que

/Vu-Vvdx—/ (g—u)vds—/fvdx.
Q Bl Q
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La formulation variationnelle retenue consiste donc & trouver u € H'(2) tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € H' (1),

ou

a(u,v):/Vu-Vvdx+/ uvds
Q o0

L(v) = /vadx—k/mgvds.

2éme Etape. Résolution du probléeme variationnel.

Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale a
vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire af(.,.). A cet effet, on va montrer qu’il
existe une constante C' telle que pour tout v € H'(Q),

et

[v]lL2@) < C(HUHL?(aQ) + ||VU||L2(Q))~

La coercivité est alors évidente. Afin d’établir ce dernier résultat, on raisonne par
contradiction : Supposons que pour tout n, il existe v, tel que

[onll2@) > n(llvnllz200) + VUl 2()-

Quitte a considérer la suite v,/ ||v,||12(q) au lieu de v,, on peut supposer que pour
tout n, ||, ||12(q) = 1. Ainsi, la suite v, est bornée dans H'() et d’apres le théoréme
de Rellich, il existe une sous suite v,s convergente dans L?*(f2) vers un élément v de
H'(Q). De plus, Vv, converge vers zéro dans L?(2). Ainsi, v,/ est une suite de
Cauchy de H'(Q), v appartient a H'(Q2) et Vv = 0. D’apres la Proposition 4.2.5,
on en déduit que v est une constante. L’application trace étant continue de H'(€)
dans L?(99), la trace de v sur le bord de 2 est égale a la limite des traces de v,
sur le bord de Q. Or lim, [|v,||2(90) = 0, ainsi v = 0 sur JQ2. Finalement, v étant
constante, v = 0 dans tout €2, ce qui contredit le fait que ||v||r2) = 1.
3eme Etape. Equivalence avec le probleme aux limites.

Tout d’abord, on établit en appliquant la formulation variationnelle & des élé-
ments v € C°(2) que Vu est un élément de H(div) et par intégration par partie
que

—Au = f dans .
De plus, pour toute fonction v € H* (),

/ (@—ku)vdx = /((Au)v+Vu-Vv+uv)d$
o0 \On Q
= /(—fv+Vu-Vv+uv)d$=/ guds.
Q

Gl9)
On en déduit en particulier que Ou/On est un élément de L?(99) et que

ou
n + u = g presque partout sur 0f).
n
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Remarque 5.2.1 FEn toute rigueur, l’intégrale faQ (% + u)v dx n’est a priori pas
correctement définie. Cependant, comme Vu est un élément de H(div), il admet une
trace normale sur 0S2. Ainsi, le calcul précédent reste valable en toute généralité
quitte a remplacer lintégrale de bord par le crochet de dualité <g—7’fb + u, U>H_1/27H1/2.
Enfin, comme on prouve finalement que Ou/On appartient ¢ L*(9SY), l'utilisation de
l"intégrale fm (% + u)v dx est justifiée a posteriori.

Exercice 5.2.7 On suppose que €2 est un ouvert borné connexe. A I'aide de I'approche
variationnelle démontrer |'existence et |'unicité de la solution du Laplacien avec des
conditions aux limites mélées

—Au=f dans

Gu =0 sur 00y (5.6)
u=10 sur O€2p

ou f € L*(Q), et (00, 0p) est une partition de IS telle que les mesures superficielles
de 0Qx et 02 sont non nulles (voir la Figure 4.1). (Utiliser la Remarque 4.3.18.)

Correction.
La formulation variationnelle s’établit naturellement : Il s’agit de trouver u € V'
tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € V'

ou

V={ve HY(Q):v=0sur dQp}

a(u,v):/Vu-Vvdx
0

L(v) = /Q Fodz,

L’application trace étant continue, I’espace vectoriel V', image réciproque d’un fermé
par une application continue, est un sous espace fermé de H'(£2). Ainsi, V est un
espace de Hilbert. Les formes bilinéaire et linéaire a et L étant continues, il ne reste
plus qu’a établir la coercivité de la forme bilinéaire a pour pouvoir appliquer le
Théoreme de Lax-Milgram et en déduire ’existence et 1'unicité d’une solution au
probleme variationnel. Il s’agit donc d’établir 'inégalité de type Poincaré suivante :
Il existe C' > 0 tel que pour tout v € V,

[ull2) < Cl|Vul L2 (o).

Cette inégalité s’établit par contradiction (voir la deuxieéme démonstration de I'in-
égalité de Poincaré 4.3.10). Supposons que cette inégalité soit fausse pour toute
constante C'. Dans ce cas, pour tout entier n, il existe u,, € V tel que

L2y > nl|Vun| 22@)-

Quitte & diviser u,, par sa norme L?, on peut supposer que ||u,| 2 = 1. Ainsi, u,
est borné dans H* () et d’aprés le Théoreéme de Rellich, il existe une sous-suite
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de u,, et un élément u de L?(Q) tels que u, converge vers u en norme L. Or Vu,
converge vers zéro. On en déduit que u, est de Cauchy dans H'(Q). En particulier,
u appartient & H'(Q) et le gradient de u est égal a la limite des gradients de w,,
c’est a dire Vu = 0. D’apres la Proposition 4.2.5, on en déduit que u est une
constante. Comme u appartient a V', la restriction de u a 9€2p est nulle. La mesure
superficielle de 0§2p étant non nulle, on en déduit que u = 0, ce qui contredit le fait
que ||UHL2(Q) = limn/ ”un/HLZ(Q) = 1.

Enfin, si u est une solution du probleme variationnel, on en déduit que Vu
appartient & H(div) et que —Au = f en tant qu’éléments de L?*(€2). Enfin, pour
tout élément v de V', on a

<%,v> —/Auv+Vu-Vvd:c—O.
on H-1/2 [q1/2 Q

Quitte a supposer et 0y assez réguliers, la trace des fonctions V' sur le bord
est égal & 'ensemble des fonctions de H'/2(Q2) de support inclus dans 0€Qy. Ainsi,
la restriction de Ju/0n a 0Qy est nulle. Enfin, u = 0 presque partout sur 9€2p car
u € V. Ainsi, la solution u du probleme variationnel est bien solution du probleme
aux limites initial.

Exercice 5.2.8 Démontrer I'inégalité de Poincaré-Wirtinger : si {2 est borné, régulier
et connexe, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v € H'(),

Jovdx (

= ) 5.7)
fQ dx

Correction. On peut démontrer cette inégalité par contradiction. On suppose que

I'inégalité de Poincaré Wirtinger est fausse. Dans ce cas, pour tout entier naturel
n > 1, il existe un élément u,, de H*(2) tel que

v = m(v)|| L2 < C||Vv||L2(q) avec m(v)

|un — m(un) || L2 > || V|| 20,

ou m est la moyenne définie par

() = /Q w da / /Q da.

On pose v, = (un, — m(uy)) /||ty — m(uy)||12()- La suite v, vérifie I'équation
1= HUnHLQ(Q) > n||an||Lz(Q). (58)

Ainsi, la suite v, est bornée dans H'(Q). Comme ) est borné régulier, d’apres le
Théoréme de Rellich, on peut extraire de v, une sous-suite convergente dans L?({2)
vers un élément v de L?(Q). Par commodité, on note de nouveau v, cette suite.
Comme v,, est convergente dans L?(2), c’est une suite de Cauchy de L?(2). De plus,
d’apres I'équation (5.8), Vv, converge vers 0 dans L?(£2). Ainsi, v,, est une suite de
Cauchy dans H'(Q2). Comme H'() est un espace de Hilbert, il est complet : Toute
suite de Cauchy est convergente et v, converge dans H*(£2). Ainsi,

VUl r2) = ]iTrln V|2 < ligbn(l/n) =0,
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m(v) = limm(v,) =0,

n

HU||L2(Q) = hgn HUHHLQ(Q) =1.

Comme Vv = 0, m(v) = 0 et  est connexe, v est une constante de moyenne nulle
d’apres la Proposition 4.2.5. Ainsi, v = 0 et ||v|[z2(q) = 1, ce qui est absurde.

Exercice 5.2.9 On suppose que {2 est un ouvert borné connexe régulier. Soit f €
L?(€2). On considere la formulation variationnelle suivante : trouver u € H' () tel que

/QVu-Vvdx+ (/ﬂud:c) </dex) :/vadx Vo e HY(Q).

Démontrer I'existence et I'unicité de la solution de cette formulation variationnelle. Quel
probléme aux limites a-t-on ainsi résolu ? En particulier, si on suppose que fQ fdx=0,
quel probleme déja étudié retrouve-t-on 7

Correction.
1. Existence
Soit

a(u,v):/QVu-Vvdm—k </Qudac> (/dex> (5.9)

L(U):/Qf(w)v(x) dx.

Le probléme variationnel posé consiste & déterminer u € H*() tel que

et

a(u,v) = L(v) Vv € H(Q).

Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale a
vérifier porte sur la coercivité de la forme bilinéaire af(.,.). En raisonnant par 1’ab-
surde (comme lors de la deuxieme démonstration de 'inégalité de Poincaré 4.3.10),
on établit qu'il existe C' > 0 tel que pour tout u € H'(Q),

[ull () < Calu, u)

(On utilise ici le fait que €2 est borné connexe). Le Théoreme de Lax-Milgram nous
assure alors l'existence et 1'unicité de la solution de (5.9).

2. Détermination du probleme aux limites
Soit p € C°(92),

/Qvu.w(x) dr = — (/Qu(x) dac) (/Qgp(x) dx) —l—/Qf(:r)cp(x) dz.

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
/ udx
Q

< <’Q’1/2

[ vu Vot e T anm) lella.
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Ainsi, Vu € H(div) et
—div(Vu) = f — / udzx dans .
Q

De plus, en appliquant la formulation variationnelle a v = 1, on obtient que

1
ud:c:—/fd:c.
/Q €2 Ja

Enfin, comme Vu € H(div), la trace de Ou/0n sur la frontiere de Q2 est correctement
définie et on établit aisément que du/0n = 0. Le probléme aux limites résolu consiste
donc & trouver u € H(2) tel que

—Au=f— |Q\1/ fdr dans Q
Q
% =0 sur 0f).
Dans le cas particulier fQ fdx =0, u est solution du probleme de Neumann (5.25).

Exercice 5.2.10 Soit 2 un ouvert borné et K un compact connexe de R" inclus dans
Q (on suppose que 2\ K est régulier). Soit f € L?*(€2). On considére un probléme de
conduction dans € ou K est une inclusion parfaitement conductrice, c'est-a-dire que
I'inconnue u (la température ou le potentiel électrique, par exemple) est constante dans
K (cette constante est aussi inconnue). On suppose qu'il n'y a pas de terme source dans
K. Ce probleme se modélise par

—Au=f dans Q\ K

uw=C sur 0K
faK %ds =0 surdK
u=2>0 sur 0,

ou (' est une constante inconnue a déterminer. Trouver une formulation variationnelle
de ce probleme aux limites et démontrer |'existence et |'unicité d'une solution (u, C).

Correction. On introduit 1’espace vectoriel
X={ue H(Q\K): u=0sur 090 ; v = constante sur K }.

muni de la norme de H'(€2\ K). Notons que X est un espace de Hilbert. En effet,
c’est un sous espace fermé de H*(Q\ K).
lere Etape. Détermination de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u sur © \ K par un élément v de X. Par
intégration par partie, on en déduit que

Vu - Vo(x)dr + %(x)v(m)ds = f(z)v(x) d (5.10)

O\K oK On O\K
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Comme v(z) est constante sur 0K, on a

O yoa)ds = (/d %ds) v(0K).

oK an K 811
Enfin, d’apres I’équation vérifiée par du/0on sur 0K,

ou
. a—n(q:)v(x)ds = 0.

L’équation (5.10) vérifiée par u se simplifie en

Vu - Vu(z)dr = f(z)v(z) dx

Q\K Q\K

La formulation variationnelle associée au probleme aux limites consiste a trouver
u € X tel que
a(u,v) = L(v), (5.11)

ou af.,.) est la forme bilinéaire définie sur X par

a(u,v) = o Vu - Vo(z)dx

et L(.) la forme linéaire

O\K

2eme Etape. Existence de solution.

L’application du Théoreme de Lax-Milgram est triviale et nous assure 1’exi-
stence et lumclte au probleme variationnel (5.11).
3eme Etape Equlvalence avec le probleme aux limites.

On applique dans un premier temps la formulation variationnelle a une fonction
v e CX(Q\ K). On en déduit que Vu € H(div) et que

—Au = f pour presque tout x € Q \ K.

Comme Vu € H(div), Ou/On admet une trace (au moins au sens faible sur 0K).
En appliquant la formulation variationnelle & un élément quelconque v de X, on en
déduit que

ou

z)dx = 0 sur 0K.
aK(?n()

Enfin, les conditions de type Dirichlet v = 0 sur 0€2 et u =constante sur 0K ont été
incluses dans la définition de I'espace X auquel appartient w.

Exercice 5.2.11 Montrer que si u; € H'(Q) et us € H'(2) sont solutions de
(5.33) avec (5.34) et u; = 0 sur 052, pour i = 1,2, alors la fonction u définie comme
u; dans Q;, i = 1,2, est I'unique solution dans H}(2) de (5.39).
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Correction.

Tout d’abord, la fonction ainsi définie est bien un élément de HJ. En effet, u est
continue et les restrictions de u a ; et € appartiennent respectivement a H'(€))
et H'(Qy). D’apres le Lemme 4.3.19, u est donc un élément de H'(Q2). Enfin, u =0
sur 0f2. Notons que pour presque tout x € 2,

| Vuy(z) sizely
VU(%) a { VU,Q(Z') six € QQ.

Soit v un élément de H} (). On introduit v; et v, les restrictions de v a € et
(25. On note n la normale extérieure a €2;.

/ kiVuy - Vo doe = fordx + / kiVui.ndr
1951 o I
et

/ koVug - Vugdx = fuadx — / koVug.ndx
Qo Qo I

Par sommation, on obtient

/AVu-Vvda::/fvda:,
Q Q

les deux termes de flux sur 'interface I' se compensant. On en déduit que AVu est
un élément de H(div) et que

—div(AVu) = f en tant qu'éléments de L*(12).
On a donc prouvé que u est 'unique solution de (5.39).

Exercice 5.2.12 Montrer |'existence et |'unicité de la solution de

—div(AVu) +u=f dans Q
a‘?l—’; =g sur 0f)

avec f € L*(Q) et g € L*(99).
Correction. La formulation variationnelle consiste & trouver u € H*(2) tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € H'(Q)

ou

a(u,v) = AVu - Vv +uv) dx
Q

L(v) = /vadx—k/mgvds.

L’existence d’une solution a ce probleme découle d’une application aisée du théoreme
de Lax-Milgram. Enfin, le Lemme 5.2.13 reste valable pour un opérateur elliptique

et
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du deuxieme ordre a coefficients variables, pourvu que A soit suffisamment régulier.
En particulier, si pour tout i et j, a;; € C*(Q), u € H*(Q). Ainsi, on obtient que

—div(AVu) = f en tant qu’éléments de L*(12),

que la trace ai_t est bien définie sur 02 et que
0
ﬁ = g dans L*(99).

Exercice 5.2.13 Montrer que |'application (non-linéaire) v — v™ est continue de
L?(2) dans lui-méme, ainsi que de H'(2) dans lui-méme (utiliser le fait que Vu = 0
presque partout sur I'ensemble u~(0)).

Correction.
La continuité de I'application v — vT de L?(Q2) dans L*(Q) est évidente, car
Lipschitzienne. En effet, pour tout u,v € L*(€2), on a
[0 = w20y < [lv — ullL2()-

La continuité de cette application de H'(€2) dans lui méme est un peu plus délicate.
Considérons une suite v, convergeant vers v dans H'(). Soit v,, une sous-suite
extraite quelconque de v,. De cette sous suite, on peut extraite une nouvelle sous-
suite v,» convergeant presque partout. On a

Vot — Vo 2 =[11s, 50 VU — 150V 1200
<Ly, 50(Vun = Vo)l 2) + |(1o, 50 = Los0) VU 22(0)
< Vorr = V| 2y + [[(1e 50 = Lus0) V| 12(0)-
Il est clair que le premier terme du second membre converge vers zéro. Enfin,
a0 = Looa) Volsey = [ (Lm0 = 1o Vo do.
Q\v=1(0)

car Vv = 0 presque partout sur v=1(0). Comme I'application & — 1,~¢ est continue
sur R\ {0},

1, ,>0(%) = Lyso(z) pour presque tout = € Q\ v(0).
Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,
1y, .50 — Los0) V|| £2(2) — 0 lorsque n” — 0

et

Vo', — Vot dans L*(Q).
On en déduit que toute la suite Vv converge vers Vu'. En effet, dans le cas
contraire, il existerait un réel € > 0, et une sous-suite v, de v,, tels que

IV, = VoTlLae) > €,

ce qui contredit le fait qu’on puisse construire une sous-suite v,» de v, telle que
Vv, — Vo' dans L?(2). En conclusion, on a montré que si v, — v dans H'(9),
alors v;7 — v dans L?(Q) et Vo7 — Vo™ dans L*(Q). En d’autres termes, v;” — v
dans H'(Q) et application qui & v associe v™ est continue de H'(Q) dans H'(Q).
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Exercice 5.3.1 Montrer que I'application de L*(Q)" dans H} ()" qui a f fait cor-
respondre u, unique solution faible de

{ ~div (2e(u) + Atr(e(u)1d) = f  dans O (5.12)

u =0 sur 0€). ’

est linéaire continue.

Correction.

La linéarité de cette application est évidente. La continuité est une conséquence
du Théoreme de Lax-Milgram (qu’on a appliqué pour démontrer I’existence et 1'uni-
cité de la solution de (5.12)). On peut retrouver la continuité directement, en appli-
quant la formulation variationnelle a la fonction test v = u. On obtient

/Q(|e(u)|2+(divu)2) dx:/gﬂudm.

En combinant cette égalité a 'inégalité de Korn

¢ [ (et + (@ivu?) do 2 [l o
Q
et a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

lullar @) < CllAll2@-

Exercice 5.3.2 Soit € un ouvert connexe de RY. Soit I'ensemble R des “mouvements
rigides” de €) défini par

R = {v(z) = b+ Mz avec b € R", M = —M" matrice antisymétrique }. (5.13)

Montrer que v € H*(Q)V vérifie e(v) = 0 dans 2 si et seulement si v € R.

Correction. Tout d’abord, si v appartient a R, on a évidemment e(v) = 0.
Réciproquement, soit v € H'(Q)V telle que e(v) = 0. On pose w = 5(Vov — (Vv)?),
partie antisymétrique de Vv,

1 8ul an
wij = — — .
2 8xj 81’1
La fonction w;; est un élément de L*(2). De plus, en effectuant diverses intégrations
par partie, on peut établir que pour toute fonction ¢ € C2°(£2),

dp Dy dp
/Qw” o dr = /Qelk(v)axj e]k(v)a - dz.

L
Comme e(v) = 0, on en déduit que pour tout k,

8wij
—4 =y
&xk
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Ainsi, chaque w;; admet une dérivée faible L*(2) nulle et d’apres la Proposition
4.2.5, il existe une matrice constante M telle que w;;(z) = M presque partout. De
plus, w étant antisymétrique, M l'est également. Puisque e(v) = 0, on en déduit que

Vv =M.

Enfin,
V(v—Mz)=0.

De nouveau par application de la Proposition 4.2.5, on en déduit qu’il existe un
vecteur constant b tel que

v(x) = b+ Mz pour presque tout x € 2.

Exercice 5.3.3 Montrer que u € V = {ve H'(Q)" tel que v =0sur 9Qp} est
I'unique solution de la formulation variationnelle

/Q;Le(u)~e(v)dx+/)\divudivvdx—/f'vdx—l—/ g-vdsVoveV. (5.14)
Q Q Q o

si et seulement si u réalise le minimum sur V' de |'énergie

J(v) :%/Q(Qu|e(v)|2+)\|divv|2) d:L’—/Qf-vdx—/89 g-vds. (5.15)

(Indication : on pourra s'inspirer de la Proposition 3.3.4).

Correction. Il suffit d’appliquer la Proposition 3.3.4 a la forme bilinéaire

a(u,v) = /Q (2pe(u) - e(v) + A(divu)(dive)) do

et a la forme linéaire

L(v):/f-vdx—l—/ g - vds,
Q oy

sur l'espace de Hilbert V.

Exercice 5.3.4 Soit Q) un ouvert borné connexe de RY. On consideére le systéme de
I'élasticité avec la condition de Neumann (5.59) sur tout le bord 02. Montrer que la
condition d'équilibre (vectorielle)

/fdx—i—/ gds =10
Q o0

est une condition nécessaire et suffisante d'existence et d'unicité d'une solution dans
HY(Q)N (I'unicité étant obtenue “3 un mouvement de corps rigide” prés, c’est-a-dire 3
I'addition de Mx + b prés avec b € RY et M une matrice antisymétrique constante).
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Correction.
En intégrant I’équation sur €2, on obtient, suite & une intégration par partie, la

condition de compatibilité
/fder/ gds = 0.
Q Gl9)

Sous cette condition, on va montrer que le probleme aux limites avec condition
de Neumann admet une unique solution dans I'espace V, quotient de H'(Q)" par
I’espace des mouvements rigides R. La formulation variationnelle est aisée a établir
et consiste a trouver u € V tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € V'

ou

a(u,v) = /Q (2pe(u) - e(v) + A(divu)(dive)) do

L(v):/Qf-vdx—k/an-v

Notons que a(u,v) et L(v) sont toutes deux correctement définies. Leurs valeurs sont
indépendantes des représentant u et v choisit dans H'(£2). Le seul point délicat afin
d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram consiste a prouver la coercivité de la forme
bilinéaire, c’est a dire qu’il existe une constante C' telle que

|u|[} < Ca(u,u) pour tout u € V. (5.16)
ou

l|lullv = }\r}g lu+ M.z + bl g1 (), avec M matrice antisymétrique et b € R™.

Supposons que la relation (5.16) soit fausse pour tout C. Dans ce cas, il existe une
suite u,, d’éléments de V telle que

1= HunH%/ > na(uy, Un).
Rappelons qu’il existe v tel que
a(u,u) > vle(w)|z2q)-
Ainsi,
1= JJunll = vnlle(un)ll72 o)

D’apres le théoreme de Rellich, il existe une sous-suite u,s convergente dans L*(2)
quotienté par R. De plus, comme e(u,,/) tend vers zéro, on en déduit que u,, converge
dans V vers un élément u tel que e(u) = 0. D’apres 'exercice précédent, il existe
M matrice antisymétrique et b € RV tels que u(z) = M.z + b. En d’autres termes,
u =0 dans V, ce qui contredit le fait que ||u|ly = 1. Afin de prouver que la solution
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du probléeme variationnel est solution du probleme aux limites, on procede comme
pour le Laplacien. En particulier, afin de donner un sens a o.n, il serait nécessaire de
montrer que u est en fait un élément de H?(f2) (ce qu’on a admit pour le Laplacien).
A défaut, on peut toujours utiliser le fait que o est un élément de H(div) et utiliser
la définition faible de la trace de la normale de ¢ sur le bord comme élément de
H=/2(08)(voir Théoreme 4.4.7)

Exercice 5.3.5 On suppose que (2 est un ouvert borné de RY et que f € L*(Q)".
Montrer I'existence et I'unicité d'une solution faible dans H}(Q)Y au systéme de Lamé

—pAu — (p+ A)V(divu) = f  dans Q
{ u=0 sur 0f2. (5-17)

sans utiliser I'inégalité de Korn. Vérifier qu'on peut affaiblir les hypotheéses de positivité
sur les coefficients de Lamé en supposant seulement que ¢ > 0 et p+ 2A > 0.

Correction. La formulation variationnelle consiste a trouver u € H} () tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy (),

ou

a(u,v) = /Q (1Vu - Vo + (A + p)(divu)(dive) ) dz

Lv) = / foda.

Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale a
vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire af(.,.). Or

Ou; Ou;
CoN2 i Ol
/Q(dlvu) dyc—/Q E 9z 0z, dx
17]

Par intégration par partie, il vient

Ou; Ou;
divu)?de = / . Jd:c:/Vu-Vutdx
| i (> Ggede= [[Vu
/|Vu||(Vu)t|dx:/|Vu|2d:c.
Q Q

alu,u) > / (11 + min(0, A + 2))| V2 da
Q

IN

Ainsi,

ou encore
a(u,u) > / min(, A + 2u)|Vul|® dz.
Q

La forme bilinéaire af(.,.) est donc coercive des que p > 0 et A + 2 > 0, ce qui
établit 'existence d’une solution unique au probleme variationnel. On montre que u
est solution du probleme aux limites en procédant comme pour le Laplacien.
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Exercice 5.3.6 Vérifier I'équivalence de (5.17) et (5.12) si A et p sont constants.
Montrer que (5.17) et (5.12) ne sont plus équivalents si A et u sont des fonctions
(régulieres), méme si on remplace I'équation vectorielle de (5.17) par

—div(uVu) — V((i + N)divu) = f dans €.

Correction. Soit u la solution du probleme variationnel de 1'élasticité linéarisée

avec condition de Dirichlet, pour tout v € C(Q)V,

8Ul ﬁu] a’Ui ) ) B
/ MZ <8x] 3:@) oz, dr + /Q A(divu) (dive) dz = /Qf cvdr.

Or par intégration par partie,
3u] ov; 0 ov;

dr = — — d
8:1:z ox; v /Qu] ox; (Mﬁx]) o

/ 0%v; p / o Ov; p
= — U r— [ u; T
Q'u 00z o 0z;0z;
3,u 0vi
= dx — —— d
Q 81']' 0261 o /QUJ aZL'Z 0xj o

B Ou; Ov; ou Ov;  Ou Ov;
= L - dx + /Qu] (83@ oz, oz 8%) dz.

Ainsi,

ou; ov; . . -
/ ,uz (axj ) oz, dx + /Q A(divu)(dive) dz =

/Q,uVu Vo + (A + p)(dive)(dive) de + / u.((divo) Vi — (Vo) V) dz.

Q

Si p est constant, u est donc également 1'unique solution du probleme variationnel
consistant & trouver u dans HJ ()Y tel que pour tout v € H}(Q)V

/Q (uVu -Vo+ (A + u)(divu)(divv)) dr = /Qf ~vdx,

qui est équivalent au probléme aux limites consistant a trouver u tel que

—puAu—V - ((p+ Ndivu) = f dans Q,
u=>0 sur 0€.

Si de plus A est constant, on retrouve le probleme aux limites (5.17). Enfin, si p
n’est pas constant, on ne peut rien dire.

Exercice 5.3.7 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliere du
systeme de I'élasticité linéarisée dans le cas d'une force de cisaillement anti-plan. On
considere un domaine cylindrique homogene €2 de longueur L > 0 et de section w, ou
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w est un ouvert borné connexe régulier de RV~ (les coefficients de Lamé \ et yu sont
constants). Autrement dit, Q@ = w x (0, L), et pour z € 2, on note x = (2/, zy) avec
0 <xny < L etz €w. On considére le probleme aux limites suivant

—div (2ue(u) + Atr(e(u))Id) =0  dans Q2

on =g sur dw x (0, L)
u =0 sur w x {0, L} (5.18)
(on)-n=0 sur w x {0, L}

ol on a utilisé la notation, pour un vecteur v = (vy, ..., vx), v = (v, vy) avec v’ € RV~!
et vy € R. On suppose que la force surfacique g est du type ‘cisaillement anti-plan”,
c'est-a-dire que ¢’ = (g1, ...,gn_1) = 0. Montrer que la solution unique de (5.18) est
donnée par u = (0, ...,0,uy) ol uy(z') est la solution du Laplacien suivant

{ —ANuy =0 dansw

u%—g =gy surdw

ol A’ est le Laplacien dans la variable 2/ € RV~

Correction. Soit uy la solution du probleme de Laplace

{ —Auy =0 surw

uag—g =gy sur ow

On pose u = (0,---,0,uy). Pour tout i et j tels que i,j < N,

ez-j(u) =0
10
ein(u) = eni(u) = 5 BZ;N
eNN(u) = 0.

En particulier, tr(e(u)) = 0. On en déduit que,
—div(2ue(u) + Mr(e(w)) Id) = —u(0, -+ ,0, Aluy) =
De plus,
o(u)eny = 2ue(u)ey = u(V'uy,0).

Ainsi, pour presque tout x € w x {0,L}, (on)-n = 0. Enfin, pour presque tout
r € 0w x (0,L), n=(n,0) et

N-1

on =24 (Z ejknk> =2u(0,---,0,1/2V'upy.n") = (0,---,0, gn).
k=1 j

Ainsi, u est bien I'unique solution du probléme aux limites (5.18).

Exercice 5.3.8 Généraliser I'Exercice 5.3.7 au cas d'une condition aux limites latérale

du type
u' =0et (on)-ex =gy sur dw x (0, L).
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Correction. La solution du probleme de 1’élasticité linéarisée n’est pas modifiée
par le changement des conditions aux limites proposé sur dw x (0, L).

Exercice 5.3.9 A |'aide de I'approche variationnelle démontrer I'existence et |'unicité
de la solution de |'équation des plaques

A (Au) = f dans Q

u=0 sur 0S) (5.19)
% =0 sur OS2

ol f € L*(Q). On pourra remarquer que, si u € H3((2), alors 2 - € Hy() et

/ |Aul? dz =

On admettra le résultat de régularité suivant : siw € L*(Q) et f € L*(Q) vérifient pour

tout v € C(Q)
—/wAvdxz/fvd:c,
Q Q

alors (fw) € H*(Q)) quelle que soit la fonction § € C>°(Q).

8%83: j

2,7=1

Correction.
La formulation variationnelle associée a ’équation des plaques (5.19) consiste a
déterminer u € HZ(Q) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy () (5.20)

ou

a(u,v) /AuAvda:etL /fvdx

(voir Exercice 3.2.4). Afin d’appliquer le Théoréeme de Lax-Milgram, la seule hy-
pothese non trivialement vérifiée est la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.). Or
pour tout u € HZ(£2), on établit suite & deux intégrations par partie successives que

d:c = ||V?ul%..

8:5 830]

En appliquant deux fois I'inégalité de Poincaré, on obtient qu’il existe des constantes
C et C' positives telles que pour tout élément u de HZ(1),

lullZ2) < ClIVullz: < CIV2ullf: = C'a(u, u).

La coercivité de a(.,.) est donc établie et il existe une unique solution au probleme
variationnel (5.20).
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Reste a établir que la solution du probleme variationnel est solution du probleme
aux limites. Soit K un compact de Q et § € C°(Q) telle que # = 1 sur K. Pour
toute fonction v € C°(Q2) a support inclus dans K,

/Q 0(x) Au(x) Av(z) d = /Q Au(z)Av(z) dz = /Q F@)o(z) da.

D’apres le résultat de régularité admit, 0Au est un élément de H?(2). Il est donc
licite d’effectuer deux intégrations par partie successives sur le membre de gauche
de I'équation précédente. On en déduit que

/ A(O(x)Au(x))v(x) de = / f(x)v(x) de.
Q Q
En d’autres termes, pour presque tout x € K,

A(Au)(z) = f(x).

Cette relation reste valable pour presque tout z € €2 : Il suffit de considérer une
suite K,, de compacts tels que U, K,, = Q. Enfin, comme u € HZ(), la solution du
probléme variationnel vérifie automatiquement les conditions au bord u = du/0on =
0.

Exercice 5.3.10 Soit V' I'espace des champs de vitesse a divergence nulle. Soit J(v)
I'énergie définie pour v € V par

J@)—%/Quwvﬁdx—/ﬂf.vdx. (5.21)

Soit u € V' la solution unique de la formulation variationnelle

/uVu-Vvdx:/f-vdeveV. (5.22)
Q Q

Montrer que u est aussi I'unique point de minimum de I'énergie, c'est-a-dire que J(u) =
min,ey J(v). Réciproquement, montrer que, si u € V est un point de minimum de
I'énergie J(v), alors u est la solution unique de la formulation variationnelle (5.22).

Correction. Il suffit d’appliquer la Proposition 3.3.4 a la formulation variationnelle
(5.22) pour conclure.

Exercice 5.3.11 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliere des
équations de Stokes dans un canal rectiligne de section uniforme, appelée profil de Poi-
seuille. Soit 2 = w x (0, L) ot L > 0 est la longueur du canal et w sa section, un ouvert
borné connexe régulier de R¥~1. Pour x € , on note x = (2/,zy) avec 0 < a1y < L
et ' € w. On considere le probléme aux limites suivant

Vp—puAu=0 dans Q

divu =0 dans 2

u=>0 sur Jw x (0, L) (5.23)
pn— p2t =pon  sur w x {0}

pn—ug—z =prn  surw x {L}
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ol po et py, sont deux pressions constantes. Montrer que la solution unique de (5.23)
est donnée par

A
p(r) = po + TN(Z?L — Do),

et u=(0,...,0,uy) ol uy(x') est la solution du Laplacien suivant

L

—puANuy = —2LZP) - gang
uy =0 sur Ow

ol A’ est le Laplacien dans la variable 2/ € RV~

Correction. On pose
p(z) = po +xn(pL — po)/L,

et u=(0,---,0,uy) ot uy est solution du probleme aux limites

—pAN'uy = —(Z’L%“) dans w
uy =0 sur Ow.

On va montrer que (u, p) est solution du probleme aux limites (5.23). On a
vp = (07 T a07 (pL —po)/L),

Au=(0,---,0,A"uy),

d’ou
VP_MAU = (07 707 (pL _PO)/L _MAIUN) =0.
De plus,
0
div(u) = ;;—Z = 0.

Enfin, comme
g—Z:()etp:po sur w x {0},
pP=pm sur w x {L}

les conditions aux limites imposées aux extrémités du profil sont également
vérifiées.

Exercice 5.3.12 Généraliser |'Exercice 5.3.11 au cas des équations de Navier-Stokes

(u-V)u+Vp—pAu=f dans
divu =0 dans Q2 (5.24)
u=20 sur 0.

Correction. Avec les mémes notations que l'exercice précédent, on vérifie que

(u-V)u=0,

ainsi, u est également solution des équations de Navier-Stokes.



Chapitre 6

METHODE DES ELEMENTS
FINIS

Exercice 6.2.1 Appliquer la méthode des éléments finis IP; au probléme

{ —u" = f dans |0, 1]
u(0) = e, u(l) = 3,

Vérifier que les conditions aux limites de Dirichlet non-homogeénes apparaissent dans le
second membre du systeme linéaire qui en découle.

Correction. La formulation variationnelle, issue de I'utilisation des éléments finis
Py, consiste a déterminer

up, € Vi i={op, € C°[0,1;;R) : )z, 0,,,) € P1 pour tout i € {0, ,n}}

ouz; =1/(n+1) tel que
1 1
/ upvpdr = / fupdx pour toute fonction vy, € Vo, = Vi, N Hy (0, 1),
0 0

et
un(0) = a, up(1) = .

On note (¢;)i=o,.. n+1 la base de Vj, définie par ¢;(x;) = 6; ;. En utilisant ¢; comme
fonction test, on obtient, a ’aide de la formulation variationnelle, que pour tout

0<j<n+1,
n+1

> () [ o6y de= [ 50,0

Les conditions aux limites impliquent que (up)o = « et (up),+1 = 3, ainsi

;(Uh)i/o ¢;¢; der = /f¢jdw—/0 (a¢6+g¢;+l)¢; de.

Déterminer Uy, = ((un)i)1<i<n consiste donc a résoudre le systeme linéaire

KU = by,

73
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ou la matrice K est identique a celle obtenue avec des conditions de Dirichlet
homogenes, tandis que le second membre est défini par

Tit1
(bp); = / foidx, pour tout 1 < i < n,
Ti—1

(bh)l = Oé/h—f— /I2 f¢1 dx
0

1
(bp)n = B/h +/ fondx.

Exercice 6.2.2 On reprend le probléeme de Neumann

{ —u” 4+ au = f dans |0, 1]

w'(0) = a,u/(1) = B. (6.1)

en supposant que la fonction a(z) = 0 dans 2. Montrer que la matrice du systeme linéaire
issu de la méthode des éléments finis P, est singuliere. Montrer qu'on peut néanmoins
résoudre le systeme linéaire si les données vérifient la condition de compatibilité

[ fwdr=a-s

et que cette condition est préservée si I'on utilise des formules de quadrature. Comparer
ce résultat avec le Théoreme 5.2.18.

Correction. Le systeme linéaire obtenu en considérant a = 0 est

KnUp = by, (6.2)
ou
1 -1 0
. -1 2 -1
Kn=+ Lo
—1 2 -1
0 -1 1

et b, est défini comme dans le cas a # 0. L’application K, est auto-adjointe et
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positive. En effet, pour tout (v;) € R"*2 on a

Kpv-v=nh"" ((Uo — 01)U0 + (Upy1 — Vp)Vpg1 + Z(—Uz‘ﬂ + 20; — Uil)vz‘)

i=1

A (v — 01)V0 + (Ung1 — Vn)Uni1 + Z — Vi)V + (v — Uz’l)vi)

=1

h 1

n

1

h~ ( Vo — V1)V + (Unt1 — Vp)VUns1 + E (Vi — Vig1)v; + E Vip1 — Uz+1)
2

(UO—U1 (Uns1 — Un)" + E Vi — Uit1) )

n
hil (Ui — UH,l)Q.
=0

Par contre K, n’est pas définie. De 'expression précédente, on déduit que Kpv-v =0

si et seulement si v; = v;,1 pour tout ¢ = 0, - - - , n. Ainsi, le noyau de ’application Cj
est I'espace vectoriel de dimension un engendré par (1,---,1) et 'image de KCj, est
exactement l'orthogonal de (1,---,1). Le systeme linéaire (6.2) admet une solution
si et seulement si by, € (1,---,1)%, c’est & dire

n+1

> ()i =0.

i=0

D’apres I'expression de by, cette condition équivaut a

n+1 n+1

/f dx+ﬂ—a—2/f )i(x dx+ﬁ—a—Z(bh)

Exercice 6.2.3 Appliquer la méthode des différences finies (voir le Chapitre 2) au
probléme de Dirichlet

—u" = f dans ]0,1]

{ w(0) = u(1) = 0, (6:3)

Vérifier qu’avec un schéma centré d’ordre deux, on obtient un systéme linéaire a résoudre
avec la méme matrice K, (a un coefficient multiplicatif prés) mais avec un second
membre by, différent. Méme question pour le probleme de Neumann (6.1).

Correction. Conditions aux limites de Dirichlet
La méthode des différences finies, basée sur un schéma centré d’ordre 2, nous
conduit a résoudre, dans le cas du Laplacien avec conditions de Dirichlet, le systeme

Ui—1 — 2u; + u; ,
- 72 = = f(x;) pour tout 0 <i <n+1,

UQZO,

Un+1 = 0.
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On doit donc résoudre le systeme
KnUn = by,
ou Uy, = (ui)1<i<n, Kp est la matrice d’orde n

2 -1 0
oz f(a)
Kh:ﬁ et by, = :
-1 2 -1 f(-%z)
—1 2

La matrice K}, differe de la matrice obtenue par la méthode des différences finies
a un facteur multiplicatif 1/h pres. La méthode des éléments finis conduit a une
expression différente du second membre

Ti — . Tit1 L — T
bEE = / f(:c)x i dx—l—/ f(x)udx :
Ti—1 h z; h 1<i<n

En pratique, on utilise une formule de quadrature pour évaluer les intégrales définis-
sant bEF. Si on utilise la formule des trapeézes, on obtient

bEF = h(f(l"z‘))lgign-

Avec un tel choix, les deux méthodes conduisent au méme systeme linéaire.
Conditions auc limites de Neumann

Pour le probleme de Neumann, le systeme obtenu, suite a la discrétisation par
différences finies, consiste a déterminer (u;)o<i<nt1 tel que

 Ui—1 — 2 + Uit
h

=«

+ ha(x;)u; = hf(x;) pour tout 0 < i <n+ 1,
U1 — Ug

Up41 — Up o ﬁ

h

11 s’agit donc de résoudre le systeme linéaire IC,Uy, = by, ot Up, = (u;)o<i<ni1, Kp est
la matrice d’ordre n + 2

—h h 0 0 0
-1 2 -1 a(zy)
1 . . . .
-1 2 -1 a(xy,)
0 —h h 0 0

et b, = (a, f(x1), -+, f(zn, B)T. Alors que le reste du schéma est d’ordre deux,
la discrétisation des conditions aux limites proposée est seulement d’ordre un. Il
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en résulte une perte de précision du schéma. Afin de pallier cet inconvénient, on
propose la discrétisation des conditions aux limites d’ordre deux suivante
Uy — U Upt+2 — U
— =« et _mre n — /87
2h 2h
ou x_1 et x,,o sont des noeuds fictifs. Si on élimine du systeme linéaire final les
degrés de liberté artificiellement introduits, on obtient les expressions suivantes

2 -2 0 a(zo) 0 - 0
-1 2 -1 0 a(zy)
1 . . .
K =13 SR + , |
-1 2 -1 a(xy)
0 -2 2 0 0 a(zpi1)

et by = (=22 + f(xo), f(x1), -, f(n, %3 + f(xny1))T. Le systéme obtenu par la
métode des éléments finis, des lors qu’on utilise la formule des trapeézes pour évaluer
les intégrales, est équivalent. Plus précisément, on a alors

1 -1 0 alzg) 0 .- 0
) -1 2 -1 0 a(z)
Ky >~ 7 el e +h : : :
-1 2 -1 a(zy) 0
0 -1 1 0 0 a(zps)

et bh = h(_lfa + @7]0(:61)7 T 7f(xn7 % + f(l‘2n+1))T_

Exercice 6.2.4 On considére (n + 2) masses ponctuelles (alignées) situées aux points
zj=j/(n+1) pour 0 < j <n+1 et reliées entre voisines par des ressorts de méme
raideur £ > 0. On applique a chaque masse ponctuelle une force longitudinale f;. Dans
I'hypothese de petits déplacements (longitudinaux) écrire I'énergie totale du systeme
qu'il faut minimiser (on discutera le cas des extrémités libres ou fixées). Interpréter la
recherche de la position d'équilibre du systéme en termes d'éléments finis.

Correction. On note u; le déplacement de la masse j. L’allongement du ressort
situé entre les masses j et j + 1 est

(SL]' = Ujy1 — Uy .

Sous I’hyptohese de petits déplacements, 1’énergie élastique du ressort est une fonc-
tion quadratique de I'allongement égale a %(Uj+1 —u;)?. L’énergie totale du systéme
est égale a la somme le I’énergie élastique de chaque ressort et de I’énergie potentielle
due aux forces appliquées aux masses, soit

n n+1
k

Juw) =" 5 (U1 = uj)? - Zujfj~

j=0
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Si les deux extrémités sont fixées, ’énergie est a minimiser sur I’ensemble des vecteurs
u tel que ug = u,y1 = 0. Si uniquement 'une des extrémités (par exemple zg),
I’espace de minimisation est I’ensemble de u tels que ug = 0. Si aucune extrémité
n’est fixée, I'espace de minimisation n’ a pas a étre contraint. Par contre, I’existence
d’un minimiseur n’est assurée que si la condition de compatibilité

n+1

> =0
=0

est vérifiée.
Il y a une forte similitude entre le probleme obtenu est la résolution de I’équation

—kAu = f

par élément éléments finis Py, qui consiste a minimiser 1’énergie

k 1
1) = 5 IVulsgn — [ S@pu(e)do

sur l'espace de discrétisation Vj. Soit u;, un élément de Vj, et Uy, les coordonnées de
uy, dans la base classique de V},. On a alors

I(up) = ; ngﬂ —Uj)*Az — Z:i ( /0 1 f(@);(x) dw) Uy -

Si on utilise la formule des trapezes afin d’évaluer I'intégrale apparaissant dans la
définition de I, on obtient

n L A . n+1 A
L) =" §(U,g“ — U Az = f(a;)o;Uf A,
5=0 Jj=0

En posant f; = (Az)?f(z;), on retrouve l'expression J a un coefficient Az pres.

Exercice 6.2.5 Démontrer |'équivalent du Théoreme 6.2.6 de convergence pour le
probleme de Neumann (6.1).

Correction. La démonstration est identique mot pour mot a celle effectuée dans
le cas de conditions aux limites de Dirichlet. L’opérateur d’interpolation r;, utilisé
est identique. Dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet, on utilise en fait
sa restriction & H}(Q2) qui est a valeurs dans HJ(2) NV}, , ce qui constitue 'unique
différence.

Exercice 6.2.6 En généralisant les arguments précédents, démontrer le Théoreme
6.2.14.
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Correction. D’apres le Lemme de Céa 6.1.2, il existe une constante C' indépen-
dante de h telle que

= unllro,n) < thigé% lw = vnllmi01),

ou Vpy, est 'espace des éléments finis Py nuls aux bords. Afin de majorer le terme de
droite, on introduit 'opérateur d’interpolation de ’espace des fonctions régulieres
dans Vg, qui a v associe

n

o =Y v(@) 4 > (@)t .

j=1 §=0

Dans le cas h = 1, il existe des constantes Cy et C] telles que
1w = vl z201) < Collv” || z2(0.0)

et

[(r10)" = V|| 20,1y < C1l[v" || 22(0,1)-

Soit h=1/(n+ 1), on a

n (J+1)h
Z/ (rpv — v) (z) | da.

j=0 7ih

1
o = vl = | (w0 = )@l de =
On pose v;(z) = v(h(j + z)). Par changement de variable, on a

n 1 n
lrnv = vl 7201y = hZ/O 1oy = v03)(@)]P dz < CER Y (10 7200y
j=0 j=0

En effectuant de nouveau un changement de variable, on établit que

(G+Dh

o ooy = [ @) da
hyj
Ainsi,
n

|7hv — v L2(0,1) < Coh*||lv I22(0,1)-

On procede de méme pour établir que
1(rnv = v)'[|220,1) < CLR?[[0" | £2(0,0)-

En rassemblant ces deux résultats, on en déduit qu’il existe une constante Cs telle
que
||7”hU - U||H1(0,1) < C'2h2||UI"||L2(0,1);

et d’apres le Lemme de Céa qu’il existe une constante Cs telle que

"

= wnll 0,1y < Csh®|[u"]| 20,1
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Exercice 6.2.7 Calculer explicitement la matrice de rigidité K, associée au probléme
consistant a trouver

up, € Vo, := {v € C*([0,1]) tel que v, € P pour tout 0 < j < n} N HF(Q)

41
tel que

/0 up (z)vy (z) do = /0 f(x)vp(x) dx Y v, € Vop. (6.4)

Correction. La matrice de rigidité KCj, associée au probleme (6.4) peut-étre décom-

posée en n X n matrices blocs 2 x 2, A;;, de sorte que si U, = (uj,u})i1<j<n et
, .

Vi, = (Uj,'l)j)lgjgn, on ait

n

Vi KnUn = Y (vi,0]) - Aij(uj, uf).

3,j=1

Chaque matrice A; ; est définie par

A, < fo ¢i(x)p;(z) dx foj ¢i(x);(z) dx )
v fo Yi(z)g;(x) dx fo i (2);(z) do

En comparant les supports des fonctions de bases, on constate que A4; ; = 0 des que
|i —j| > 1. Il suffit donc de déterminer les matrices A; ; pour |i — j| < 1. Il est donc
nécessaire de déterminer les matrices A;_1;, A;; et A;11,. La forme bilinéaire de la
formulation variationnelle étant symétrique, la matrice ICj est elle méme symétrique.
On en déduit que la matrice A;; est symétrique et que A;_;,; = Az = AL 11,4 Nous
n’avons donc que 7 coefficients a déterminer (4 pour la matrice AHM et 3 pour la
matrice A;;), soit

Aij1i = ( fO i@ dz fo i d )

fo 197 do fo ity de

et

0 (b//,(/)// d.Z' fo ’,w//|2 dl’

Afin de déterminer ces intégrales, on effectue le changement de variable X = (x —
x;)/h. On obtient en utilisant la parité des fonctions de base

dor e [ X =D AX [ (X~ 1) (X) dX
i+1, fol w//(X _ 1)¢//(X) dxX fol T/J/I(X o l)w//(X) dX

A - fo |¢"(X)|* dx 0
) 0 fo W// ‘2 dr

( fq ¢//|2 dx fo €Z5"l/1” dr )

et
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Enfin, sur [0, 1] on a
¢(X) = 12X — 65 ¢"(X — 1) = —12X +6

et
PI(X)=6X —4;¢"(X —1)=6X —2.

Finalement, suite a un calcul de primitive élémentaire, il vient

- -3 —6
Ai+1,i:h3( 6 2)

et
(60
Ainsi,
6 0 —3 6
0 8 —6 2
-3 -6 6 0 -3 6
I, = h- 6 2 0 8 -6 2
-3 -6 6 O
6 2 0 8

Exercice 6.3.1 Soit 7;, un maillage de 2 pour € ouvert simplement connexe polygonal
de R2. On note n; le nombre de triangles de 7}, n. le nombre de faces ou cotés des
triangles (un coté commun a deux triangles n'est compté qu’une seule fois), n, le nombre
de sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage (qui ne
sont pas sur Jf2). Démontrer les relations, dites d'Euler, n; +ns = n.+1 et 3n; +n, =
2n. + ngps.

Correction. Plutot que de vérifier les relations d’Euler, on se propose de les re-
trouver directement en effectuant un raisonnement par récurrence. On cherche a
déterminer s’il existe un (ou plusieurs) vecteur L € Z* et un entier a tel que pour
tout maillage d’un ouvert simplement connexe, L -z 4+« = 0 oit = (ng, Ne, Mg, Niso).-
Tout d’abord, la relation doit étre vérifiée par le maillage trivial constitué dun
unique triangle. On a donc

L-(1,3,3,0)+a=0.

Considérons un maillage de €2 comportant plusieurs triangles. On choisit un chemin
a 'intérieur de €2 constitué d’une succession d’arétes reliant deux sommets distincts
du bord. L’ouvert ) étant simplement connexe, ce chemin sépare () en deux ouverts
simplement connexes €); et {25. On note x; et x5 les vecteurs composés du nombre
de triangles, d’arétes, de sommets et de sommets intérieurs de chacun des maillages.
On note 7, et 1, les nombres de cotés et de sommet du chemin. On vérifie que

r =1z + x2 + (0, —Toe, =T, g — 2).
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Deplus, ng=n.4+1.SiL-zy+a=0et L-2o+a=0,ona L -x4+a=0siet
seulement si
n.L-(0,—1,—-1,1)+ L-(0,0,—1,—1) —a = 0.

Comme 7. est quelconque, on en déduit que les conditions nécessaires et suffisantes
pour que la relation L -z 4+ o = 0 soit vérifiée pour tout maillage sont

L-(1,3,3,0)=L-(0,0,1,1) = —avet L-(0,—1,-1,1) =0,

ou encore L € Vect((—2,1,0,1);(—1,0,1,1)) et &« = —L - (0,0,1,1). Ainsi, on a
uniquement deux relations d’Euler indépendantes :

—2ny+n.+ngg=1et —ng+ng+ng=2.
On vérifie enfin que ces relations sont équivalentes a celles proposées par 1’énoncé.

Exercice 6.3.2 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)1<j<n+1. Montrer que tout
polynéme p € IP; se met sous la forme

N+1

p(r) = Zp(aj))\j(l")’

ol les (A\j())1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de z € RY.

Correction. Soit p un polynéome de degré un et K un N-simplexe de sommets

N+1 ; L N .
(a;)1<j<nt1. Comme x =3 7" \j(w)ay, et que I'application qui & z associe p(z) —
p(0) est linéaire, on a

pla) = 2(0) = (L Ale)) - (Z Ajm) b 0).

Comme ) ;Aj =1, on en déduit que

N+1

p(z) = Z Aj()p(ay).

Exercice 6.3.3 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)1<j<n+1-
Soit (ajj)1<j<ji<n+1 les points milieux des arétes de K définis par leur coordonnées
barycentriques
1 .
)\]<CL]]/) = )\]/<CL]]/) = 5, )\l((ljj/) =0 pour l 7& ],j/.

Vérifier que X5 est précisément constitué des sommets et des points milieux des arétes
et que tout polynéme p € Py se met sous la forme

p(r) = Zp(aj)Aj(x) (2X(z) = 1) + Z Ap(agy)hi(x) Ay (),

ol les (A\j())1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de = € RY.
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Correction. On note P, , I'ensemble des polynomes de degré n de p variables. On
introduit @ € Py 41 le polynome de RV*! de degré 2 défini par

N+1
QX1+, Xny1) =p (Z Xjaj) :
j=1

Soit ¢; et gj; les éléments de Py y4q définis par

¢(X1, -, Xns1) = X;(2X;—1) pourtout 1 <j < N+1
et gy ( Xy, o, X)) = 4X; X pour tout 1 < j < j/ < N +1

La famille (g, ¢j;) constituée de I'ensemble de ces polynomes est une famille libre.
En effet, si (e;) est la base canonique de RN, on a pour tout 1 <k < N +1

q](ek) - 5;: et ij’(ek) = 0’
et pour tout couple (k,[) tel que 1 <k <l < N +1,
aiy (e + €1)/2) = 656%, et g;(ex) = 0.

On note R l'espace engendré par (g, gj;7). On déduit également des relations pré-
cédentes que I'espace R est en somme directe avec I’ensemble des polynémes divi-

sibles par
N+1

QO(le T 7XN+1) =1- Z X]7
j=1
soit
R & qoP1ny1 CPonya
Enfin, notons que
dim(Poyi1) =N+2+(N+1)(N+2)/2, dim(R)=N+1+N(N+1)/2,
et dim(Pl’N+1) =N + 2.
Ainsi,
dim(R) + dim(Py y+1) = (N +1)(N +2)/24+ N + 2 = dim(Py,41)
et
R & qolP1nv11 = PNy

Il existe donc un unique couple @ € R et Q2 € qoP1 ny1 tel que Q = Q1 + Q2. On
peut aisément déterminer la décomposition de @); dans la base (g;, gj;/). En effet,

N+1

Q1= Z Qlej)q; + Z Q((ej +¢€)/2)q5,

1<j<j’'<N+1
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c’est a dire

N+1
Qu=>) plaa+ > plag)g,
i=1 1<j<5'<N+1

Enfin, comme pour tout 2 € RY, 37 Aj(z) = 1, on a p(z) = Q(A;(x)) = Q1(\;(2)),
d’ou

p(r) = Zp(aj)/\j(x)@)\j(w) -1+ Z Ap(agy) N (x) Ay ().

Exercice 6.3.4 Soit 7;, un maillage de € pour € ouvert simplement connexe polygonal
de R2. On note n; le nombre de triangles de 7},, n. le nombre de faces ou cotés des
triangles (un coté commun a deux triangles n'est compté qu’une seule fois), n, le nombre
de sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage. Montrer
que les dimensions de |'espace V}, d'éléments finis de Lagrange d'ordre k et de son sous
espace Vpy, des fonctions s'annulant sur le bord du domaine sont

K1) K1)

dlth = 5 B

ng+ kng —k+1, dimVy, = ny — kng + k + 1.
Correction. Pour un treillis d’ordre k, on compte (k + 1)(k + 2)/2 éléments, dont
3k sur le bord du triangle. En particulier, un treillis d’ordre k& compte (k + 1)(k +
2)/2 — 3k = (k — 1)(k — 2)/2 points “internes”, 3(k — 1) points situés a U'intérieur
des arétes et 3 aux sommets.

La dimension de V}, est égale au nombre total de degrés de liberté. A 'intérieur
de chaque triangle, on compte (k—1)(k—2)/2 degrés de liberté soit n,(k—1)(k—2)/2,
auxquels il faut ajouter les degrés de liberté situés a l'intérieur des arétes, soit
(k — 1)n. degrés de liberté et les ny, sommets du maillage. Au total,

(k—1)(k—2)

lel(Vh) = B

ny + (k — )ne + ng

D’apres la premiere formule d’Euler (voir Exercice 6.3.1), n, = n; + ns — 1. Ainsi,

k—1)k
nt—l—(k—l)nt—}—k:ns—l—(l—k)—%nt—i—kns—i—l—kz

dim(v;) = E= Dk =2) 1)2(’“ ~2)

Le nombre de degrés de liberté de Vj, est égal a celui de V},, auquel il faut soustraire
les degrés de liberté situés sur le bord 92 du domaine qui en compte k(ngs — ngs).
On a donc

(k—1)k

Tnt+kns+l—k—k(ns—n05):

(k — 1)k

ng + kngs + 1 — k.

D’apres les formules d’Euler,

Ngs =3MN¢ + Ng — 2N,
=3n; +ns — 2(ny +ns — 1)

=n; — ng + 2.
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Ainsi
(k= Dk _21)knt +kng —kng+1+k= (et Dk J;l)k

Exercice 6.3.5 Démontrer la formule (6.43) en dimension N = 2, c’est a dire

dim (Vo) = ng —kngs + 14+ k.

(141!0[2!0[3!
(Oél +042+0(3+2)!’

/K M (2) Ao (2)° g (2)% dar = 2Aire(K) (6.5)

oll K est un simplexe de R?, \;(x) sont les coordonnées barycentriques de = et «; des
entiers naturels.

Correction. On pose

I= / AT (@) A () AS3 () d.
K
Soit a; les sommets de K, et F' I'application de
S:{()\l,)\z) ERi A+ AL 1}
a valeurs dans K définie par
F()\l, )\2) = /\16L1 + /\2@2 + (1 — )\1 — )\2)@3.

L’application F' est un difféomorphisme de S dans K. En effectuant le changement
de variables x = F'(A1, A2) dans l'expression de I, on obtient

I = 2Aire(K) / ATIAZ2 AL A d s, (6.6)
S

avec A3 = 1 — (A1 + o). Il reste donc a calculer I'intégrale figurant dans le terme de
droite.

1 1—\1
/ APINLAS AN d Ny = / A ( / AZ2(1— A — Ag)"‘sd/\2> d\;.
S 0 0

On effectue le changement de variable Ay = (1 — A1)t dans U'intégrale selon A,.

1 1
/)\?l)\gz)\§3d)\1d)\2 :/ A1 — )\1)0‘2+"“3+1d)\1/ t92(1 —t)*dt
s 0 0
Par intégration par partie successives, on montre que

L Im!
/ (1 - t)mdt = —
0 (n+m+1)!

Ainsi,
apl(ae + azg + 1)! aslas! B oplaslas!
(g +as+az+2) (e +az+ 1) (o +as+az+2)

/ APINLAS AN d Ny =
S

qui combinée avec (6.6) nous donne (6.5).
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Exercice 6.3.6 Montrer que les formules de quadrature
/ Y (z) do ~ Volume(K ) (ayp), (6.7)
K

avec ag = (N +1)"' .M+ ¢, le barycentre de K, et

N+1

/ o) o~ AR N ) (6.8)

=1
sont exactes pour Y € Py.

Correction. Soit p un polynome de degré 1, il existe g polynéme de degré 1 en A
tel que g(A(z)) = p(z). Or [, 1dz = Volume(K) et [, A\ dx = VOI';VTI(K) > Ae(ag).
On en déduit donc que

[ a0 = A S @),

et que la formule (6.8) est exacte pour les polynéme de degré 1. De plus, comme
p est linéaire, p(ag) = 1/(N + 1) >, p(a;), ce qui établit I'exactitude de la formule
(6.7)

Exercice 6.3.7 Soit K un triangle de R? de sommets (a;)1<;<3 et de barycentre q.
Soit (aij)1<i<j<3 les points milieux des segments d'extrémités a;,a;. Montrer que la
formule de quadrature

[ v~ 2 S ey

1<i<j<3

est exacte pour i € Py, tandis que la formule

/Kw(x)d A“"e (321/;@2 )+8 Y w(a,-j)+2w(ao)>

1<i<j<3
est exacte pour 1) € Pj.

Correction. Comme précédemment, il suffit de vérifier 'exactitude des formules
pour les polynémes de la forme

p(x) = q(Mi(2), Aa(2), As (),

ou (A;) sont les coordonnées barycentriques de z et ¢ est un polynome de trois
variables de degré 2 ou 3. En d’autres termes, il s’agit de vérifier que pour tout
polynome ¢ de trois variables et de degré deux

/K 4O (), Ao(2), As(w))da = T (q), (6.9)
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T(g) = S (et e

et que pour tout polynome ¢ de trois variables et de degré trois,

/K (@), (@), As(w))dz = T (q), (6.10)
Ty(g) = 2o <szq<ei> +8 3 aller+e)/2) + 27al(en +ez+es>/3>>.
On note

&1!0&2!043!
(o + g + a3 + 2)!

Sy, a9, ) = / ATAS2AG? do = 2Aire(K)
K

Les équations (6.9) et (6.10) sont linéaires par rapport au polynome q. Il suffit donc
de les établir pour une base de ’ensemble des polynémes de trois variables de degré
deux et trois respectivement. On peut par exemple vérifier que, pour tout a; € N
tel que 2?21 o; < 2,

5(041, 042,043) = T2(Xfl1X§2X:?3)

et pour tout o; € N tel que Zf’zl a; <3,
S(al’ a2, a3> = T3()\A1X1X§2X?3)’

Par des considérations d’invariance, le nombre de vérifications se limite a 4 cas pour
la premiere formule et 7 cas pour la seconde, et on a

n

1, 1, 1 Aire K)/60 =13 X1X2X3),
S(2,1,0) = Aire(K) /30 =T3(X7X>),
S(3,0,0) = Aire(K)/60 =T3(X?).

S(0,0,0) = Aire(K)  =Ty(1) =Ty(1),
S(1,0,0) = Aire(K)/3  =Ty(X)) —Ty(X,),
S(1,1,0 Aire(K) /12 =T»(X1X>) =T5(X1X5),
S (X7) =T5(X?),

(

(

(1,0,0) = Aire(
(1,1,0) = Aire(
(2,0,0) = Aire(K)/6  =T5
(1,1,1) = Aire(
(2,1,0) = Aire(
(

Exercice 6.3.8 Soit (b;)1<i<; des points d'un N-simplexe K et (w;)i<;<s des poids
réels. Soit une formule de quadrature

/K () dx ~ Volume(K’) Zwﬂ/;(bi)

qui soit exacte pour ¥ € Px. Montrer que, pour une fonction réguliére v, on a

m /KW") du = ;wiw(bz-) + O,

ou h est le diametre de K.



88 CHAPITRE 6. METHODE DES ELEMENTS FINIS

Correction. Soit 1) une fonction de classe C**!. En effectuant un développement de
Taylor, il existe une constante C' telle que pour tout élément a du domaine (borné)
considéré, il existe un polynome T, dépendant de v, de degré au plus k tel que

[(a+u) — Tp(u)| < ClufF

Considérons un simplexe K de centre de gravité ag, par intégration de la formule
précédente sur les éléments u tels que ag+u € K (en particulier, |u| < h), on obtient

que
/Kwdx—/KTao(u)d:p

La formule de quadrature étant exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal
a k, on a donc

< C'Vol(K)h**,

< C'Vol(K)h**.

/ ¥ dx — Vol(K) Z wiTy, (b; — ag)
K i
En utilisant & nouveau le développement de Taylor de i en ag, on en déduit que

< C'Vol(K)hF+1

/K ¢ dx — Vol(K) Zwﬂb(bi)

ou C' est une constante indépendante de h, ce qui acheve la démonstration.

Exercice 6.3.9 On consideére le carré Q =] — 1,+1[* maillé suivant la Figure 6.1.
Calculer la matrice de rigidité K, des éléments finis P; appliqués au Laplacien avec
condition aux limites de Neumann (on utilisera les symétries du maillage).

F1G. 6.1 — Exemple de maillage et de numérotation des nocuds.

Correction. On note Vj, l'espace des éléments finis P; associé au maillage 6.1.
L’espace V}, est de dimension 9. Pour tout ¢ € {1,---,9}, on note ¢; la fonction
de base associée au ieme nceud (on utilise la numérotation des noeuds indiquée sur
la figure). En d’autres termes, ¢; est I'unique élément de Vj, tel que ¢;(z;) = 0y
pour tout indice j € {1,---,9}. La matrice de rigidité associée a la résolution du
Laplacien est définie pour tout couple d’indices i et j par

(Ich)i,j = /qubz . VQZ)J dl‘
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On a donc 81 coefficients a déterminer ! Cependant, des que ¢; et ¢; sont a support
disjoint, (KCp);; = 0. Enfin, en utilisant les symétries du maillage, on constate qu’il
suffit de calculer six coefficients de la matrice de rigidité, les autres s’en déduisant
aisément. En 'occurrence, on doit calculer (Kp)11, (Kn)15, (Kn)1o, (Kn)ss, (Kn)so
et (ICn)oo. Le gradient des fonctions de base ¢; est constant sur chaque maille, qui
sont toutes de méme aire 1/2. Le calcul de nos 9 coefficients est donc aisé et

(Kr)ia=1, (Ki)is=-1/2, (Kp)1o =0, (Kn)ss =2, (Kp)se = —1,(Kp)oo = 4.

En rassemblant ces résultats, on obtient

1 0 0 0 —1/2 0 0 -1/2 0

0 1 0 0 -1/2 —-1/2 0 0 0

0 0 1 0 0 -1/2 —-1/2 0 0

0 0 0 1 0 0 -1/2 —=1/2 0
Kn=|-1/2 =12 0 0 2 0 0 0 -1
0 -1/2 —-1/2 0 0 2 0 0 -1

0 0 —1/2 —-1/2 0 0 2 0 -1

~1/2 0 0 -1/2 0 0 0 2 -1

0 0 0 o -1 -1 -1 -1 4

Exercice 6.3.10 Appliquer la méthode des éléments finis P; au probleme de Dirichlet

—Au = f dans ()
{ u=10 sur 0, (6-11)

dans le carré 2 =]0, 1> avec le maillage triangulaire uniforme de la Figure 6.12. Montrer
que la matrice de rigidité K, est la méme matrice que celle que I'on obtiendrait par
application de la méthode des différences finies (a un facteur multiplicatif h? pres), mais
que le second membre b, est différent.

F1G. 6.2 — Maillage triangulaire uniforme d’un carré

Correction. On note n le nombre de mailles situées sur I'un des bords du domaine.
Soit h = 1/(n + 1), la taille d’'une maille. On note z; ; = (x;, ;) les sommets du
maillage ou x; = ih (on a 0 < 7,7 < n). On numérote les nceuds du maillage ligne
par ligne. En d’autres termes, on pose a;4;, = ; ; pour tout 0 < 7, j < n. Enfin, on
note ¢y, la fonction de base P; associée au nceud ay. La figure ci-dessous représente
le gradient d’une fonction de base ¢y (constant sur chaque triangle).
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—(1/n)
N | G

(1) | N8

On cherche a calculer Ay, = [, Voy - Vo da. Sik =1,

Ahk,k:/|v¢k’2dl’-
Q

Le gradient V¢, est nul sur tout 2 a I'exclusion des 6 triangles contenant ay. Sur
chacun d’entre eux, |V¢y|? est constant, égale & 1/h* sur quatre d’entre eux, 2/h?
sur les deux autres. Enfin, l'aire des triangles du maillage étant égale a h%/2,

Ahk,k = 4

Si a, et a; sont des neeuds voising, c’est adiresik=[14+1, k=1-1,k=14+n—1,
k=l+nk=I1l4+n—-1k=1—Nouk=10—n+1, les supports de ¢ et ¢; ne
sont pas disjoints. Cependant, le terme Ay ; est nul dans les cas k =1 —n+ 1 et
k =1+n—1 (les gradients des fonctions ¢y et ¢; sont orthogonaux). Dans les autres
cas, on a

Appg = —1.
En d’autres termes, on a
D E 0
E D FE
Ap = .
E D FE
0 E D
ou E et D sont les matrices (n — 1) x (n — 1)
| 0 -1 0
-1 4 -1 0 —-10
D = e E =
-1 4 -1 0 -1 0
0 -1 4 0 -1

On obtient donc en effet la matrice issue de la méthode des différences finies mul-
tipliée par h?. Cependant, le second membre du systéme linéaire obtenu differe,
car

() = /Q Féudr £ WS (ay).
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Exercice 6.3.11 On reprend les notations de |'Exercice 6.3.10. On note n le nombre
de points du maillage sur un coté du carré (supposé étre le méme pour chaque coté).
On numérote “ligne par ligne” les nceuds du maillage (ou les degrés de liberté). Montrer
que la matrice de rigidité K des éléments finis IP; est de taille de I'ordre de n? et de
largeur de bande de I'ordre de 2n (pour n grand).

Montrer que la méme méthode et le méme type de maillage pour le cube © =|0, 1[3
conduisent & une matrice de taille de I'ordre de n® et de largeur de bande de I'ordre de
2n? (ou n est le nombre de nceuds le long d’une aréte du cube ().

Correction. La taille de la matrice K, est exactement n?, tandis que sa demi-
largeur de bande est n, en effet, des que |k — 1| > n, ICy; = 0. Dans le cas du
cube, on note a4 jpiknz = (T4, 2, x5) les noeuds du maillage, ot z; = i/(n + 1). Le
nombre de degré de liberté est donc égal a n3. Enfin, si [k — | > n? + n, le support
des fonctions test ¢, et ¢; sont disjoints. Ainsi, la matrice du systeme obtenu a une
demi-largeur de bande de I’ ordre de n? pour n grand.

Exercice 6.3.12 On dit qu'une matrice carrée réelle B = (b;j)1<;j<n est une M-
matrice si, pour tout 1,

biz‘>07 Zbik>0, bWSO V]?él
k=1

Montrer que toute M-matrice est inversible et que tous les coefficients de son inverse
sont positifs ou nuls.

Correction. Soit B une M-matrice et X € RY tel que BX =Y > 0. Introduisons
I'indice ¢ tel que

Xi, = min X;
1<i<N

On a alors

Bigio Xio + ZBionj =Y, >0,

J#io

d’ou

N

(Z Bioj) Xig > Y Biyj(Xiy = X;),
Jj=1 J#io

D’apres la définition de iy, le second membre de cette inégalité est positif ou nul
Comme Zjvzl B;y,; > 0, on en déduit que X;o > 0 et donc que X > 0. Enfin, B est
inversible car injective. En effet, si BX =0, BX >0et B(—X) >0, dou X >0 et
—X >0, c’est a dire X = 0. Comme BX > 0 implique X > 0, les coefficients de la
matrice B~! sont positifs.

Exercice 6.3.13 On se place en dimension N = 2. Soit uy, la solution approchée du
probleme de Dirichlet (6.11) obtenue par la méthode des éléments finis P;. On suppose
que tous les angles des triangles K; € 7}, sont inférieurs ou égaux a m/2. Montrer que
up(z) > 0 dans Q si f(x) > 0 dans Q. Indication : on montrera que, pour tout € > 0,
K1 + eld est une M-matrice, ou K, est la matrice de rigidité.
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Correction. Soit K} la matrice du systeme issu de la méthode des éléments finis,
avec conditions de Dirichlet. Il suffit de prouver que pour tout € > 0, K}, + [ est
une M-matrice. En effet, dans ce cas et d’apres I'exercice précédent,

(Kn+el)™t >0.

L’application qui & une matrice associe con inverse étant continue sur I’ensemble des
matrices inversibles, on en déduit que

Kt > 0.

Tout d’abord, il est clair que
(Kn)ii > 0 (6.12)

pour tout ¢. Considérons ensuite deux sommets distincts S; et S; communs a un
triangle T}, du maillage. Le gradient de ¢; est orthogonal au coté du triangle Ty
opposé¢ a ;. Il en est de méme pour V¢;. Il découle alors des hypotheses effectuées
sur le maillage que

Vo;-Vp; <0

sur T},. Le raisonnement étant valable sur tous les triangles du maillage, on en déduit
que

(Kn)ij = / Vi - Vo;dr <0 pour tout i # j. (6.13)
Q

Soit ng le nombre de noeuds du maillage situés a l'intérieur du domaine €2 et n le
nombre de neeuds total, on numérote les nceuds S; du maillage de sorte que S; € 952

pour i > ng. Comme
n
1=> 45
j=1

pour tout ¢, 0 < 7 < ny,

O:/qui-Vldx:Z/qui-ngjdm.
Q =179
Ainsi,

> Vi Vojde=— Y V¢;-Ve;dr.

j=1 j=no+1

Or on a prouvé précédemment que le second membre est positif. On a donc montré
que

no

> (Kn)ij = 0. (6.14)

=1

De (6.12), (6.13), (6.14), on déduit que KCj, + I est une M-matrice pour tout € > 0,
ce qui acheve la démonstration.
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Exercice 6.3.14 Appliquer la méthode des éléments finis P, au systéme de I'élasticité
(5.56). Montrer en particulier que la matrice de rigidité Kj, est dans ce cas d'ordre Nngy
ou N est la dimension d'espace et ng est le nombre de nceuds de degrés de liberté.

Correction. La formulation faible de 'élasticité linéarisée consiste a déterminer

u € H Q)N tel que

/ (2ue(u) - e(v) + A(divu)(dive)) dz = / f - vdz pour tout v € Hy(Q)".
Q Q
Soit 7, un maillage régulier de €2, on introduit les espaces discrets

Vi = {u € O(%R)Y : u;|x € Py pour tout K € Ty}

et
Vo = {u € Vj, : u =0 sur 9Q}.

Soit (¢;)i=1.n, les fonctions de base associées au degré de liberté du treillis d’ordre &
du maillage 7,. L’approximation variationnelle du probléeme (5.56) par la méthode
des éléments finis P, consiste a déterminer u € Vy,, tel que

/ (2ue(u) - e(v) + A(divu)(dive)) dx = / f - vdx pour tout v € Vyp,
Q

Q

c’est a dire a résoudre le systeme
KnUn = by,

ou

()i = / (2ue(6s) - e(d;) + A(dives)(dive,) de

)= [ £00 do

L’existence d’une solution a ce probleme est évidente par application du théoreme
de Lax-Milgram. Enfin, la dimension de 'espace Vg, est égale a Nng ou ng est le
nombre de nceuds de degrés de liberté.

Exercice 6.3.15 Expliciter la matrice de rigidité X, obtenue par application de la
méthode des éléments finis P, au probleme de Neumann

{ —Au+au=f dans

g—z =g sur 012,

(6.15)
avec f € L*(Q), g € L*(09), et a € L>=(N) tel que a(z) > ag > 0 p.p. dans .

Correction. L’espace d’approximation issu de la méthode des éléments finis Py,
associé au probleme de Neumann (6.15) est basée sur 'espace discret

Vi, ={u € C(4R) : u|x € Py, pour tout K € 7y, }.
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Soit (¢;)i=1n, les fonctions de base associées au degré de liberté du treillis d’ordre
k du maillage 7. L’approximation variationnelle consiste a résoudre le systeme

’ChUh = bh7

ou

(Kn)is = /Q (Vi - Vo, + adidy) du

i = [ forda

Exercice 6.3.16 Montrer que la matrice de rigidité I, obtenue par application de la
méthode des éléments finis P, au probléme de convection-diffusion de |'Exercice 5.2.2
est inversible mais pas symétrique.

Correction. L’espace d’approximation variationnelle du probleme de convection
diffusion de I’Exercice 5.2.2 est

Von = {u € C(R)Y - w;|x € Py pour tout K € Ty, u = 0 sur 9Q}.

Soit (¢;)i=1n, les fonctions de base associées au degré de liberté du treillis d’ordre
k du maillage 7. L’approximation variationnelle consiste a résoudre le systeme

KCnUyp, = by,
ou
(Kn)yy = / (Vs Vo + (V- Vor)on) da
et

On rappelle que la divergence de V' est supposée nulle. Ainsi, pour tout uy et vy,
appartenant a Vyy,

/Q(V -Vup)vp de = — /Q ((divV)vpup + (V - Vup)up,) doe = — / (V- Vup)uy, de.

Q

En particulier, la matrice IC;, est en général non symétrique, sauf si tout les termes
Jo(V-V¢;) ¢y dx sont nuls. Enfin, la matrice K, est inversible car injective, en effet,

(KnUp, Up) = / Vuy, - Vuy, + (V- Vup)up de = / Vuy, - Vuy, dx
Q Q

et <IChUh, Uh> > 0s1 U, 75 0.

Exercice 6.3.17 On se propose de résoudre numériquement |'équation des plaques
(5.19) par une méthode d'éléments finis (de type Hermite) en dimension N = 2. Pour
un maillage triangulaire 7, on introduit I'espace discret

Vi, = {v e C'(Q) tel que v |x, € P5 pour tout K; € 7, } .
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Montrer que tout polyndme p € IP5 est caractérisé de maniére unique sur un triangle K
par les 21 valeurs réelles suivantes

v(a;), Vou(a;), VVu(a,), % j=1,2,3, (6.16)
ou (ay, as, asz) sont les sommets de K, (by, bo, bs3) les milieux des cotés de K, tandis que
Op(b;)/On désigne la dérivée normale au coté de b;. Montrer que V}, est un sous-espace
de H?(Q) dont les éléments v sont caractérisés de maniére unique par les valeurs (6.16)
pour chaque sommet et milieu d'aréte du maillage. En déduire une méthode d'éléments
finis (dite d'Argyris) pour résoudre (5.19).

Correction.
1. Unisolvance (équivalent du Lemme 6.3.3)

On considere 'application qui & un élément de P5 associe les 21 valeurs (6.16).
Comme P5 est un espace de dimension 21, il suffit de montrer que cette application
est injective afin de prouver qu’elle est bijective. Enfin, quitte a effectuer un change-
ment de variables par une application affine, on peut se contenter de considérer le cas
d’un triangle équilatéral tel que a; = (—1,0), az = (1,0). Soit p € P5 annulant toutes
les valeurs (6.16). Montrons que p est le polynéme nul. On pose ¢;(z1) = p(x1,0) et
g2(x1) = Op/0x9(x1,0). On vérifie que

qi(£1) = ¢i(£1) = ¢f(+1) = 0.

Comme ¢; est un polynoéme de degré au plus 5, on en déduit que ¢; = 0. Ainsi, p
est divisible par x5 : il existe un polynome gq(z1,x2) tel que

P(fl,!I?Q) = 332Q(90175132)~

De méme, on vérifie que
@2(£1) = g(£1) = ¢2(0) = 0.

Comme g3 est un polynéme de degré au plus 4, on a donc gz = 0. Or g2(x1) = ¢q(z1,0),
ainsi q est divisible par z3. On a donc prouvé que p est divisible par z3. Le polynome g
et ses dérivées s’annulent le long de la droite (a1, as). Pour des raisons d’invariance,
il en est de méme le long des droites (a1, as) et (az,as). On en déduit que p est
également divisible par (1 4+ 1 — 72/v/3)? et (1 — x; — 15/4/3)%. Ainsi, p est un
polynome de degré au plus 5 divisible par un polynome de degré 6 et p = 0.
2. Raccordement au niveau des mailles

Afin de résoudre le probléme, il nous faut prouver le Lemme suivant (équivalent
du Lemme 6.3.4) :
Lemme. Soit K et K' deux triangles ayant une aréte commune I' = (ay, az). Soit
pr et prr deux éléments de Ps, alors la fonction v définie sur K U K' par

pK/<ZL') S1 T € K’

o(z) = {pK(:r) stx € K



96 CHAPITRE 6. METHODE DES ELEMENTS FINIS

est de classe C' si et seulement si

pK(ai) = Pk’ (ai>; VPK(CM) = VPK'(CM),

VVPK(C%) = VVpK/(ai), 8pK/an(b) — —apr/an(b), (617)

ot n désigne la normale extérieur a K et b le milieu du segment [ay, as].
Démonstration. L’application v est de classe C' si et seulement si les restrictions
de pk et pgs coincident sur ’aréte commune I" au deux triangles et s’il en est de méme
pour les polynomes dpg /On et Opg:/On. Or les polyndémes px et pxs coincident sur
I' si et seulement si pour ¢ = 1,2 on a

_ Opx _ Opk Ppr _ Pprs
i (a;) = prr(ai), p (a;) = e (a;) et 572 (a;) = 572 (a;)

(7 désigne le vecteur unitaire tangent a l’aréte). D’autre part, les restrictions de
Opr/On et de Opg:/On a T" sont des polynomes de degré 4 égaux si et seulement si
pour i =1,20n a

Ipk _ Opk Opi - Opr
an (al> - an (al)7 ang (CL ) - ang (al)

et si 9 9
PK PK
—(b) = =—(b).
o, (0) =5 ()
Ce qui acheve la preuve du Lemme.
3. Méthode d’Argyris

Tout d’abord, I'espace

Vi = {v € CYQ) : v|k, € P° pour tout K; € T;,}

est inclus dans H?(Q) (la dérivée d'un élément de Vj, appartient & H'(Q) d’apres
le Lemme 4.3.19). D’apres le point précédent, un élément v de V}, est entierement
déterminé par les valeurs de v, Vv et VVv aux nceuds du maillage ainsi que par
les flux Ov/On(by), by parcourant les milieux des arétes & du maillage (on oriente
de maniere arbitraire chacune des arétes). On peut donc construire une base de V},
formée des éléments (¢;0)(ia) €t (V) ot € {1, ,ns}, a € N? | |a| = g + g < 2
et k€ {1, ---,n.} définis par

8@1‘,(1

aﬁgoi,a(aj) = (S;(Sg on (bl) = O;
o
8%y (a;) = 0; a—nk(bl) = ok

pour tout j € {1,--- ,ny}, 1l € {1,--- ,n.} et 3 € N? tel que |3] < 2.
Afin de résoudre I’équation des plaques (5.19), on introduit le sous espace de V},

Von = Vi, N HF(Q).

L’espace Vp, est 'ensemble des fonctions de V},, qui s’annulent ainsi que leurs dérivées
partielle sur 02. Il est engendré par les éléments (p; o) et (¢g) ou i € {1,--- ,ng}
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et k € {1,--+ ,n«} parcourent respectivement sommets et arétes n’appartenant pas
au bord de ). L’approximation variationnelle consiste a trouver u;, € Vy, tel que

/ AupAvy, de = / fop dx pour tout v, € V.
Q Q

D’apres le Théoreme de Lax-Milgram, ce probleme admet une solution unique. Enfin,
il équivaut a résoudre le systeme

KnUp = by, (6.18)

ou la matrice de rigidité est définie par

Dy F,
Kn = (Fg Hh) ’
ou Dy et F) sont des matrices définies par blocs. La matrice D) est constituée de
6 x 6 blocs, la matrice Fj, est un vecteur colonne constitué de 6 sous-matrices :

Dy, = (E;'Lj)(’i,j)e{la'”ﬁ}z
Fy = (Gﬁl)ie{l,wﬁ} '

Les sous-matrices E,ilj et G4 sont définies par
(Efilj)kl - / Apps, Ay, dz,  ou (kvl) € {17 T 7n50}2
Q

(Gﬁl)kl = /QAcpmiAwl dx ou (k,0) € {1,--+ ,ng} x{1,--+ ,neo}

ol s; parcourt les multi-indice N? de degré inférieur ou égal & 2 (ensemble qui contient
6 éléments). La matrice Hy, est définie par

(Hh)kl:/§2A¢kAwl d.%'

ot (k,1) € {1,--+ ,ne}? Enfin, Le vecteur by, compte 6n,, + n, composantes et est
défini par
bh = (C}u to a027 dh)

ol ¢, € R™o et dj, € R™o sont les vecteurs
(cﬁl)k = / frors, ke{l,--- ,nyo}etie{l, -6}
Q
(dn)r = / Jutk kedl, - no}.
Q

Enfin, la solution u; de 'approximation variationnelle est telle que

ns0 Teeq

5
_ inso+k 6nso+k
=3 U p + DU

=0 k=1 k=1

ou Uy, est solution du systeme (6.18).
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Exercice 6.3.18 Montrer que pour une suite de maillages réguliers, et pour des élé-
ments finis P, I'opérateur d'interpolation 7, vérifie en dimension N =2 ou 3

||U — rhUHLQ(Q) S Ch2||U||H2(Q)

Correction. Par construction de r,u, la restriction de r,u a un N-simplexe K; est
simplement rx,u. Par conséquent,

v — T’hUH%%Q) = Z v — 71KV ’%Q(Ki)‘

K;€Ty
On applique la majoration (Lemme 6.3.20 avec k = 1)
lo = rrvll Lz < ClBIPv]a2 i)

a chacun des N-simplexe K. Ainsi,

lo=rvlEae < € 3 1B ol
K;eTy

11 suffit de combiner cette estimation avec I'inégalité
IBll < diam(K:)/p(Ko) < Ch
pour conclure.

Exercice 6.3.19 Soit K = [0,1]? le cube unité en dimension N = 2 de sommets
a' = (0,0), a*> = (1,0), a®> = (1,1), a* = (0,1). On définit z3 =1 — 21, x4 = 1 — 29,
et i comme la valeur de i modulo 4. Grace a ses notations, chaque sommet a’ est défini
par x; = x;37 = 0. Vérifier que les fonctions de base de Q; sont

pi(z) = vyzrms  pour 1 <i <4,
et que celles de Q5 sont

Pi(z) = 27520755 — )ogz(2e55 — 1) pour 1 <i <4
Py(z) = —4do;5(27m — 1)a5(2055 — 1) pour 5 <4 <8
Py(x) = 16z 1291324.

Correction.

Les éléments de QQp définis sur K sont les polynomes de degré au plus k par
rapport a chacune des variables x; et zo. D’apres le Lemme 6.3.22, il suffit de vérifier
que les fonctions proposées s’annulent sur tout les points du treillis correspondant
expecté un point, différent pour chacune d’entre elles, ou elles prennent la valeur
un.

1. Fonctions de base Q.

Les points du treillis sont a?, i = 1,--- ,4. Pour des raisons de périodicité des

formules, il suffit de vérifier la forme de la fonction de base p;. Or

pi(z) = 2374 = (1 — 21)(1 — 32),
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qui vaut en effet 1 pour z = aq et zéro sur les autres sommets du carré.
2. Fonctions de base Q.
Les points du treillis X5 sont les sommets, les milieux des arétes et le centre du

carré K. Pour des raisons de symétrie, seul trois fonctions de bases sont a étudier.
On a

Pi(z) =232z — V)ag (204 — 1) = (1 — 21)(1 — 221 ) (1 — 25) (1 — 25)
qui vaut 1 pour = = a; et zéro sur les autres noeuds du treillis.
Ps(x) = —das(rs — D)ag(2ey — 1) = 4(1 — 1) 21(1 — 22) (1 — 229)
qui vaut 1 pour x = (a; + a2)/2 et zéro sur les autres noeuds du treillis. Enfin,
Py(z) = 1621297324,
qui vaut 1 en x = (a1 + as + az + a4)/4 et zéro sur les autres nceuds du treillis.

Exercice 6.3.20 Montrer que pour la méthode des éléments finis [P, /bulle pour la
vitesse et IP; pour la pression on a dim(KerB;) = 1.

Correction. Soit r;, € Q) et wy, € Vo, (Qp et Vo, étant les espaces issus res-
pectivement de la discrétisation P; de la pression et P /bulle de la vitesse). Par
définition,

Wh'B;Rh:BhWh'Rh:—/

div(wp)r, dx = / wy, - Vry, dx.
Q

Q

Si Ry, appartient au noyau de B}, on a

/wh~V7"hdx:O
Q

pour tout élément w;, € Vy,. En particulier, si on applique 1'égalité précédente a
la fonction bulle A\j(z) -+ Any1(z)er de la maille K; (les A; sont les coordonnées
barycentriques de = dans la maille K; et k € {1,---,N}), on obtient

Vrn(K) - en ( /K RUCEIPRNIC dx) ~0.

(/K A (@) Avia (@) dx) >0,

d’ot on en déduit que Vr,(K;) = 0. Ainsi, rj, est une fonction constante et

dim(B;) = 1.
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Exercice 6.3.21 On considére les équations de Stokes

Vp — pAu = f dans ()
divu =0 dans 2 (6.19)
u=0 sur OS2

ou p > 0 est la viscosité du fluide en dimension N = 1 (ce modele n'a aucun intérét
puisque sa solution explicite est w = 0 et p une primitive de f, mais il permet de bien
comprendre les problemes de discrétisation). Pour {2 = (0,1), on considére le maillage
de points z; = jh avec h = 1/(n+1) et 0 < j < n + 1. On définit la méthode de
différences finies centrées (d'ordre 2) suivante

—uj+1+2uj—uj—1 Pj+1—Pj—1 __ . ;
i = + 2 = f(wy) pour 1 < j <n
Uj+1—Uj—1

5 =0pourl<j<n
U():Un+1:0.

Montrer que ce systeme d'équations algébriques est mal posé, et en particulier que la
pression (p;) est définie a I'addition d’une constante prés ou d'un multiple d'une pression
définie par ses composantes (1,0,1,0,...,1,0).

Correction. On vérifie sans mal que la pression est définie a 1'addition d’une
constante pres ou d’'un multiple de (1,0, --- ,1,0). Lorsque n est impair, la situation
est particulierement critique, car u; n’est, dans ce cas, pas non plus déterminé de
maniere unique. Dans tous les cas, le systeme est mal posé.



Chapitre 7

PROBLEMES AUX VALEURS
PROPRES

Exercice 7.1.1 Soit Q = RY. Montrer que u(z) = exp(ik - z) est une solution de
—Au = Au (7.1)

si |[k|* = X. Une telle solution est appelée onde plane.

Correction. Soit u(z) = exp(ik - x), on a Vu(x) = iexp(ik - )k et

Au =V -Vu = —|k|*exp(ik - ).

Ainsi, u est solution de 'équation (7.1) des que |k]* = w?.

Exercice 7.1.2 Soit un potentiel régulier V(z). Montrer que, si u(z,t) = e “'u(z)
est solution de

zaa—ltl +Au—Vu=0 dans RY x R, (7.2)

alors u(x) est solution de
—Au+ Vu =wu dans RY, (7.3)

Correction. Il suffit d’effectuer le calcul. En effet,

2’88—1;(:13,75) = e “ou(r) Au(x,t) =e ™ Au(x).

Comme u est solution de I’équation de Schrédinger (7.2), on en déduit que
—Au+ Vu = wu.
Exercice 7.1.3 Soit V(z) = Az - = avec A matrice symétrique réelle définie positive.

Montrer que u(z) = exp(—A'/2x - 2/2) est une solution de (7.3) si w = tr(A'/?). Une
telle solution est appelée état fondamental.

101
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Correction.
Soit u(x) = exp(—AY%z - 2/2). On a

Vu = —exp(—AY?z.0/2) A0 = —uAYVx

et
Au = div(Vu) = —div(uA?z)

On rappelle que pour toute fonction f a valeurs réelles et o a valeur vectorielle,
div(fo) = Vf .o+ f(dive). Ainsi,

Au = ~(A22) - Vu — (div(A2)u = (Az - 2)u — tr(AY2)u,
et u est bien solution de 1’équation

—Au+Vu = tr(AY?)u.

Exercice 7.2.1 Montrer que I'application identité Id dans un espace de Hilbert V' de
dimension infinie n'est jamais compacte (utiliser le Lemme 7.2.6).

Correction.

L’image de la boule unité par 'application Id est évidemment la boule unité.
Si I'application Id était compacte, la boule unité serait relativement compacte et
donc compacte (la boule unité est fermée), ce qui est impossible d’apres le Lemme
7.2.6 qui stipule que la boule unité d’un espace de Hilbert de dimension infinie n’est
jamais compacte.

Exercice 7.2.2 Soit I'espace de Hilbert (5 des suites réelles = = (z;);>1 telles que
Yoy lzi]? < 400, muni du produit scalaire (z,y) = .5, z;y;. Soit (a;);>1 une suite
de réels bornés, |a;| < C' < +oo pour tout ¢ > 1. On définit I'application linéaire A
par Az = (a;x;);>1. Vérifier que A est continue. Montrer que A est compacte si et
seulement si lim; ., a; = 0.

Correction.
Soit z un élément de 2,

| Azl = § |a;zi]? < sup |a;| § |z |* = sup |a;|*[|ull7..
. K3 . K3
1 1

Ainsi, A est une application continue de ¢? dans ¢2.

Supposons que lim a; = 0. Soit z,, une suite d’éléments de la boule unité de £2.
On pose y" = Az™. Afin de prouver que I'opérateur A est compact, on va construire
une sous-suite de y" convergente. On commence par construire une suite de sous-
suite par récurrence : On pose y™? = y". Pour tout k, y™* est une suite extraite
de y™*=1 telle que yg’k soit convergente (c’est toujours possible puisque pour tout
k> 1, yg’k est borné dans R). Enfin, on procede a l'extraction d’une sous-suite
diagonale en définissant la suite 2™ = y™". Reste a prouver que la suite 2™ est de
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Cauchy dans £2. Soit £ > 0, comme a; converge vers 0, il existe [ tel que pour tout
i > 1, |a;| <e. On en déduit que pour tout indice n,

ST =S alPly < lyni? < e

>l i>l
Notons que pour tout k, la suite z;' est simplement convergente. Ainsi, pour n et p

assez grand, on a
E |20 — 2P| < €
i<l

En combinant ces deux résultats, on en déduit que pour n et p assez grand,

Dol =P <Y = 2> (1 - 1)) < 5e
7

i<l 1>

et que [|z™ — zP||,2 — 0 lorsque n et p convergent vers U'infini. Ainsi, A est compacte.

Reste a établir la réciproque. Supposons que la suite a; ne converge pas vers
zéro. Il existe une constante M > 0 telle que pour tout N, il existe ¢ > N tel que
la;] > M. On peut donc définir les suites 2™ de 2 et i, de N telles que

Pour tout indice k, z;; = 6,",

\a,-n] > M

et 4, strictement croissante. On pose y® = Axz™. La suite 2" est bornée dans (2,
tandis que la suite y* d’éléments de /2 n’admet pas de sous-suite convergente. En
effet, pour tout n et p on a

|u™ — uP||p2 > V2M.
Ainsi, A n’est pas compacte.

Exercice 7.2.3 Soit U, V et W trois espaces de Hilbert de dimension infinie, A une
application linéaire continue de V' dans W, et B une application linéaire continue de U
dans V. Montrer que I'application AB est compacte dés que A ou B est compacte. En
déduire qu'une application linéaire continue compacte n'est jamais inversible d'inverse
continu en dimension infinie.

Correction.

Considérons le cas A compacte et B continue. Comme B est continue, il existe
un réel M tel que I'image de la boule unité de U par B soit incluse dans la boule de
V', centrée a l'origine et de rayon M. Comme A est compacte, 'image de la boule
de rayon M par A est relativement compacte. Or tout sous-ensemble d’un ensemble
relativement compact est relativement compact. L’image de la boule unité de U par
I’application AB est donc relativement compacte : 'application AB est compacte.

Considérons le cas A continue et B compacte. L’image de la boule unité de U
par B est relativement compacte dans V. Or I'image par une application continue
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d’un ensemble relativement compact est relativement compact. L’image de la boule
unité de U par I'application AB est relativement compacte.

Enfin, considérons une application linéaire compacte inversible A . L application
inverse A~! (qui est linéaire) ne peut étre continue. En effet, dans ce cas I'application
identité AA~! serait compacte, ce qui n’est jamais le cas en dimension infinie.

Exercice 7.2.4 On reprend les notations et les hypothéses du Théoreme 7.2.8. Mon-
trer que, pour v € V, I'équation Au = v admet une unique solution u € V si et
seulement si v Vvérifie

+oo 2
v, U
2 :|< )\2k>| < .
k=1 k

Correction. Supposons qu’il existe u tel que Au = v. Pour tout k, (Au,u) =

(v, ug) et donc
(u, Aup)  (Au,ugp) (v, up)

e D

La famille (uy) formant une base orthonormale,

2
v, U
S S ) = ful” < oo
k

k k

Réciproquement, si v vérifie la relation précédente,

oyl

k

appartient & U (la série est convergente) et Au = v. Enfin, le syseme Au = v ne
peut admettre plus d’une solution. En effet, I’application A étant définie positive,
elle est injective.

Exercice 7.2.5 Soit V = L*(0,1) et A I'application linéaire de V dans V' définie par
(Af)(x) = (2% + 1) f(x). Vérifier que A est continue, définie positive, auto-adjointe
mais pas compacte. Montrer que A n'a pas de valeurs propres. On pourra vérifier aussi
que (A — AId) est inversible d'inverse continu si et seulement si A ¢ [1,2].

Correction. Continuité

1 1
47 e = [ (@ 1P Pde < (x4 1) [P

Ainsi, [|Af|lr20,1) < 2] f]l22(0,1) €t A est continue.
Positivité et symétrie
Soit f et g éléments de L?(0, 1),

(Af )iz = / (Af)gda = / (4 + 1)fgdr = (f, Ag)e.
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Ainsi, A est auto-adjointe. De plus, A est positive car

(Af,f)m:/() (2% 4+ 1)|f(x)|* dz > 0.

Enfin, A est définie. En effet, si (Af, f) = 0, la fonction (22 + 1)|f(x)[* est nulle
presque partout, donc f = 0 (en tant qu’élément de L?(0,1)).
Valeurs propres

Supposons que [ soit un vecteur propre de A de valeur propre A. Dans ce cas,
pour toute fonction g € L*(0,1),

/0 (2 + 1)f(2)g(x) dz = (Af, g)iz = A(f. g)zz = A / f(2)g(a) d.
On en déduit que

(@* +1)f — Af,g(x))2 = 0.
En choisissant g = (z2 +1 — \)f, on en déduit que

(> +1—=A)fl[z2=0

et que (z2 +1 — \)f(z) = 0 presque partout et donc f(z) = 0 presque partout.
L’application A n’admet pas de vecteur propre non nul.

Inversibilité de (A — A1d) Soit g € L*(0,1), on cherche f tel que (A — A1d)f = g,
c’est a dire tel que

(2? +1 =N f(x) = g(2)
presque partout. Si (A — A1d) est inversible, f = (A — AId)"!g est définit par

f@)= (2" +1-X)""g(z)

pour presque tout z €]0, 1[. L’inverse de (z® + 1 — \) étant défini, sauf en au plus
deux points, f(x) est correctement défini presque partout.

Si A n’appartient pas a Uintervalle [1,2], il existe C'(\) tel que (z? +1 — \) >
C(A) > 0. On en déduit que l'opérateur (A — A1d) est bien inversible de L?(0,1)
dans L?(0,1), d’inverse continue. En effet,

1A= A1d) " gllz201) < CN) " lgllz20.)-

Si A € [1,2], on constate que si (A — AId) était inversible, (z? + 1 — \)~! serait
un élément de L?(0,1) (prendre g = 1). Ceci n’est pas le cas. En effet le polynome
(22 + 1 — \) admet une racine dans l'intervalle [1,2]. Ainsi, (z? + 1 — \)~! présente
une singularité (du type 1/z ou 1/2?) dont le carré n’est pas d’intégrale finie :

1
/ (22 +1—X\)"?dx = +oo.
0
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Exercice 7.3.1 Démontrer une variante du Théoreme 7.3.2 ol I'on remplace I'hy-
pothese de coercivité de la forme bilinéaire a(-,-) par I'hypothése plus faible qu'il existe
deux constantes positives n > 0 et v > 0 telles que

a(v,v) +n|lv||5 > v|jv||} pour tout v € V.

(Dans ce cas les valeurs propres (A\x)r>1 ne sont pas forcément positives, mais vérifient
seulement A\, +7 > 0.)

Correction. Un réel A est valeur propre de (7.12) de vecteur propre u, si et
seulement si

a(u,v) + n{u,v)yg = (A +n){u,v)y pour tout v € V,

c’est a dire si u est un vecteur propre associé a la forme bilinéaire a(.,.) +n(.,.)y de
valeur propre A+ 7. Comme la forme bilinéaire a(.,.) 4+ (., .)y vérifie les hypotheéses
du Théoreme 7.3.2, il existe une base hilbertienne de H de vecteurs propres uy de
(7.12) de valeurs propres \; —n ol A\, est une suite non bornée, croissante de réels
positifs.

Exercice 7.3.2 En dimension N = 1, on considere Q2 =]0, 1[. Calculer explicitement

toutes les valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites
de Dirichlet

{ —Auy, = A\yup  p.p. dans € (7.4)

ug =0 p.p. sur 0S).

A I'aide de la décomposition spectrale de ce probleme (voir la Remarque 7.2.9), montrer
que la série

+o0o
Z ay sin(kmx)
k=1

converge dans L2(0,1) si et seulement si > a2 < +oc0, et dans H'(0, 1) si et seule-

ment si > k%a? < +o0.

Correction. Tout d’abord, toute fonction propre du Laplacien en dimension 1 est
de classe C'*°. Ainsi,
v+ =0

est une équation différentielle classique dont les solutions sont de la forme

u = Asin(vVAz) + B cos(VAz).

Les conditions aux limites de Dirichlet impliquent que B = 0 (car u(0) = 0) et
VA = km ot k est un entier naturel (car u(1) = 0). Les vecteurs propres du Laplacien
unidimensionnel avec conditions aux limites de Dirichlet sont donc les fonctions

uy, = 2sin(knx)

de valeurs propres A, = k*r%. Comme linjection de H}(0,1) dans L?(0,1) est com-
pacte et que a(u,v) = fol Vu - Vudx est une forme bilinéaire symétrique, continue
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et coercive sur H}(]0,1[), on peut appliquer le Théoreme 7.3.2. Ainsi, (uy/k7) est
une base de hilbertienne H'(]0, 1[) et (uz) une base hilbertienne de L?(]0,1[). On en
déduit que la série

Zak sin(kx)
k=1
converge dans L? si et seulement si Y, ai < oo et dans H} si et seulement si
S kPa; < oo.
Exercice 7.3.3 On considere un parallélépipede
Q :]O, Ll[X]O, LQ[X oo X]O, LN[,

ou les (L; > 0)1<;<n sont des constantes positives. Calculer explicitement toutes les
valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites de
Dirichlet (7.4).

Correction.
Soit ug(x) = 2sin(kmz) les fonctions propre du Laplacien avec conditions de
Dirichlet sur ]0, 1[. Pour tout entier 0 < p < N + 1, et tout k € N,, on pose

Up () = ug(z/Ly).

Enfin, pour tout k = (ky,- -+, ky) € NY on pose

N
Vi — H U,pJgp.
p=1

On vérifie que pour k, vy est une valeur propre du Laplacien sur €2 avec conditions
aux bords de Dirichlet de valeur propre

e = (H kpw/Lp) :

Pour conclure, il reste & prouver que la famille vy /v/\, forme une base de L*(Q),
c’est & dire que pour tout w € L*(Q) tel que Vk € NP,

<Uk7 w>L2(Q) = 07 (75)

on a w = 0. Supposons que le résultat soit établi pour €2 de dimension N — 1. On
introduit la fonction w € L*(]0, Ly|[) définie par

w(zy) = /ﬁw(m) H g, (xp) d,

ou Q =10, L1[X...x]0, Ly _1[ et T = (21, ,2n_1). D’apres (7.5), pour tout k € N,,
on a

Ly
/ {E(xN)uN,k(xN) dZEN =0.
0
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Comme la famille uyy/+/7/L, forme une base de L*(]0, Ly[), on en déduit que
w(xy) = 0 pour presque tout xy. Ainsi, pour presque tout xy €]0, Ly], la fonction

Wy (T) = w(T,zy) € L*(Q) est telle que

/ﬁwm(%) IT w, (z,) dz =0,

p<N

et d’apres I’hypothese de récurrence, w,, = 0, ce qui acheve la démonstration.

Exercice 7.3.4 On considére a nouveau un ouvert {2 parallélépipedique comme dans
I'Exercice 7.3.3. Calculer explicitement toutes les valeurs propres et les fonctions propres
du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sur tout le bord 0f).

Correction.
Les fonctions propres du Laplacien 1D avec conditions de Neumann sur |0, 1]
sont les fonctions
ug(x) = cos(kmx)

de valeurs propres k*7%. En suivant le méme raisonnement que lors de 1'Exercice
7.3.3, on montre que les fonctions propres du Laplacien avec conditions de Neumann
sur Q =|0, Ly[x - - - x]0, L,[ sont de la forme

ug(x) = Hcos(kpwwp/Lp)

p=1

ot k € NV La valeur propre associée & u;, étant

A = (ﬁ k‘7T/Lp> .

Exercice 7.3.5 On reprend les notations et les hypothéses du Théoreme 7.3.5. Mon-
trer que la meilleure (i.e. la plus petite) constante C' dans I'inégalité de Poincaré (voir
la Proposition 4.3.10) est précisément la premiere valeur propre \; de (7.4).

Correction.

Soit ug, base hilbertienne de L?(§2), fonctions propres du Laplacien avec condi-
tions aux limites de Dirichlet (7.4) et Ay les valeurs propres associées (ordonnées par
ordre croissant). Soit v un élément de Hj(<2).

lallZe = > Wuswe) 2l < AT Al w2l = A [V .
k k
Ainsi, 'inégalité de Poincaré
/|v(:p)]2dx < c/ Vo(z)| da. (7.6)
Q Q

est vérifiée pour C' = A;'. Cette valeur est optimale car [|ug |2, = A~ ||Vuy[[2,.
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Exercice 7.3.6 Soit €2 un ouvert borné régulier et connexe. Montrer que la premiére
valeur propre du Laplacien dans €2 avec condition aux limites de Neumann est nulle et
qu'elle est simple.

Correction.
Tout d’abord, zéro est valeur propre du Laplacien avec conditions aux limites
de Neumann car

01
e 0 sur 0f).

Si A est une valeur propre du Laplacien de fonction propre u, on a

{Al—O dans 2

IVul[Z2 = AlfullZ:-

Ainsi, les valeurs propres du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sont
strictement positives sauf si | Vu|lzz = 0 auquel cas A = 0. Comme (2 est connexe,
si A = 0 la fonction u est constante. Ainsi, la premiere valeur propre du Laplacien
avec condition aux limites de Neumann est 0 et elle est simple.

Exercice 7.3.7 Soit 2 un ouvert borné régulier connexe de classe C! de R"V. Montrer
qu'il existe une suite croissante (\x)x>1 de réels positifs qui tend vers I'infini, et une base
hilbertienne de L*(Q)™ (ug)r>1, telle que chaque u;, appartient a Hi (), et il existe
une famille de pressions p, € L?(Q) qui vérifient

Vpr — pAug, = Aguy  p.p. dans 2

divug =0 p.p. dans €2

ug =0 p.p. sur 0S.
Correction. On introduit I'espace de Hilbert

V ={ve Hj(Q)": divv =0 p.p dans Q}.

On munit V' du produit scalaire

a(u,v) :,u/ Vu-Vudz.
Q

L’injection de V' dans L?*(Q)" étant compacte (d’apres le Théoreme de Rellich), il
existe une famille positive et croissante de valeurs propres A; et v, € V une base de
LA ()N tels que

a(ug,v) = )\k/ uy - vdx pour tout v € V.
Q

Pour tout k, on définit la forme linéaire continue L, sur Hg(Q)Y par

Li(v) = )\k/ uy, - vdr — alug, v)
0
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La forme linéaire L s’annule sur V' et d’apres de Théoreme de de Rahm 5.3.9, il
existe pp € L%(Q) tel que

Li(v) = /pkdivv dx pour tout v € Hy(Q)N.
Q

On en déduit en procédant comme lors de la résolution du probleme de Stokes que
—puAu + Vp, = \pug dans

(Attention, dans cette expression, la somme —puAu+ Vpy, appartient & L*(€), ce qui
n’est pas forcément le cas de chacun des termes sans hypotheses supplémentaires
sur la régularité de ). Par définition, comme les éléments wu; appartiennent a V,

div(ug) =0 dans
et up, =0 sur 0f2.

Exercice 7.3.8 On consideére le probleme aux valeurs propres pour |'équation de Schro-
dinger avec un potentiel quadratique V(x) = Ax -z ol A est une matrice symétrique
définie positive (modele de I'oscillateur harmonique)

—Au+Vu=Xu dans RY. (7.7)
On définit les espaces H = L*(RY) et
V = {ve H'(R") tel que |z|v(z) € L*(RV)}.

Montrer que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)y = Vu(z) - Vo(z) dz +/ |z|2u(z)v(z) dz,
RN RN

et que l'injection de V' dans H est compacte. En déduire qu'il existe une suite croissante

(Ar)x>1 de réels positifs qui tend vers I'infini et une base hilbertienne de L2(R™) (u,)i>1

qui sont les valeurs propres et les fonctions propres de (7.7). Calculer explicitement ses

valeurs et fonctions propres (on cherchera uy sous la forme py () exp(—Az - 2/2) ou py

est un polyndme de degré k — 1). Interpréter physiquement les résultats.

Correction.
1. V est un Hilbert

Tout d’abord, il est évident que (.,.)y définit bien un produit scalaire sur V.
Reste a montrer que V muni de la norme associé est complet pour prouver que V'
est un espace de Hilbert. Soit B; la boule unité de RY et B, la boule de rayon 2.
Par un raisonnement par ’absurde, on montre aisément qu’il existe une constante

C > 1 telle que
/ lu|?dr < C ( |Vul? dx +/ \u\de) .
By By B>\B;
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On en déduit que pour u € V,
[ull @y < Cllully.

En effet,

IN

gy < [ WPdes [ el
1 1

c(/ \Vu|2dx+/ |u|2da:) +/ 2P Jul? do
BQ BQ\Bl RN\Bl

< @+ Dl

IN

Ainsi, si u, est une suite de Cauchy de V/, elle est également une suite de Cauchy de
HY(RM). 1l existe donc u € H*(RY) telle que u, converge vers u dans H'(RY) fort.
La suite |z|u, étant elle méme de Cauchy dans L?(R"), elle converge dans L*(R")
vers une limite v de L2(RY). Enfin, pour tout ¢ € C>=(RY),

im [ (2l (2)é(x)de / fu(z)é(z) da

n—+oo [pN RN
:/ v(x)o(z) de.
RN

On en déduit que v = |x|u et que u, converge vers u dans V.
2. Compacité

Soit w, une suite bornée de V, |lu,|lv < M, il existe une sous-suite et u telle
que u,, converge vers u dans L?(Bg) sur toute boule By centrée en l'origine de rayon
R. Pour tout réel A > 0,

/ lu — up|?*de < / |u—un|2dx+1/A2/ |z |u — u, |* do
RN || <A lz|>A
< / lu — up|? do + 2M A%

lz|<A

Pour n assez grand, [[u — un|[72(p,) < M/A® et
/ |u — u,|* dv < 3M /A%

RN
On en déduit que u,, converge vers u dans L2(RY) fort. Ainsi, 'injection de V' dans
H est compacte.

3. Fonctions propres
La forme bilinéaire

a(u,v) = /RN (Vu(z) - Vou(z) + (Az - z)u(z)v(z)) do

est symétrique, continue et coercive sur V. On déduit donc du Théoreme 7.3.2 qu'’il
existe une base hilbertienne de L?(RY) formée de vecteurs propres uy, de (7.7) et
dont les valeurs propres associées A\, sont positives et convergent vers I'infini.
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Exercice 7.3.9 Soit ) un ouvert borné régulier de R". On considere le probleme de
vibrations pour I'équation des plaques avec condition aux limites d'encastrement

{ A (Au) = \u  dans Q

%:uzo sur 0f).

Montrer qu'il existe une suite croissante (\)r>1 de valeurs propres positives qui tend
vers I'infini et une base hilbertienne dans L?(£2) de fonctions propres (uy)>1 qui appar-
tiennent a H(Q).

Correction.
On introduit la forme bilinéaire

a(u,v) = / AuAvdx
Q
qui est symétrique, continue et coercive sur HZ(£2). Comme l'injection de H3(€2) dans
L?(2) est compacte, la conclusion découle de I'application du Théoreme 7.3.2.
Exercice 7.4.1 On considére le probleme aux valeurs propres en dimension N = 1

—uy = A\puy,  pour 0 <z <1

On se propose de calculer la matrice de masse pour la méthode des éléments finis P;.
On reprend les notations de la Section 6.2. Montrer que la matrice de masse M, est
donnée par

2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6
My =nh i T T )
1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3

et que ses valeurs propres sont
h
(M) = 3 (24 cos(kmh)) pour 1 <k < n.

Montrer que, si on utilise la formule de quadrature (6.8), alors on trouve que M, = hId.
Dans ce dernier cas, calculer les valeurs propres du probleme spectral discret.

Correction. La matrice de masse M), est définie par

(My)sj = / 61(2)6(x) da,

ou ¢; sont les fonctions de base des éléments finis P;. Pour tout ¢ et j tels que
|i — j| > 1, les supports de ¢; et ¢; sont disjoints et

(./Vlh)ij = 0.
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Sij=i+1,
(i+1)h (i+1)h Z+ DWh— ) —ih
(M);; = / ¢Gi(x) i1 (x) dx = / ( i)z ) z dx
ih ih
h
= h_2/ (h —x)xdr = h/6.
0
Enfin, si i = j,
(i+1)h DR | (G4 1A — |2
(Mp)ij :/ |6 ()] do = 2/ % dz
(i-1)h ih

h
= 2h2/ \h — x> dz = 2h /3.
0

On a donc montré que la matrice de masse obtenue par la méthode des éléments
finis IP; est

2/3 1/6 0

1/6 2/3 1/6

My =h e
1/6 2/3 1/6

0 1/6 2/3
Soit (U,\) € R" xR (n = h~' — 1) tels que

MU = \U (7.8)

et U # 0. Afin de calculer les valeurs propres de la matrice de masse My, on effectue
une analyse de type Fourier. On introduit la fonction w;, périodique de période 2,
impaire, définie sur [0, 1] par

0 sizel0h/2]
un(z) = { Uy sz € [kh— h/2,kh+ /2| (7.9)
0 sizell—h/21]

D’apres (7.8), pour tout z € R, on a

up(z — h) + dup(x) + up(z + h)
6

h

= Aup(x). (7.10)
Remarque 7.4.1 On a choisit uy, impaire de période 2 afin que l'équation (7.10)
soit vérifiée pour tout x et en particulier pour tout x € [0, h/2] U [1 — h/2,1].
Comme uy, est périodique de période 2, il existe 1, tel que

o

keikvrz

£
=
=

I

>
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En appliquant la transformée de Fourier & (7.10), on obtient

efih,mﬂk + 4ka + €ihkﬂﬂk
6

h

= )\alm
c’est a dire
(cos(kmh) +2 — 3\/h) uy, = 0.

Comme U # 0, il existe au moins un k tel que
cos(kmh) +2—3\/h =0

ou encore tel que

A= 2(2 + cos(kh)).

Ainsi, toute valeur propre de M est de la forme
h
Av = 3(2+ cos(khm)), otk € {0, n+1}. (7.11)

Réciproquement, pour tout k € {1,--- ,n}, les fonctions uy(x) vérifiant 1’équation
(7.10) avec A = A sont de la forme de la forme

i(k+2(n+1)j)mx i(k:+2(n+1)j)7r13.

up(z) = Z Uk2(n41)5€ + U (kt2(nt1)5)€
J

Afin que wy, soit définie a partir d'un vecteur U € R™ par (7.9), il est nécessaire que
uy, soit impaire, a valeur réelles. On en déduit qu’on a alors

Uk4-2(n+1)j] = —U—(k+2(n+1)7)»

et que les coefficients de Fourier 4, sont imaginaires pures. On en déduit qu’il existe
une suite a; de réels telle que

up(x) = Z ajsin((k +2(n+ 1)j)mz).

J

Ainsi, si MU = \.U, on a

U, = up(x = hp) = Z ajsin((k +2j(n+ 1))mph) = <Z aj) sin(khpm).

J

Un calcul similaire appliqué au cas k = 0 ou k = n + 1, nous montre que A\g et \,11
ne sont pas des valeurs propres de M. Finalement, comme M, est symétrique,
définie positive, elle admet une base de vecteurs propres. Les seules valeurs propres
possibles sont les n valeurs de Ay pour k € {1,--- ,n}. A chacune de ces valeurs
propres, on peut associer au plus un vecteur propre. Ainsi, il ne peut y avoir de
valeur propre double. On a donc prouvé que pour tout k € {1,--- ,n},

MUF = \UF,
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ot U* = (sin(khpr)),.
On note M, la matrice de masse obtenue par la formule de quadrature (6.8).
Pour tout entier ¢ et j, on obtient

(M) = D h/2(i(hk)d;(hk) + ¢i(h(k + 1) (h(k + 1)) = h Y _ 6¥6% = .

En utilisant la matrice de masse ainsi obtenue, les valeurs propres et vecteur propres
du probleme spectral discret vérifient

K:hUh - h)\hUh,
ol
2 -1 0
-1 2 -1
Kn=nh
-1 2 -1
0 -1 2

On déduit des valeurs propres de M, et de la relation
K =5h1d —6M,,
que les valeurs propres du probleme spectral sont de la forme
A, = 1 —2cos(khn),

ot ke f{l,---.n)
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Chapitre 8
PROBLEMES D’EVOLUTION

Exercice 8.2.1 Soit € un ouvert borné régulier de R". Soit un temps final T > 0,
une donnée initiale uy € L?*(f2), et un terme source f € L*(]0,T[; L*(£2)). On considére
la solution u de I'équation

0

a—?—Au:f p.p. dans 2x]0,T[
u=0 p.p. sur 9Q2x]0,T[ (8.1)
u(x,0) = up(x) p.p. dans Q.

1. En supposant que la solution u de (8.1) est assez réguliere dans |0, T'[x €2, montrer
que, pour tout ¢ € [0, 7], on a I'égalité d'énergie suivante

1 ! 1
—/u(x,t)Qd:L‘—l—/ /\Vu(a:, s)*drds = —/uo(:r)zd:r
2 Ja 0 Jo 2

Q
v/ [ syuta sy do s

2. Démontrer la propriété suivante, appelée “lemme de Gronwall” : si z est une
fonction continue de [0, 7] dans RT telle que

(8.2)

2(t) < cH—b/tz(s)ds Vte[0,T],

ol a, b sont deux constantes positives ou nulles, alors
2(t) < ae” Vtelo,T].

3. En appliquant le lemme de Gronwall avec z(t) = 1 [, u(x,t)*dz, déduire de (8.2)

que, pour tout t € [0, 7],

%/ﬂu(az,t)de—l—/ot/Q|Vu(ac,s)\2dmds < %t (/Quo(x)Qdm
+Aé£ﬂﬁgwm§.

(8.3)
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Correction.

1. En intégrant le produit de ’équation d’évolution par u sur €2, on obtient

8—uu — Auudzr = / fudzx.
o Ot Q

Par intégration par partie et en échangeant ’opérateur de dérivation en temps
et intégrale, il vient

dt2/u dx—&—/[Vu\ d:p—/fudx

11 suffit alors d’effectuer une intégration en temps pour obtenir ’égalité désirée.
2. Soit v(t) = a + bfo s)ds. La fonction v est de classe C* et

V'(t) = bz(t) < bu(t).
Ainsi,
(v(t) exp(=bt))" = exp(=bt)(v'(t) — bu(t)) <0
et v(t) exp(—bt) < v(0) = a. Comme z(t) < v(t), on a montré que

z(t) < aexp(bt).

~5 [ a0,
= % (/Q ]uo(x)|2dx+/0T/Qf2d:cds)

et b = 1. D’apres I’égalité d’énergie établie précédemment, pour tout 0 < ¢t <

T,
t
z(t)+/ /[Vu(x,s)\zdxds
0 Jo

< %(/Q\uo(x)ﬁdﬁ/ot/g\f(x,s)yu\u(m)\?dms)

¢
< a+/ z(s)ds.
0

D’apres le lemme de Gronwall, z(¢) < ae’. En intégrant cette inégalité, on
obtient

3. On pose

t
a+/ 2(s)ds < ae'.
0

Cette derniere, combinée a la précédente, implique que

/yuxt\dx+//yvu §)[2dwds
< % (/Q ]uo(x)\2dx+/0T/Q|f(x,s)|2dxds> .
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Exercice 8.2.2 Au vu de |'estimation

/Q u(a, t)?dz + /O t /Q Vu(z, s)[deds < C ( /Q wo(z)?dz + /0 t /Q f(x,s)deds),

(8.4)
vérifiée par la solution u de (8.1), ou la constante C' est indépendante de 7', on voit que
le terme e n'est certainement pas optimal dans la majoration (8.3). Cette estimation
peut &tre améliorée en raisonnant de la facon suivante, avec une variante du lemme de
Gronwall.

1. Soita € R et g € L?(]0,T) tel que g > 0. Montrer que, si z(t) est continue de
[0,T] dans R" et vérifie

2(t) < a+ 2/0tg(s)\/z(s)d5 vVt e 0,17,
alors 2(t) < (\/5+ /tg(s)ds> vVt el0,T).

2. Déduire de (8.2) que, pour tout ¢ € [0, 7],

iz vz [ [ 19t pieas < (( / uo<x>zdx)”2
/ds(/f“zdx) ) |

1. On suppose dans un premier temps que g est une fonction réguliere. Soit € un
réel strictement positif. On pose

v(t)=e+a+ Q/Otg(s)\/z(s)ds.

(8.5)

Correction.

Comme g(s)\/z ( ) est une fonction continue, la fonction v est dérivable et
= 2¢g(t)/z(t). Comme z(t) < v(t) et que g est une fonction positive,

V'(t) < 29(t)\/v(t).

Enfin, v(t) > 0, ainsi d’apres I'inégalité précédente, v'(t)/24/v(t) < g(t) et par
intégration, on obtient

Vo) — V(o) < / o(s)ds

Ainsi, pour tout € > 0,

2(t) <wo(t) < <\/a——|—€+/0tg(5)ds>2.
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Il suffit de passer a la limite lorsque ¢ tend vers zéro pour obtenir I'inégalité
désirée.

Dans le cas général, on raisonne par densité. Soit g € L?(]0; T[) tel que g > 0
presque partout. Il existe une suite de fonctions régulieres g, positives, conver-
geant vers g dans L?(]0; T[). Pour tout n, on a pour tout ¢ € [0; 7],

t
1/2
dﬂ§a+H%—gMMMMVM%MD+?AQA@MA@%~
D’apres ce qui précede,

2(t) <a+ llgn - mmmmwmmm+z/ (5)y/()ds

t 2
1/2
< (Yt Ion = alrqorn Iy + [ s )

Il suffit alors de passer a la limite lorsque n tend vers I'infini pour conclure.

2. D’apres 'égalité d’énergie (8.2) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/ (2, 1) dx+2//|Vuxs|d:z:ds
g/g o(@) da:+2/ (/fxs da:) 2</Qu(x,5)2dx>l/2ds

On applique la variante du Lemme de Gronwall a

2(t) = /(wtzdx+2//|Vuxs|dxds

9= ([ reoras)”
/ i

/Q w(, t)2dz + /O t /Q Vu(z, ) [2dzds
< (( /Q uo(a:)2da:> " /0 t ( /Q f(m,s)de) v ds)

Exercice 8.2.3 On suppose que les hypothéses du Théoreme 8.2.7 sont vérifiées, que
ug € Hy (), et que la solution u de (8.1) est assez réguliere dans |0, T[x Q. Montrer
que, pour tout ¢ € [0,77], on a I'égalité d'énergie suivante

/\Vua:t de+// 8u

Ainsi,

]IS

1
dxds :—/|Vu0(3:)|2d:c
2 Jo

t ou
+/0 /Qf(x,s)a(m,s)dmds.

(8.6)
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Correction. En multipliant I’équation (8.1) vérifiée par u par 2%, on obtient, suite

ot
a une intégration sur € que

/Q—Au(ac, t)%(x, t)dz + /Q

Par intégration par partie, il vient

oVu ou
/QVu(x,t)~W(3:,t)dx+/Q E(m,t)

Ou

2
0
at(:Jc,t‘) dx:/ﬂf(m,t)a—z(x,t)dm.

Ou

2
dx = /Qf(x,t) T (x,t)dx,

ou encore en échangeant les signes dérivation et intégrale,

d (1 9 ou 2 B ou
pr (§/Q]Vu\ d:z:) —1—/9 d:L’—/Qf(:J:,t)E(ac,t)dx.

—(z,t
5 (@t
11 suffit d’intégrer cette derniere équation suivant ¢ pour obtenir 1’égalité recherchée.

Exercice 8.2.4 Soit € un ouvert borné régulier de R™. Soit un temps final 7' > 0,
une donnée initiale uy € L*(Q), et un terme source f € L*(]0, T[; L?(£2)). Montrer que
I'équation de la chaleur avec condition aux limites de Neumann

Qu_Au=f dans Qx]0,T'[
ou _ () sur 90x]0, T (8.7)

on

u(z,0) = up(z) dansz €
admet une unique solution u € L*(]0,T[; H*(Q2)) N C([0, T]; L*(Q2)).

Correction. On applique le Théoreme 8.2.3 &4 V = H'(Q),
forme bilinéaire symétrique, continue sur V'

L3(2) et & la

a(u,v) = / Vu - Vudz.
Q

La forme bilinéaire a(.,.) n’est pas coercive, mais a(u,v) + (u,v)r2 étant coercive
sur V', les conclusions du théoreme restent valables d’apres la remarque 8.2.5. Le
probleme (8.7) admet donc une unique solution

we L0 T HY () N ([0, T L7().

Exercice 8.2.5 Soit {2 un ouvert borné régulier de RY. Soit A(z) une fonction de
2 dans I'ensemble des matrices symétriques réelles telles qu'il existe deux constantes
8 > a > 0 vérifiant

BIEP > A(z)€- € > alé]2 VEERY, pp.z e

Soit un temps final ' > 0, une donnée initiale uy € L*(), et un terme source f €
L*(]0,T[; L*(Q2)). Montrer que le probleme aux limites
9u _ div (A(z)Vu) = f dans Qx]0,T]
u="0 sur 002x]0, T'[ (8.8)
u(z,0) = up(z) pour x € €2,

admet une unique solution u € L*(]0,T[; H*(Q2)) N C([0, T]; L*(Q2)).
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Correction. On introduit la forme bilinéaire a(-, -) symétrique définie pour tout u
et v de H}(2) par

a(u, v) = /Q A()Vau - Vods.

Pour presque tout z € 2, la matrice A(x) étant symétrique, définie positive, elle
admet une base de vecteurs propres. Comme pour tout & € RV,

la plus grande valeur propre de A(z) est inférieure a [ et || Al|s < (. D’apres cette
majoration et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout u et v € H}(2), on a

a(u,v) < ﬁ/ Vu - Vodr < Bu|l g o)llv] g @)
Q

La forme bilinéaire a est donc continue sur Hj (). De plus, pour tout u € Hj (L),
d’apres 'inégalité de Poincaré,
a(u,u) > a/ |Vu|? do > OZCHUH?—I&(Q)'
Q
La forme bilinéaire a est donc coercive. D’apres le Théoreme 8.2.3 appliqué a la

forme bilinéaire a avec H = L*(Q) et V = H(Q), il existe une unique solution
ue L2(]0,T[; HY(Q)) nC([0,T]; L*(R2)) au probleme aux limites (8.8).

Exercice 8.3.1 Soit Q un ouvert borné régulier de RY, et un temps final 7' > 0.
On considére une donnée initiale (ug,u;) € H}(Q) x L*()) et un terme source f €
L*(]0,T[; L*(Q2)). On considere la solution u de I'équation des ondes

( 0%
£ —Au=f p.p. dans Qx]0, T
u=0 p.p. sur 9010, T -
u(z,0) = uo(x) p.p. dans (8.9)
ou

L a(l’ao) =ui(x) p.p. dans Q.

1. En supposant que la solution u de (8.9) est assez réguliere dans |0, T'[x €2, montrer
que, pour tout ¢ € [0,77], on a I'égalité d'énergie suivante

/ ZZL dx+/|Vuxt)| der = /ul( dx+/|Vu0 )|? da
+2//f1;8 (x, s)dxds.

2. En déduire qu'il existe une constante C'(T) (indépendante des données autre que
T) telle que

/8u

at(xt d:c—l—/\Vua:tﬂ dx <

o(T) (/Qul . d:c+/Q|Vu0 ) d:r+/0t/Qf(x,s)2d:cds).

(x,1)
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3. Montrer qu'il existe une constante C' (indépendante de toutes les données y com-
pris T') telle que
ou

/ at( dx+/|Vua:t)| dx<c</ﬂu1( V2da
+/Q|wo(x>\2dx+ (/0 (/Qf(x,s)de> 2d5>

1. Supposons que u soit une solution suffisamment réguliere, de ’équation des
ondes. On a

mt

Correction.

oud*u  Ou ou

——— = —Au=f—.

ot ot2 ot ot
Par intégration sur le domaine €2, il vient en échangeant les opérateurs d’inté-
gration en espace et de dérivation en temps (ce qui est licite pour u réguliere)

que

Par intégration en temps, on obtient I’ egahte Voulue.

3u

2. D’apres l'inégalité de Schwarz,
¢ ou
flz,s)—(x,s)dxds
J R
¢ 1/2 ¢ 2 1/2
S(//f(x,s)Qd:cds) (// ?(:ps dxds)
0 Jo 0 Ja
1 t t 2
<= //fQ(x,s)dxds—f— —| dxds | .
2 \Jo Ja 0

En appliquant cette inégalité a I’égalité précédemment obtenue, on obtient que

t t
S/]ul(x)\de+/|Vu0\2d:E+/ /fQ(x,s)dxds—i—
0 Q 0 Ja 0

D’apres le Lemme de Gronwall (voir Exercice 8.2.1), on en déduit que pour
tout t < 7T,

J

ou

2
pr —(z,1) dx+/Q|Vu(x,t)\ dx

2
dxds

u
o |0t

ou

T —(z,1)

d:L’+/ \Vu(z,t)|*dx

<eé (/Q\ul(:c|2d:c+/ﬂ\Vuo(x)de+/Ot/gf2(x,s)dxds)
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3. De I’égalité obtenue dans la premiere partie de I'exercice, on déduit a I'aide de
I'inégalité de Schwarz que

J

oul?

ot

S/le(x)y?ﬂvuoﬁdxw/ot (/QfQ(:L:SW)I/Q (/Q

D’apres la variante du Lemme de Gronwall (voir Exercice 8.2.2),

dx+/ |Vu(z,t)|*dx
Q

ou

ot

9 1/2
d:(:) .

ou

T —(z,t)

dx—f—/ |Vu(z,t)|*dx

< ((/ﬂ ]ul(q:)\2+|Vu0(x)\2dx>1/2+/0t </Qf2(:r,s)d:r>1/2ds>2

d’ot on déduit l'estimation recherchée avec C' = 2 (il suffit d’utiliser I'inégalité
(a+0)? <2(a® + b?)).

Exercice 8.3.2 On suppose que les hypothéses du Théoreme 8.3.4 sont vérifiées, que
le terme source est nul f = 0 et que la solution u de (8.9) est réguliere dans [0, 7] x €.
Montrer que, pour tout entier m > 1, on a

2

> dx = 0.

o

Correction. Il suffit de remarquer que la fonction 0™u /0™t est elle-méme solution
d’une équation d’onde avec conditions de Dirichlet homogenes au bord, sans terme
force.

oy
atm—l

oM
atm

2
+]v

Exercice 8.3.3 Soit 2 un ouvert borné régulier connexe de R". Soit une donnée initiale
(ug,u1) € HE(Q)N x L2(Q)Y, et un terme source f € L2(]0, T[; L2(2))". Montrer qu'il
existe une unique solution u € C([0, T]; H ()N N C*([0,T]; L*(Q))Y de

2

pos — div (2ue(u) + Atr(e(w)) Id) = £ dans 2x]0, T,

2 sur 0Q2x]0, T, (8.10)
u(t =0) = up(x) dans £},

%(t —0) = w(2) dans 2.

En supposant que la solution u est assez réguliére, montrer que, pour tout ¢ € [0, 7],
on a |'égalité d'énergie suivante

3/@ dx+,u/| |da:+/2\/(divu)dx—g/|u1|dw
—l—,u/\ u0| dx—l—/\/dwuo da:—l—//f —dxds

ot
En déduire une estimation d'énergie.
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Correction. On introduit la forme bilinéaire a(-,-) définie pour tout u et v €
H; (@)™ par

a(u,v) = /QQ,ue(u) -e(v) + A(divu) (dive) dz.

La formulation variationnelle associée au systeme d’équations aux dérivées partielles
consiste a déterminer u € C([0, T]; H} (Q)Y) N CH([0, T]; L2(Q)™) tel que

d*(u(t),v) 2
— gz a(u,v) /f vdr

(t_O) Up; (t—O = U

dt
pour tout v € H}(Q)N. La forme bilinéaire bilinéaire a est continue et coercive
sur HH(Q)N. La coercivité de la forme bilindire a est établie dans les preuves du
Théoremes 5.3.1 et 5.3.4 et découle du le Lemme de Korn 5.3.3 ou de sa version
simplifiée 5.3.2. Les hypotheéses du Théoreme 8.3.1 sont vérifiées, il existe une
unique solution a la formulation variationnelle. En appliquant la fonction test v =
Ou/dot a la formulation variationnelle, on en déduit que

4 3/ dx+u/| |dx+)\/dlvu dx /f —d:c
at \ 2 Jq

L’égalité d’énergie en découle par une simple intégration. En procédant comme pour
I’Exercice 8.3.1 on obtient les estimations d’énergie suivantes. Tout d’abord, pour
tout T il existe une constante C'(T") ne dépendant que du temps final T telle que

ou

ot

ou
5 — (=, 1)

C(T) (/ﬂ|u1(3:)|2d:v+/ﬂ2u|e(uo)]2+/\(divu0)2dx+/0t/Q|f(:v,s)|2dxds>.

d:c + / 2p |e(u)|” + A(dive)2dz <
Q

De plus, il existe une constante C' (indépendante de toutes les données y compris
T) telle que

ou
oy —(z, 1)

/Q 211 e(uo)[? + A(divug)2dz + ( /0 ( /Q | f(x,s)\2dx)l/2ds>2>.

Exercice 8.4.1 On reprend les hypothéses de la Proposition 8.4.1. Soit f(z) € L*(2)
et u la solution de

d:c—l—/?u] (u)]* + M(divu)?de < C /]uﬂ dr+

—Au=f dans |0, +o00[x (2
u(z,t) =0 sur ]0, +o0[x 00
u(z,0) = up(z) dans 2.
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Soit v(x) € H}(Q) la solution de

—Av=f dans ()
v=20 sur 0f).

Montrer que lim;_ ;o |Ju(x,t) — U(l’)HLQ(Q) =0.

Correction.

On pose @(z,t) = u(z,t) — v(x). La fonction @ est solution de 1’équation de
la chaleur avec conditions de Dirichlet homogenes et condition initiale (x,0) =
up(z) — v(zx). Ainsi, d’apres la Proposition 8.4.1,

lim [lu(z,t) — v(@)|r20) = 0.

t—-4o00

Exercice 8.4.2 Soit Q un ouvert borné régulier de RY. Soit uy € L?(Q) et u la
solution du probleme

Qu_ Au=0 dans |0, +00[x Q2
u(z,t) =0 sur 0, +00[x 02 (8.11)
u(z,0) = up(z) dans 2.

Montrer qu'il existe une constante positive C' telle que
Ju(t) — afe ™ uy || 2y < Ce™™ Vit > 1, aveca] = / uouy d, (8.12)
Q

ou A, désigne la k-eme valeur propre du Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet.

Correction.
On rappelle que la solution u de I’équation (8.11) est donnée par

oo
u(t) = Z ade Mty
k=1

Ainsi,
(o]
u(t) — ale My, = E ade Aty
k=2

et
0 1/2
() — ade ™ty 2oy = e (Z \am?e”’“”)) |
k=2

Comme A\p — Ay > 0, on en déduit que

o 1/2
[u(t) — afe ™ uy || 2y < e (Z \a2|2) < e gl 2@
k=2
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Exercice 8.4.3 Soit Q) un ouvert borné régulier de R". On note u; la premigre fonction
propre du Laplacien dans €2 avec condition de Dirichlet, \; la valeur propre associée. On
rappelle que I'on peut choisir u; > 0 dans €2 (voir le Théoréme de Krein-Rutman 7.3.10)
et on admettra que I'on a aussi duy /On > 0 sur 2. Soit f =0, ug € L*(N2) et u 'unique
solution (supposée réguliere) de (8.1).

Soit € > 0. Montrer que I'on peut trouver une constante positive K telle que

—Kuy(z) < u(z,e) < Kuy(z) Vo eQ, (8.13)
et en déduire qu'il existe une constante positive C' telle que

max |u(z,t)] < Ce ™ Vit > e (8.14)
xeQ)

Correction. Pour tout € > 0, u(z, £) est une fonction de classe C*°(£2). Rappelons
que uy () est également une fonction réguliere sur Q, quelle est strictement positive
sur €2 et que duy/On > 0 sur Of).
Soit
ou Ouy 1

Kl = 1+§;la% %(Jj,&‘)% (.T) .

On introduit les fonctions vy et v_ définies par

vy(z) = Kyui(x) — u(z, €)
v_(x) = Kyui(x) 4+ u(x, €)

On vérifie sans mal que dvy /On > 0 sur 0. Il existe donc un voisinage w de 0X2 tel
que pour tout r € w,
ve(z) > 0.

Il existe un compact A C €2 tel que AU w = 2. On pose

Ky = max |u(z, €) /w1 ()]

et K = max(K;, K5). On vérifie sans peine que
—Kuy(z) <u(x,e) < Kuy(x).

La fonction @(z,t) = Ke *(~%)y,; est une solution de 1’équation de la chaleur (8.1)
sur t > ¢ avec f =0 et u(x,e) = Kuy(x) comme condition initiale. Enfin, comme

—u(x,e) <u(x,e) < ulx,e),
on déduit du principe du maximum de la Proposition 8.4.2 que

pour tout ¢t > . On a donc montré que

lu(z,t)| < <Ke’\15 maxul(x)) e Mt

ze
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Exercice 8.4.4 Soit  un ouvert borné régulier de RY. Soit ug € L>(2), f € L>=(x
R), et uw € C([0,T); L*(2)) N L*(]0, T[; H3(2)) I'unique solution de (8.1). Montrer
que
D2
ol ity < oz + el ey (8.15)

ol D = sup, ,cq |7 —y| est le diametre de 2. On pourra utilement introduire la fonction
Y € HY(Q) telle que —Aw = 1 dans Q.
Correction. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer que pour tout (¢, z) €
R x Q,
D
u(w,t) < [Juol| =) + WHJCHLOO(QXR,T)'

En appliquant ce résultat a —u au lieu de u et en combinant les deux estimations
obtenues, on prouve ’estimation souhaitée.
Introduisons la fonction u, solution de

83%* — Auy = Hf”Loo(Qij) dans J0; T'[x2

ug(x,t) =0 sur |0; T'[x 02

uy(x,0) = [Juol| () dans Q.
D’apres le principe du maximum, v < wu,. Il suffit donc de prouver le résultat
pour u = wu,. Dans un premier temps, on considere le cas f = 0. Il s’agit de
prouver que pour presque tout (¢, ) €]0,T[xQ, on a |u(z,t)| < |lug||Le(n). D'apres
le principe du maximum de la Proposition 8.4.2; on a déja u > 0. Reste a prouver
que u < |[ug| Lo (q)- A cet effet, on procede comme lors de la preuve de la Proposition
8.4.2. On introduit la fonction u = max(u— ||ug|| L=, 0). En vertu du Lemme 5.2.24,

e 120, ], HY(Q)) et
/Vu~Vﬂd:t: = / \Vu|*dx.
Q Q

De méme, si u est suffisamment réguliere (ce que nous admettrons par la suite),

ou 9
QEde 2dt </ |ul da:) ,

Remarque 8.4.1 D’aprés la Proposition 8.4.6, pour tout 6 > 0, la fonction u
appartient a H'(]6, T[; L*(?)). Elle est donc asssez rérguliére pour que le Lemme de
tronacture 5.2.24 s’applique de sorte a justifier [’équation précédente.

Par conséquent, en multipliant I’équation vérifiée par u par u, on obtient pas inté-
gration sur €), puis par intégration par partie que

2 27 _
2dt</||dw) /|Vu|da: 0.

En intégrant cette équation en temps, il vient

/Hdac——/]u |dm+//!Vu|dxdt—0
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Comme u(t = 0) = 0, on en déduit que u = 0, c’est a dire u < ||ugl|z~. On se place
dorénavant dans le cas général (f non nécessairement nul). Soit ¢ la solution du
probleme aux limites ¢ € Hy(2), —At = 1. On pose v = uy — || f|l poo(qupt)¥- La
fonction v est solution du probleme

P — Av=0 dans ]0; T
v(z,t) =0 sur|0; T'[x 09

’U(J/’,O) = HUOHL‘X’(Q) - Hf”LOO(Qlej)w dans €.
Comme v > 0, pour tout z € Q on a v(x,0) < [Jug|| L~ (o). Ainsi, pour tout ¢,
v(w,t) < ol Lo (- (8.16)

On a donc obtenu que uy < [|ug||z~ + || f||z=®. Il reste & majorer ¢ afin d’obtenir
Pestimation souhaitée. Sans perte de généralité, on peut supposer que l'origine de
RY appartient au bord de Q. Comme

—Alz|?/(2N) = 1 = —At dans Q

et

|2[?/(2N) > 0 = () sur 99,
le principe du maximum implique que |x|?/2N > 9(x). Or |z| est majoré sur Q par
de diametre de Q, ainsi ||¢)]| @) < D?/2N, ce qui acheéve la preuve.

Exercice 8.4.5 (difficile) Démontrer rigoureusement la Proposition 8.4.5. Pour cela
on introduira, pour tout entier m > 0, I'espace

W2 Q) ={ve H*™Q), v=Av="--- A"y =0 sur 90}, (8.17)

que I'on munit de la norme [[v|[f2m () = Jo |(A)™v|*dz, dont on montrera qu'elle est

équivalente a la norme de H?™((2). On reprendra la démonstration du Théoréme 8.2.3 en
montrant que la suite (wy) des sommes partielles est de Cauchy dans C*([e, T], W?™((2)).

Correction.

La démonstration se fait par récurrence sur m. Pour m = 1, en posant f = Av, le
Théoreéme 5.2.26 de régularité nous dit exactement que, si f € L*(Q) et v € H3 ()
alors v € H*(Q), c’est a dire que

0]l 20y < C||AV||2(0) pour tout v € Hy ().

L’inégalité inverse est évidente, d’ou 1’équivalence des normes dans le cas m =
1. Supposons que |[v||y2m-1) gy est une norme équivalente a [|v]|g2em-1 pour les
fonctions de W2m=1(Q). Le Théoreme de régularité 5.2.26 nous dit aussi que

[0l zr2m () < Cl|Av]| g2im-1) () pour tout v € Hy(£2),
c’est a dire, en utilisant I'hypotheése de récurrence pour v € W™ (),

0]l z2m 0y < CllAV][yp2im-1 ) = CIIA™ T (Av) || 12(0) = Cllvllwem(q),



130 CHAPITRE 8. PROBLEMES D’EVOLUTION

ce qui prouve que ||v|y2m () est une norme équivalente a ||v|| g2m o) pour les fonctions
de W2m(Q) (I'inégalité inverse est évidente).

On se propose de montrer que u € C*([¢,T], W?™(Q)). A cet effet, il suffit
de prouver que la suite wy des sommes partielles introduites dans la preuve du
Théoreéme 8.2.3 est de Cauchy pour la norme C*([e, T], W?™(2)). On rappelle que

wh(t) = Z ade ity

J=1

2

I
Zag(—/\j)ge*’\jt(A)muj dx.
=k

Ainsi, soit [ et k deux entiers naturels non nuls,
2

‘ W2m(Q) /Q

Comme u; est une base de vecteur propres orthonormale du Laplacien, (A)™u; =
(—Aj)"u; et

Or pour tout € > 0, pour tout m et ¢, il existe une constant C'(g,m, {) telle que

a@(wk . wl)
—ar W

ae(wk - wl)

o)

(=)™ eV < Cle,m, 0)

pour tout ¢ > ¢ et tout indice j. Ainsi, pour tout ¢ > ¢, on a

ou le second membre tend vers zéro lorsque k et [ tendent vers 'infini. La suite
w* est donc de Cauchy dans C¢([e, T]; W?™(Q)). Elle est donc convergente dans cet
espace et u € C*([e, T]; W2™(Q)).

l

< Cle,m, 0 |ad),

Ww?2m ]:k

O (wk — wh)

o (ﬂ

Exercice 8.4.6 Pour uy € L2(RY) et t > 0, on pose

1 _lz—y|?
S(t)uo = W/RN uo(y)e” 7 dy.

Vérifier que S(t) est un opérateur linéaire continu de L?(R") dans L*(RY). En posant
S(0) = Id (I'identité de L?(RY)), vérifier que (S(t));>0 est un semi-groupe d’opérateurs
qui dépendent continliment de ¢, c'est-a-dire qu'ils vérifient S(t + ') = S(¢)S(t') pour
t,t' > 0. Soit f € C*(R*; L*(R"Y)). Montrer que le probleme

9 — Au=f  dans]0,+oo[xRN
u(z,0) = uo(x) dans RY.
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admet une unique solution u € C(R*; L*(RY)) N CH(R}; L?(RY)), donnée par

u(t) = S(t)ug + /o S(t—s)f(s)ds,

c'est-a-dire
1?2 dy ! _lz—y? dy ds
t) = - __J (s — <2~
U(l’, ) /RN uO(y)e (27Tt)N/2 +/0 RN f(yv 5)6 (27T(t . S))N/Q
CO}"rection.
1. Etude de opérateur S(t)
On a

1 e
S(t)uo = W/]RN uo(y)e” % dy.

La lindarité de 1'opérateur S(t) est évidente. De plus, la norme L?(RY) de S(t)ug
est égale & la norme L*(RY) de sa transformée de Fourrier. Ainsi, pour tout ug €
L2(RY),

N k|2 N
1S (t)uoll L2y = Ilioe || L2y < [|dol| p2geny = [uol| L2

et S(t) est un opérateur continu de L*(RY) dans L*(R"). A
Pour tout ¢, on note S(t)ug la transformée de Fourier de S(t)ug. On a S(t)ug =
tige”*”t. Ainsi,

S(t+tug = tge e Y = S(t)uge F = S (S(H)uo),
en appliquant la transformée de Fourier inverse, on obtient que
S(t+t) (ug) = SE)(S(#)uo).

Ainsi, S(t +t') = S(¢')S(t). Reste a montrer que les opérateurs S(t) dépendent
continiment de ¢t. Comme (S(t)):>0 est un semi groupe, il suffit de vérifier cette
propriété en t = 0, ¢’ est a dire que pour tout € > 0, il existe T" > 0 tel que pour
tout ¢ < T et tout ug € L*(RY),

1S(t)uo — ol L2y < €lluo| 2@y).

A nouveau, il est beaucoup plus simple de raisonner sur les transformées de Fourier,
la relation ci-dessus étant équivalente a

~ — k|2 ~
[t (e™ " — 1)|| oy < elltio]| 2y,
In(1—¢)
, [k [?
2. Equation de la chaleur non homogene
On pose

qui est vérifiée des que t < T = —

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)f(s)ds.
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Montrons que u est dérivable par rapport au temps. Le premier terme de ’expression
de u est dérivable, d’apres la définition méme de S et

ot

= —A(S(t)up).

En effectuant un changement de variable sur le deuxieme terme, il reste a prouver
que

t
/ S(s)f(t — s)ds
0
est dérivable par rapport a t. Comme f € C(R*; L2(RY)), on en déduit que

g (/OtS(s)f(t - s)ds) — S(6)£(0) + /OtS(s)g—{(t ~ 5)ds.

On effectue & nouveau un changement de variable (dans I'autre sens cette fois), pour
en déduire que

5 ([ s -ss) = swro+ [ ste-9% s
Remarquons enfin que

Of (o _ 0S(t=5)f(s) _0S(t—5)f(s)

S =s)g,8) = — 5 Ds

Ainsi, en déduit que

%/O SOf—s)f(s)ds:S(O)f"(zt)—/0 A(S(t — 5) f(s))ds.

On a donc montré que u était dérivable sur R} et que

ou

Enfin, I'unicité est évidente, I’équation étant linéaire et de solution unique lorsque

f=o.

Exercice 8.4.7 (égalité d’énergie) Montrer que, pour tout 7' > 0,

1 4 1
—/ u(x,T)de—i—/ / |Vu(z,t)|*de dt = —/ uo () dz.
2 Jry o JrN 2 Jgn
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Correction. On rappelle que la transformée de Fourier de Vu est iku. Comme la
transformée de Fourier est une isométrie de L?, on a donc

1 2 ! 2
Slullze + | Vullz.
0
Lo g A2
=5 llalize + i [Ka][Z2
1 2 —2|k|]?T ’ 2 2 —2|k|?t

2 —2\k\2Tdk / / 2 —2|k|%t
/w<n [ [ Gl
=5 | TPk = Slhlan,

Exercice 8.4.8 (principe du maximum) Montrer que, si ug € L®(RY), alors
u(t) € L®(RY) et

()| ooy < (o]l Lo vy VE > 0.
Montrer que, si ug > 0 presque partout dans R”, alors v > 0 dans RY x R}.

Correction. ol
Ug .2
Jut) e < oz [ ey = ol

Enfin, d’apres I'expression de explicite de u en fonction de wug, il est évident que si
ug > 0 presque partout, u > 0 presque partout.

Exercice 8.4.9 (effet régularisant) Montrer que u € C*°(RY x R]).

Correction.
D’apres I'expression de la transformée de Fourier de w,

a(k,t) = ag(k)e

Pour tout multi-indice «, |k|*% est un élément de C(R}, L2(RY)). Ainsi, par trans-
formation de Fourier inverse, ®u est un élément de C(R], L?(R")). En d’autres
termes, pour tout entier m, u appartient & C°(R}, H™(RY)). D’aprés les injections
de Sobolev, on en déduit que u(t) € CO°(RS, C°(RY)). En effectuant une analyse

similaire sur 2%, on en déduit que u € C®(R}, C*(RY)) = C*(RN x R).

Exercice 8.4.10 (comportement asymptotique) Montrer que

lim w(z,t)=0 Vt>0, et lim u(z,t)=0 VaecRY

|| =00 t—-+o00

Correction.
Soit r un réel positif, on décompose l'intégrale définissant u(z,t) en deux inté-
grales

1 _ == y\Q 7\w*yl2
u(z,t) = W(/x—mzruow) dy+/|:t—y§7“UO(y>e dy).
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En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz a chacun des termes, on en déduit que

2
u(z,1)] < ;N/Q Hu0||L2(RN)(/ e dy)""?
(4Wt) |lz—y|>r

—a? 1/2
+ ||e7a ||L2(RN)(/| ‘ |u0(y)|2dy) / )
z—y|<r

On note B, la boule de rayon r centrée en 'originie. On a

1 —a?
u(z, )] < Z—<575 | lwollz@m) e [l 2@s,)
(4mt)N/

.2 1/2
-Hk“Hmmm(/) deV@) )
z—y|<r

—x

2
Pour tout réel € > 0, pour r assez grand, on a |[ug||r2@~)lle 7 ||p2@v\5,) < €. De
plus, pour z assez grand (r étant fixé),

» 1/2
He«umm( / | |uo<y>12dy) <e.
z—y|<r

Ainsi, pour tout &, pour z assez grand on a |u(z,t)| <

1 )
G En d’autres termes,

lim wu(z,t) =0 pour tout ¢ > 0.

|| —+o0

On rappelle que a(k,t) = dg(k)e F*. Ainsi,

U ~ _9olk|2
a2 er) = ()72 ey = /RN [0 (k) Pe~ ™ dk

et d’apres le Théoreme de convergence dominé de Lebesgue, |u|2@y) converge
vers zéro lorsque ¢ tend vers l'infini. Le méme raisonnement appliqué au dérivées
partielles de u d’ordre quelconque nous donne que pour tout entier m, la norme
H™ de u(t) converge vers zéro lorsque t tend vers l'infini. D’apres les injections de
Sobolev, on en déduit que, pour tout entier r, la norme de u(t) dans C"(R) tend
vers zéro. En particulier,

lim u(z,t) = 0 pour tout x € RY.

t—-+o00

Exercice 8.4.11 (vitesse de propagation infinie) Montrer que, si ug > 0 et ug #
0, alors u(z,t) > 0 dans RY x Rf.

Correction. ,
Soit ug > 0. Si il existe (z,t) € RY xRS tel que u(z,t) = 0, alors uo(y)e_u;?l =
0 pour presque tout y et ug(y) = 0 presque partout.
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Exercice 8.5.1 Soit 7 > 0. On considére I'équation des ondes amortie

%Jrn%—Au:f p.p. dans Q2 x R*

u=0 p.p. sur 02 x R%
u(z,0) = up() p.p. dans z € () (8.18)
%(x70) = u(x) p.p. dans = € (.

On suppose que u est une solution suffisamment réguliere de (8.18) et que f est nul
apres un temps fini. Montrer, a I'aide d'un lemme de Gronwall (voir I'Exercice 8.2.1),
que u et ; décroissent exponentiellement vers zéro lorsque le temps ¢ tend vers I'infini.

Correction.
On pose v = e™u. Si on suppose que u est réguliere, v est également solution
d’une équation des ondes. On vérifie en effet que

—nAv=ne™f dans Q x R}

dt?

v=20 sur 09 x R}
(:1: 0) = v dans Q

Bt = v; dans Q

avec vy = ug et v; = nuy. D’apres la derniére estimation de 1’Exercice 8.3.1 ap-
pliquées a v, on obtient que

f[5]
o | ot

+ n|Vo|Adz

t 1/2 2
<C /vf + | Vo 2dx + (/ </ (nf(&s)ent)? dw) ds)
Q 0o \Ja

Comme f est nul pour ¢ assez grand, le second membre est borné uniformément en

temps. On en déduit que v et g’t’ sont bornées dans L?(Q2), d’ott on déduit que les

normes L? de u et % décroissent en e~ ™.

Exercice 8.5.2 Soit u(t, ) la solution, supposée suffisamment réguliere, de I'équation
des ondes (8.9). En I'absence de terme source, montrer que

dmz lim —/ /\Vu| dx = EO,
t—+oo {

avec Fj I'énergie initiale

E0:/|u1(m,t)|2 dm+/ Vo (z,t)|? d.
Q Q

Pour cela on multipliera I'équation (8.9) par u et on intégrera par partie.

Correction.
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En multipliant I’équation des ondes par u, on obtient par intégration sur €2x]0, ¢|

que
//—uxs dq:ds+//]Vu:z:5\ dzds = 0.

En intégrant par partie en temps le premier terme de cette équation, on en déduit
que

t 2 t
@u(:r t) dx—/uluodl’—/ / @(x s dIdS+/ /\Vu(l’,s)]Qd:rds
o Ot Q 0 Jal0 0 Jo
=0
Ainsi,
t t 2
! //[Vu(a:,s)|2dxds—// %(aj,s) dxds
t\ Jo Ja o Jo |0t

1 — 400
—;(/uluodx—/—uxtdx)t%o

(En effet fQ u(x, t)dx uniformément borné en temps). D’autre part, I’équation de
conservation de I’énergie implique que

1 i t
- / / |Vul*dzds +
t \Jo Ja 0

En sommant ces deux équations on obtient que

2
u
o E diL’dS) = Eo.

1 t
—/ / |Vu|*dx
t Jo Ja

Exercice 8.5.3 On considere I'équation des ondes dans tout |'espace R

convergent vers Ey/2.

8t2 —Au=0 dans RY x R*%
u(r,0) = ug(x)  dans z € RY (8.19)
%(x, 0) = u;(x) dansz € RV,

avec une donnée initiale (ug, u;) réguliére et a support compact. Montrer que la solution
u(t, x) peut se mettre sous la forme

w(w,t) = (Mu)(z, 1) + (8(];“0)> (1),
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ou M est un opérateur de moyenne défini par

+t

§ N =1, (MU)(x,t):%/ ol — €)de,

—t

1 _
“N:Z(M”@@:%/;J%%%ﬂé

$N =3, (Mo)eyt) = 1= [ olw - ©)dste),
gt
ou ds(&) est la mesure surfacique de la sphere. En déduire que la solution w en (¢, z) ne
dépend que des valeurs des données initiales ug et uy sur la boule |z| < ¢. (Pour savoir
comment on trouve les expressions ci-dessus de |'opérateur M, nous renvoyons au cours
de majeure [4].)

Correction.
On procede de maniere identique dans les trois cas : dans un premier temps, on
vérifie que pour toute fonction v,

0*Mwv
ot?
Pour tout couple (x,t) tel que ¢ > 0. On en déduit que la fonction u définie a I'aide

de Muy et Mug vérifie bien I’équation des ondes. Il reste & montrer qu’elle vérifie
les conditions aux limites, c’est a dire que

(2,) = A(Mv)(z, 1) (8.20)

Muv(z,0) =0
OMwv

MY .0 = o)
0> Mv
W(%O) =0

Le cas N = 1 est essentiellement élémentaire. Etudions directement les cas N = 2
ou 3.

Cas N=2. Tout d’abord, on effectue un changement de variable afin de définir Mv
a I’aide d’une intégrale dont le domaine est indépendant du temps. On a

1 v(x — )t
21 Jiga (L= €22

Si on suppose que v est assez réguliere, on peut échanger les opérateur d’intégration
et de dérivation lors du calcul des dérivées partielles. On obtient

Mv dé.

PPMv 1 t(D*v(x — t&)€) - £ — 2Vu(x — t€) 'ﬁd
% o (TP ‘
et
A(Mv) = 1 Mtdg

27 Jiga (1 —[€2)1/2
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Afin de vérifié (8.20), on introduit, pour tout = et ¢t > 0 fixés, la fonction w(§) =
v(z — t€). Des expressions de 9> Mv/dt* et de A(Mwv), on déduit que

0?>Mv 1 / (D*wé€) - £+ 2Vw - €
lg1<1

dg

o 2mt (1 —[€P) 72

et que
1 Aw

3000 = 3 | s

Soit r un réel strictement positif tel que r < 1. Par intégration par partie, on montre
que

_Bw e Vw - VE 1 |
Joos TR = = o T * e [ (T

De meéme,

(D*w) €
/gkr a—fer ©
2 1 r
e (= * wpm) €+ = e

On effectue la soustraction de ces deux expressions, puis on fait tendre r vers 1. Les
termes de bords tendent vers zéro, ce qui établit que

Aw — (D*wé) - € Vuw - €
dé =2 —— €.
/M a_epe /,5.<1 TSGR

De l'expression des dérivées partielles de Mv en fonction de w, on en déduit que
Mwv vérifie ’équation des ondes. Reste a prouver que Mv vérifie bien les conditions
aux limites annoncées en ¢t = 0.

On a évidemment Mv(t = 0) = 0. De plus,

OMv 1 / tVu(z —t) - £+ v(x — t§)
lel<1 (1—[¢2)12

ot orm

dé .

Ainsi,

OMuv 1 1
or (M= =g [é|<1 a—jepe

En passant en coordonnées polaires afin de calculer le terme intégrale, il vient

Enfin,

PMv,, _ 1 Vo(zx) - & _ 1 o(2)(1 — 1€12)1/2
g =0 = | e [ Ve (Tl ) de.

™
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Par intégration par partie, on obtient que

Tt =0 =2 [ (Tutn)- o —leP s~

™

Cas N=3. On procede au calcul des dérivées partielles de Mwv comme précé-
demment. Il vient

0’Mv 1

B g (P 199 €~ 2(T0-0)ds

et
1
A(Mv) = yy /§|_1 tAv(x —t€)ds .

Soit (x,t) fixée tel que ¢t > 0. On introduit la fonction w(§) = v(x —t&). On a

0*Mwv 1 9
1
A(Mv) = — Awds .

At Jig=1

11 suffit donc de remarquer que
/ (D*wé +2Vw — Aw€) - £ds =0,
lgl=1

en tant que flux d'un champ de divergence nulle. En effet,
V- (D*wé) = V(Aw) - €+ Aw

et (en dimension 3),

V- (Awé) = 3Aw + V(Aw) - € .

Pour finir, il est aisé de vérifier que Mwv vérifie bien les conditions aux limites an-
noncées (pourvu qu’on sache que la surface de la sphere est 47).

Exercice 8.5.4 On considére I'équation des ondes (8.19) dans un domaine Q C R¥
avec des conditions aux limites indéterminées mais homogenes, et une donnée initiale
(ug,up) réguliere et a support compact dans 2. Vérifier qu'il existe un temps 7" > 0
tel que sur l'intervalle [0, 7] la solution est encore donnée par les formules de I'Exercice

8.5.3.

Correction.

Soit K I'union des supports de ug et uq. Si T est inférieur a la distance de K a la
frontiere de €2, la solution explicite donnée par ’exercice précédent est aussi solution
de I’équation des ondes dans le domaine ). En effet, les conditions aux limites sont
vérifiées, car u(z,t) est nul des que la distance de z a K est supérieure a t.
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Exercice 8.5.5 (application musicale) En admettant que le son se propage selon
I'équation des ondes, montrer qu'il n'est pas possible d'écouter de la musique (audible)
dans un monde de dimension spatiale N = 2, alors que c'est (fort heureusement) possible
en dimension N = 3.

Correction.

Il est impossible d’écouter une musique audible dans un monde & deux dimen-
sions. En effet, toutes les ondes émises sont entendues en méme temps par 'auditeur
(et pas seulement celles émises a un instant donné).

Exercice 8.6.1 Montrer que le schéma de Crank-Nicholson et celui de Gear sont
d'ordre 2 (en temps), tandis que le -schéma pour 6 # 1/2 est d’ordre 1.

Correction.
Schéma de Crank-Nicholson et #-schéma

Soit U la solution de I’équation différentielle (8.58). L’erreur de troncature du
schéma du #-schéma est

Ultnir) = U(tn)
At

E(U) =M

+ K(OU (tr) + (1 = O)U(t))
= (00(tns1) + (1 = 0)b(tn)) -

En effectuant un développement de Taylor en t = t,,, on obtient

dU M d2U dU db
B0 = (W kw0) 4 (S5 g (22 )

MABU  KPU  0d%
+ (A1) (?W T 5@) +0((an)

En exploitant ’équation vérifiée par U, on en déduit que

BE(U) = At

1 —229 (% . ’CM—l(b_ ICU))
21 — 360 ((ICMl)Q(b . ICU) + KMfl@ + ﬁ) + O(<At)3)

A
(A0 T

Pour 6 # 2, le #-schéma est d’ordre 1 en temps tandis que le schéma de Crank-
Nicholson (qui correspond au cas = 1/2) est d’ordre 2 en temps.
Schéma de Gear

Dans le cas du schéma de Gear, l'erreur de troncature est

U (tny1) — AU (1) + Ul(tn1)
N

E(U) =M + KU (tnt1) — b(tnt1)-

En effectuant un développement de Taylor en t = ¢,,,1, on obtient

du

EU) = <M— + KU — b) (tn+1) + (A1) &

Mg (ta) + O((AL)),

dt 3
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Si U est solution de (8.58), on a donc

At)? U

Le schéma de Gear est donc d’ordre 2 en temps.

(tns1) + O((AL)).

Exercice 8.6.2 On considere le -schéma (8.59) avec 1/2 < 0 < 1. On note ||U||m =
VMU - U. Démontrer |'équivalent discret suivant de I'inégalité d'énergie (8.17)

no T
(073 + 3 AKO 07 < C (HUOII% n / £ 2t + 0(1)) .

n=0

oll ng = T'/At. Pour cela, on prendra le produit scalaire de (8.59) avec U™ = QU™ t! +
(1-6)um.

Correction. Afin d’établir I'inégalité d’énergie demandée, on procede comme dans
le cas continue. A cet effet, on utilise une version discrete du lemme de Gronwall :
Si v™ est une suite de réels positifs tels que pour @ > v° > 0et b >0, on a

n
" < a—l—vap,
p=0
alors pour tout n, on a
" <a(l+0b)".

Dans un premier temps, nous allons donc démontrer ce lemme, puis 'appliquer au
f-schéma afin d’obtenir 'estimation d’énergie souhaitée. On introduit la suite w,
définie par

n
wt=a+b E w?,
p=0

w? = a. On vérifie que w™ = a(l + b)" et que v™ < w", ce qui prouve la version
discrete de lemme de Gronwall. Nous allons maintenant appliquer ce lemme afin
d’obtenir 'estimation voulue.

Notons que
MU= U") - (U + (1= 0)U") = U™ 3 — 1T 14
+ (20 — DU — U3,
En effectuant le produit scalaire de (8.59) avec U™ = QU™ + (1 —#)U™, on obtient

UM IR, = U™ 1, 26
2At 2

Comme 6 > 1/2, par sommation de la relation précédente, il vient

—-1 o .
A U = U+ KU - U = (Obnga + (1= 6by)) - U™

U™ H 13 = [1Uollq
2At

+ zn: KUP - UP < Zn:(epr — (1= 0)b,) - (AUP™ — (1 — H)UP).
- - (8.21)
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Majorons le terme de droite. D’apres la définition de b, on a
(ebPJrl - (1 - e)bp) ) (GUPH - (1 - 0>Up)
= /(ef(tpﬂ) + (1= 0)f(t) - (Oul + (1 — 0)ub)da.
Q

On en déduit que

(0bp1 — (1= 0)by) - (BUPT! — (1 - )UP)

%(I!9f(p+1) + (L= O f ()72 + [10uh™ + (1 = 0)uf][72) -

De la définition de M et en utilisant la convexité de I'application x — 22, il en
découle que

(b1 — (1= 0)b,) - (BT — (1 - )U)

Otz + A= O F )T + 1T 3 + (1= OIUP 34 )

wlr—‘

L’inégalité (8.21) implique ainsi

n+1 n+1
2At (U™ MR = 10oll34) + Z’CU” o < 5 <Z Lf ()72 + Z HU”HM,> :

p=0

On réarrange les différents termes de I'inégalité afin d’obtenir une majoration nous
permettant d’appliquer I’équivalent discret du lemme de Gronwall.

n

HU”“H?V[—F 24t ZICU” Ur

n+1
I+ At (ZHf )z +Z|IU”HM>

On applique la version discrete du lemme de Gronwall a
n|l2
vn = [[U" [,

1 012
R+ AtZHf .

Pour tout n < ng, on a v, < a(l + b)". En particulier,

a+ bZU” <a(l+b)"t,

p=0
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et

JU™ 2,4 (1 — ALY KUP - UPAL

1
2 g

no+1
< (1 Ay~ (Z 1f (tp) 172 At + ||U0||i4> :
0
Notons que (1 — At)~™ est majoré par une constante indépendante du pas de temps
At (mais dépendant du temps final T = nyAt). En effet, (1 — At)™ — ¢! lorsque

At tend vers zéro (avec n = t/(At)). On retrouve ainsi I’équivalent discret de 1’esti-
mation d’énergie de ’Exercice 8.3.1.

Exercice 8.6.3 Montrer que le schéma de Gear (8.61) est inconditionnellement stable.

Correction. On prouve la stabilité en établissant une estimation d’énergie du
méme type que celle obtenue dans I’Exercice 8.6.2. On note tout d’abord que

_ n 1 mn n
M@BU™ —4un 4 Ut U = §<||U R = 10134

20— UMy — (20" — U 4 U — 20 4 m%).

On effectue le produit scalaire du schéma de Gear (8.61) par U™*!. En majorant le
second terme, on obtient

(N0 B = 073+ 1207 = O3, — 20 — O™,

el

1 1
AU U < At <§||Un+1|’i4 + §||f<tn+1)||%2(g)) :

Par sommation, on en déduit que

n+1
(1= 2A8)[U" 3+ ALY KU - UP
p=1
n+1 n
< 120" = U+ 10U 15 + 2080 Y 1 F ()72 +2(80) D 10734
p=1 p=1

En appliquant la version discrete du Lemme de Gronwall, on obtient I'estimation
d’énergie

no+1
IU™ 30 < (1 = 24A8)~ ¢+ <||2U1 — U+ T3 +2 ) Hf(tp)H%PAt) ,
p=1

pour tout n < ng. Comme (1 — 2At)~(™*1 est borné indépendamment de At pour
un temps final donné, le schéma est stable.
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Exercice 8.6.4 On résout par éléments finis IP; et schéma explicite en temps I'équation
de la chaleur (8.12) en dimension N = 1. On utilise une formule de quadrature qui rend
la matrice M diagonale (voir la Remarque 7.4.3 et |'Exercice 7.4.1). On rappelle que la
matrice /C est donnée par (6.12) et qu'on a calculé ses valeurs propres lors de |'Exercice
13.1.3. Montrer que dans ce cas la condition CFL (8.62) est bien du type At < Ch?.

Correction. La condition CFL (8.62) est toujours valable, méme si M n’est pas
la matrice de masse exacte. Ainsi, le schéma est stable sous la condition CFL (on a
6=0)

max At < 2,

ou A\ sont les valeurs propres de K, c’est a dire
km
A\ = 4h2sin? [ ——— ) .
2(n+1)
Comme )\, < 4h~2, on retrouve une condition CFL classique, c’est & dire
2At < b2

Exercice 8.6.5 Ecrire le systeme linéaire d’équations différentielles ordinaires obtenu
par semi-discrétisation de |'équation des ondes amortie (8.53).

Correction. Le probleme discrétisé en espace consiste a déterminer u(t) fonction
de t a valeur dans Vg, tel que pour tout v, € Vyp,

d? d
@Wh(t)»vhm(a) + ﬁa(uh(t)whh?(m + (Vun(t), Vo(t)) = (f,vn) 12(0)
tel que
d
m@:m:wﬁai%azmzmﬁ

Si ¢; désigne la base de Vo, si on note U;(t) les coordonnées de uy(t) dans cette
base, on a

%MU(t) + n%MU(t} + KU(t) = b(t)

ot M est la matrice de masse M = (¢;, ¢;), K la matrice de rigidité (Ve;, Vo) et
b le terme source (f, ¢;).

Exercice 8.7.1 Montrer que le schéma de Newmark est d'ordre 1 (en temps) pour
d #1/2, d'ordre 2 pour 6 = 1/2 et 6 # 1/12, et d'ordre 4si d =1/2 et § = 1/12 (on
se limitera a I'équation sans amortissement).

Correction.
On introduit 'erreur de troncature

U(t+ At) — 2U(t) + U(t — At)
(At)?

+K<9U(t+At)+ (%+6—29) U(t) + (%—5+9> U(t—At))
- (Gb(t+At)+<%+5—29> b(t) + (%—5+9) b(t—At)).

E(U) =M
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En effectuant un développement de Taylor en t = £,,, on établit que

E(U)=MU"+ KU — b+ At (5 - %) (KU - V)
+ (At)? (i — g + 9) (KU" = b") + %MU(‘”
+ % (5 - %) (KU —bv®) 4 O((At)Y).

Si U est solution de I'équation (8.67), on a
MU"+KU -=b=0

et
KU" — ¥ = —MUW.

Ainsi,

E(U) = At (5 - %) (KU =) — (A1)’ (}1 - g Lo %) MU@

+ % (5 - %) (KU® =@ + O((At)).

On vérifie aisément sur I'expression de F(U) que le schéma de Newmark est d’ordre
1 pour 6 # 1/2, d’ordre 2 pour § = 1/2 et 6§ # 1/12 et d’ordre (au moins) 4 si
§=1/2et 6 =1/12.

Exercice 8.7.2 On considere le cas limite du Lemme 8.7.1, c'est-a-dire 6 = 1/2 et
i (At)? = ﬁ. Montrer que le schéma de Newmark est instable dans ce cas en vérifiant

que
(=2 -1 n_( qm( ntln
am (727 ) (1),

Remarquez qu'il s’agit d’une instabilité “faible” puisque la croissance de A7 est linéaire
et non exponentielle.

Correction. D’apres la démonstration du Lemme 8.7.1, on a

. a1; a2
A’L(:[ 0 )?

2= N(A*(5 40— 20) 1+ N(AY? (3 -4 0)
= 1+ 0n(AL)? C T T (A
On vérifie sans mal que pour § = 1/2 et \;(At)? =40/(1—0), a1y = —2 et ayp = —1.

Ainsi,
-2 -1
(),
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Par récurrence on établit alors que

n nf n+1 n
A7 =(-1) ( -n 1—n>

I1 s’en suit que le que le schéma de Newmark est instable dans ce cas (pour s’en
convaincre, il suffit par exemple de considéré le cas b =0, Ul = U? = 1)



Chapitre 9

INTRODUCTION A
L’OPTIMISATION

Exercice 9.1.1 Montrer par des exemples que le fait que K est fermé ou que J est
continue est en général nécessaire pour I'existence d'un minimum. Donner un exemple
de fonction continue et minorée de R dans R n'admettant pas de minimum sur R.

Correction. Exemples de non-existence de minimum
~ K non fermé : minimisation de J(x) = 2% sur |0, 1].
— J non continue : minimisation sur R de J(x) = x? pour = # 0, J(0) = 1.

— J non coercive : minimisation sur R de J(z) = e™*.

Exercice 9.1.2 Montrer que I'on peut remplacer la propriété “infinie a I'infini" (9.3)
par la condition plus faible

inf J(v) < lim ( inf J(v)).

veK R—+c0 \ ||v||>R

Correction. Soit (u") une suite minimisante de J sur K. Comme

inf J(v) < lim <inf J@)),

veEK R—+o00 \ ||v||>R

et que J(v,) converge vers inf,cx J(v), il existe & > 0 tel que pour n assez grand,

J(vy) < lim (inf J@)) — 4.

R—+too \ v]|2R
Ainsi, il existe R tel que pour n assez grand,

J(v,) < inf J(v).
(vn) lol>R ()

On en déduit que pour n assez grand, v appartient a la boule de rayon R. Autrement
dis, la suite v,, reste bornée. La suite de la démonstration est alors identique a la
démonstration initiale.

147
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Exercice 9.1.3 Montrer que l'on peut remplacer la continuité de J par la semi-
continuité inférieure de J définie par

V(u")n>o suite dans K, lim " = u = liminf J(u") > J(u) .

n—-4o00 n—-+4o00

Correction. Seul la fin de la démonstration est modifiée. La suite minimisante
(u"™) converge vers u, mais cette fois on a seulement

J(u) < liminf J(u™) = inf J(v).

k—o0 veK
Or comme u € K, inf,cx J(v) < J(u), d'on

J(u) = inf J(v).

veEK

Exercice 9.1.4 Montrer qu'il existe un minimum pour les Exemples 9.1.1, 9.1.6 et
9.1.7.

Correction. Les conditions du Théoreme 9.1.3 sont trivialement satisfaites.

Exercice 9.1.5 Soit a et b deux réels avec 0 < a < b, et pour n € N* soit P,
I'ensemble des polynémes P de degré inférieur ou égal a n tels que P(0) = 1. Pour
P € P, on note || P|| = maxycpy | P(2)].

1. Montrer que le probleme

nf ||P| (9.1)

a une solution.

2. On rappelle que les polyndmes de Tchebycheff 7},(X) sont définis par les relations
To(X)=1, T (X)=X, T,11(X) =2XT,(X) = T,_1(X) .

Montrer que le degré de T,, est égal a n et que pour tout 0 € R, T),(cosf) =
cos(nd). En déduire I'existence de n + 1 réels

=1>&>& > > =-1

tels que T, (&) = (—1)" pour 0 < k < n et que max_;<,<; |T,.(z)| = 1.
3. Montrer que I'unique solution de (9.1) est le polyndme
b+a

1 2
T b—a

b+a
T,
(b — a) 2
Correction.

1. L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n tel que P(0) = 1 est un
sous espace affine (et fermé) de I'ensemble de polynome de degré inférieur ou égal a
n muni de la norme max,eq 4 | P()|. Toutes les hypotheses du Théoreme 9.1.3 sont

X

P(X) =
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satisfaites d’ou on déduit I’existence d’une solution au probléme de minimisation de
| P|| sur P,.
2. Par une récurrence facile, on montre que 7, est un polynoéme de degré n et
que T),(cos(#)) = cos(nh). Pour tout 0 < k < n, on pose £ = cos(km/n). On a
B =1>&>- > =-1et T,(&) = cos(kr) = (—1)*. Enfin,
T, = T, 0)] = 0) =1.

_max |Tn(w)| = max |Tn(cos(6))] = max | cos(nf)
3. Soit R un polynome de norme minimal appartenant a P,. On considere le
polynéome S = P — R ou

b
1 ;Q—X
P(X) = T,
(X) T b+a b—a
"\b—-a 2
On veut montrer que S = 0. Pour tout £k = 0,--- ,n, on pose yk:“T*b—(“T_b)fk.

D’apres la question précédente, P(yx) = (—1)¥||P|. On définit les ensembles d’

indices
[:{ie {07 7n_1}:5(yi)7éoet S(yi+1) 7£0}
J={je{l,-- ,n—l}:S(yj):O}
K ={ke{0,n}: S(yx) = 0}.
On vérifie que |I| + 2|J| + |K| > n. Pour tout j € J, on a |R(y;)| = ||P]| > ||R],
d'ott ||[R|| = [R(y;)| et R'(y;) = 0. De plus, P'(y;) = 0, d’ot S'(y;) = 0.
De plus, pour tout i € I, comme || P| > ||R||, le signe de S(y;) = P(y;) — R(y;) est
égale au signe de P(y;) = || P||(—1)". De maniere similaire, le signe de S(y;;1) est
(—1)". Comme S(y;) et S(y;41) sont de signes opposés, le polynome S s’annule sur
I'intervalle [y;, y;+1] au moins une fois.
Ainsi, pour tout j € J, S(y;) = 5'(y;) = 0 et y; est une racine double, pour tout
i € 1, il existe x; €ly;, yir1| tel que S(x;) = 0 et pour tout k € K, S(yx) = 0. De plus
S(0) = 0. Ainsi, S admet au moins |I| + 2|J| + | K| + 1 racines (multiples). Comme
S est de degré au plus n < |I| +2|J| + |K]|, on a S = 0.

Exercice 9.2.1 Modifier la construction de I'Exemple 9.2.2 pour montrer qu'il n'existe

pas non plus de minimum de J sur C'[0, 1].

Correction. Soit a € [0,1]. On note P, la fonction de C'(R; R) paire, 2 périodique
définie sur [0, 1] par

22/2a+ (a—1)/2 si0<z<a
P(x)=¢ x—1/2 sia<zr<1-a,
—(z—1)?21—a)+(1—a)/2 sil—a<x<1

On note u™ € C*(R;R) la fonction 2/n—périodique, définie par
u"(x) = n thP,1(nx).

On vérifie de u"(z) — 0 presque partout et que |(u")(z)| — h presque partout.
Ainsi, U'infimum de J, sur C'([0,1]) est nul et ne peut étre atteint si h > 0.



150 CHAPITRE 9. INTRODUCTION A L’'OPTIMISATION

Exercice 9.2.2 Soient J; et .J; deux fonctions convexes sur V., A > 0, et o une fonction
convexe croissante sur un intervalle de R contenant I'ensemble J;(V'). Montrer que
J1 + Jo, max(Jy, Ja), A\Jp et ¢ o J; sont convexes.

Correction. La convexité de J; + Jy comme de \J; est triviale a établir.

Epi(max(Ji,J5)) = {(A\v) ERxV :X>Ji(v) et A> Jo(v)}
= Epi(J1) N Epi(J).

L’intersection de deux convexes étant convexe, Epi(max(Ji, Jy)) est convexe et
max(.Jy, Jy) est convexe.
Comme J est convexe et ¢ croissante,

poJ(Ox+ (1—0)y) <OJ(x)+ (1-0)J(y)).
La convexité de ¢ nous permet d’en déduire la convexité de ¢ o J.

Exercice 9.2.3 Soit (L;);e; une famille (éventuellement infinie) de fonctions affines
sur V. Montrer que sup,.; L; est convexe sur V. Réciproquement, soit .J une fonction
convexe continue sur V. Montrer que J est égale au sup; . ; L; ou les fonctions L; sont
affines.

Correction. Le sup de fonction convexe est une fonction convexe. En effet, une
fonction J : V — R est convexe si et seulement si son épigraphe

Epi(J) = {(\,v) R x V, A > J(v)}
est convexe. Ainsi, si J = sup,;¢; J;, ou J; sont des fonctions convexes, on a

Epi(J) = {(\v) eRxV, A > J;(v) pour tout i € '}

Une intersection de convexes étant convexe, I’épigraphe de J est convexe. La fonction
J est donc convexe.

Réciproquement, supposons que J soit convexe. Soit vg € V et A\g € R tel que
Ao < J(wp), cest a dire tel que (Mg, vy) n’appartienne pas a Epi(J). Notons que
I'ensemble Epi(J) est un convexe fermé (fermé car J est continue et convexe car J
est convexe). Puisque (Ao, v) ¢ Epi(J), nous déduisons du Théoreme 12.1.19 de
séparation d’un point et d'un convexe l'existence de «, 5 € R et d’une forme linéaire
continue 7" € V' tels que

BAN+T(v) >a> P+ T(vy) Y(A\v)e Epi(J).
Ainsi,
BJ(v) +T(v) >a>pA\+T(vg) VeV

et
BJ(v) > B+ T(vg) —T(v) YoveV.
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En appliquant 'inégalité précédente a v = vg, on en déduit que 3 est non nul. De
plus, 3 est nécessairement positif. On a donc

J() > X+ B HT(v) — T(v)) YveV.
On pose L(v) = X+ 87T (vg) — T(v)). On a prouvé que pour tout (vg, Ag) tel que
J(vg) > Ao,
il existe une fonction affine L telle que p
J(vg) > L(vg) = Ao
et J(v) > L(v) pour tout v € V. On en déduit que

J = sup L;,
Li<J

ou les L; sont des fonctions affines.

Exercice 9.2.4 Si J est continue et a-convexe, montrer que, pour tout 6 € [0, 1],

(1 -0
J(Ou+ (1 —0)v) <0J(u)+ (1—06)J(v) — %Hu —l?. (9.2)
Correction. Pour tout n, on note K,, = {x € [0,1] : 2"z € N}. Supposons que
I'inégalité (9.2) soit vérifiée pour tout § € K,,. Soit 6 € K, 11\ K, il existe 0y, 05 € K,

tels que ) < 05 et 6 = (01 + 6,)/2. Comme J est a-convexe,

J(6u+ (1—0)) = J ((91u +(1—6y)v) —g (Bau + (1 — 92)1))>

< J(01u+ (1 —61)v) + J(62u + (1 — 63)v)
- 2

@]
+ 5(92 — 01)?[Ju — v

L’inégalité (9.2) ayant été supposée exacte sur K, on a donc

= 01J(w) + (1= 01)J(v) + 62 (u) + (1 = 6) J (v)
- 2
4 a01(1 — 91) +4a(92(1 — 92)

J (Qu+ (1 —0)v)

(0}

(6 = 01w — vl

lu = ol* +

et

0T () + (1= 0)I(v) | o0 +02)(2 ~ (6 + )

J(Ou+ (1 —0)v) < 5 3

lu =],

ce qui prouve que I'inégalité est alors valable pour tout élément de K™*'. On en
déduit par récurrence que l'inégalité est valable pour § € J,, K. Comme J est
continue, I'inégalité reste valable sur I’adhérence de I'union des K, c’est a dire sur
[0,1].
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Exercice 9.2.5 Soit A une matrice symétrique d'ordre N et b € RY. Pour z € R",
on pose J(z) = Az - x — b - z. Montrer que J est convexe si et seulement si A est
semi-définie positive, et que J est strictement convexe si et seulement si A est définie
positive. Dans ce dernier cas, montrer que J est aussi fortement convexe et trouver la
meilleure constante a.

Correction.
J((z+y)/2) = Alz+y) - (x+y)/8—(b-z+b-y)/2
Ax-x—b-:r—l—A cy—b-
- T A —y) - (e —y)/8
= (J(@)+ J(y ))/2— Alx —y) - (x—y)/8.
L’application J est donc convexe si et seulement si la matrice A est positive. Elle

est strictement convexe si et seulement si A est définie positive. Dans ce cas, elle est
fortement convexe et la meilleure constante « est la plus petite valeur propre de A.

Exercice 9.2.6 Soit 2 un ouvert de RY et H'(2) I'espace de Sobolev associé (voir la
Définition 4.3.1). Soit la fonction .J définie sur €2 par

J(v):%/ﬂ(wv( z)* + v(x) dx—/f
avec f € L*(2). Montrer que J est fortement convexe sur H'(2).
Correction. J(u) 1 J(0) 2
T2 - w38,

(Les calculs sont identiques a ceux effectuées lors de I’Exercice 9.2.5)

J((u+0)/2) =

Exercice 9.2.7 Soit vy € V et J une fonction convexe majorée sur une boule de centre
v9. Montrer que J est minorée et continue sur cette boule.

Correction. Sans perte de généralité, on peut supposer que vy = 0 et J(0) =0 et
que J est majorée sur une boule de rayon unité. Soit M un majorant de J sur la
boule. Soit v tel que ||v]] < 1, on a

J(v) = (nvnH : <1—||v||>o)<||v||J(H H) (1 = [ol)J(0) < [[o] A

0 = JO)=1J (1 Jr1||v||7“L 1 JLU|||’U|| <_HZ_||)>

1 0] ( v )
J(v) + J(-—
1+ v 1+ [jof 0]

1 [ v]]
J(v) +
L+ o]l L+ o]l

De plus,

IN

IN
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Il découle de ces deux inégalités que
| J(v)] < Mvl.

Ainsi, J est minorée sur la boule unité et continue en zéro. Enfin, on peut appliquer
ce résultat a tout point appartenant a la boule unité ouverte pour conclure que J
est continue sur cette derniere.

Exercice 9.2.8 Montrer que le Théoreme 9.2.6 s’applique a I'Exemple 9.1.10 (utiliser
I'inégalité de Poincaré dans H;(Q2)).

Correction. D’apres I'inégalité de Poincaré,

ol = / Volda
Q

défini une norme sur H}. Ainsi, J est fortement convexe et le Théoréme 9.2.6 s’ap-
plique.

Exercice 9.2.9 Généraliser I'Exercice 9.2.8 aux différents modeles rencontrés au Cha-
pitre 5 : Laplacien avec conditions aux limites de Neumann (voir la Proposition 5.2.16),
élasticité (voir I'Exercice 5.3.3), Stokes (voir I'Exercice 5.3.10).

Correction. Pas de Pb.
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Chapitre 10

CONDITIONS D’OPTIMALITE
ET ALGORITHMES

Exercice 10.1.1 Montrer que la dérivabilité de J en u implique la continuité de en w.
Montrer aussi que, si L1, Lo vérifient

(10.1)

alors .J est dérivable et Ly = Lo = J'(u).

Correction. Si J est dérivable au sens de Fréchet en u, il existe une forme linéaire

continue L telle que
J(u+w) = J(u) + L(w) + o(w).
Ainsi,
[J(u+w) = J(w)] < |L][[lw]] + |o(w)].

Le terme de droite convergeant vers zéro lorsque w tend vers zéro, J est continue
en u.
Considérons un fonction J vérifiant (10.1). De

J(u+w) > J(u) + Li(w) + o(w)

et
—J(u+w) > —J(u) — Lay(w) + o(w),

on déduit que
0> (L1 — La)(w) + o(w).

Ainsi, pour tout réel o > 0,

0> (L1 — Ly)(w) + ||wr|%

(on applique l'inégalité précédente a cw et on divise par «). En faisant tendre «
vers zéro, on obtient que pour tout w,

155
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Cette inégalité appliquée —w, nous donne 'inégalité inverse et finalement 1’égalité
Li(w) = Ly(w). Il en découle que J est dérivable au sens de Fréchet et que J =
Ly = Ls.

Exercice 10.1.2 (essentiel!) Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur

V x V. Soit L une forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = 1a(u,u) — L(u).

Montrer que J est dérivable sur V' et que (J'(u),w) = a(u,w) — L(w) pour tout
u,w € V.

Correction. Il suffit de développer I'expression J(u + w). On obtient
J(u+w) = J(u) + a(u,w) — L(w) + a(w,w)/2.

La forme bilinéaire a étant continue, a(w,w)/||w|| converge vers zéro lorsque w tend
vers zéro. La fonction J est donc dérivable et

(J'(u),w) = a(u,w) — L(w).

Exercice 10.1.3 Soit A une matrice symétrique N x N et b € RY. Pour z € RY, on
pose J(z) = Az -z — b- z. Montrer que J est dérivable et que J'(z) = Az — b pour
tout z € RY.

Correction. Méme résultat que I'exercice précédent (mais en dimension finie).

Exercice 10.1.4 On reprend I'Exercice 10.1.2 avec V = L*(Q) (2 étant un ouvert de
RY), a(u,v) = [uvdz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). En identifiant V et V’,
montrer que J'(u) = u — f.

Correction. D’apres 'Exercice 10.1.2,

(J'(w), w) = a(u, w) — L(w),

(J'(u),w) = / ww — fwdr = (u— f,w) .
Q
En identifiant L? et son dual & 'aide du produit scalaire L?, on obtient J'(u) = u— f.

Exercice 10.1.5 On reprend I'Exercice 10.1.2 avec V = HJ () (2 étant un ouvert
de RY) que I'on munit du produit scalaire

(u,v) = /Q (Vu - Vv +uw) du.

On pose a(u,v) = [, Vu-Vuvdz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). Montrer (au
moins formellement) que J'(u) = —Au — f dans V' = H~'(Q). Montrer que, si on
identifie V et V', alors J'(u) = ug ol ug est I'unique solution dans H}(2) de

—Aug+ug=—Au— f dans
ug =0 sur 052
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Correction. La fonction J est dérivable et pour tout w € H}(Q) on a
(J'(u),w) = / Vu-Vw — fwdz.
Q

Si u appartient & H?(Q) alors J'(u) appartient au dual de L?(Q). Suite & une
intégration par partie, on obtient

(J'(u),w) = —/Q(Au—kf)wd:v.

Aussi, si on identifie L?(2) et son dual & I'aide du produit scalaire L?, on obtient
J'(u) = —Au — f. Si on utilise le produit scalaire H' pour associer une fonction &
J'(u), on obtient évidemment un autre résultat. Soit v 1’élément de Hj () associé
& J'(u) par identification de HJ(f2) et son dual & Paide du produit scalaire H'. En
d’autres termes, v est I'unique élément de Hj () tel que pour tout w € H}(Q),

/Vv-Vw—i—vwd:L’—<J’(u),w>—/Vu-Vw+fwdx.
Q Q

Par intégration par partie, on en déduit que v est solution du probleme aux limites
vérifié par ug. Ainsi v = ug et, si on identifie H} () et son dual & I'aide du produit
scalaire H', J'(u) = uy.

Exercice 10.1.6 Soit € un ouvert borné de RY (on pourra se restreindre au cas ol

N =1 avec Q =]0,1]). Soit L = L(p,t,x) une fonction continue sur RV x R x ,

dérivable par rapport a p et t sur cet ensemble, de dérivées partielles g—L et %—L Lipschit-
D t

ziennes sur cet ensemble. On pose V = Hj(Q) et J(v) = / L(Vv(z),v(x),x)dz.
Q

1. Montrer que J est dérivable sur Hj(Q) et que

[ (Gouta).ate o) Tute) + S Tuto) ) ute) ) do

2. Si N =1et Q=]0,1], montrer que, si u € Hj(0,1) satisfait J'(u) = 0, alors u
vérifie 4 /0L 3L
7 (@) - G g =0, (02

presque partout dans l'intervalle 0, 1[.

3. Si L ne dépend pas de = (i.e. L = L(p,t)) et si u € C*(]0, 1]) est une solution de
classe de I'équation différentielle (10.2), montrer que la quantité

L(u'(x), u(m)) — u’(:c)g—i (u'(:c), u(x))

est constante sur |'intervalle [0, 1].
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Correction.

1. Tout d’abord, comme L est dérivable par rapport a p et t, de dérivées Lip-
schitziennes, on a

oL oL K
’L(p+ Q7t+ S,fL’) - L(]Lt,l’) - 8_p(p7t7$) “q — E(pvtvx)‘ﬂ < ?(|Q|2 + |$|2)'
En particulier,
L(p.t,x) < C(L+ [p]* + ),
et J est correctement défini. On vérifie également que
oL oL
M(u)-w= /Q (a—p(Vu,u,x) -Vw + E(Vu,u, x)w) dx

est une forme linéaire continue sur H'(RY x R x ). Enfin, on a

[+ w) = ()~ M(w) -] < o ol

La fonction J est donc dérivable en u de dérivée M (u).

2. Si J'(u) =0, on a pour tout w € H(0,1),
1
oL OL
/o (a—p(u',u, z)-w + E(u',u, x)w) dr = 0.
On en déduit que dL/Ip(Vu,u, ) appartient & H'(0,1) et que

d (oL oL, , .
%(a_p(uvuﬂx))_a(uau?w)_o

presque partout.

3. Comme u est de classe C?, les calculs suivants sont licites :

d , ,0L _d(L(w,u)) ,0L ,d (0L,
T (L(u,u)—uap(u,u) = o —u o —uo ap(u,u)

S (Bt (L)) o

Exercice 10.1.7 Montrer qu'une fonction J dérivable sur V' est strictement convexe
si et seulement si

J() > J(u)+ (J'(u),v—u) Yu,veV avec u#uv,

ou encore
(J'(u) = J(v),u—v) >0 Yu,veV avec u#uv.



159

Correction. Notons tout d’abord, que ces équivalences ont été établies dans le
cours dans le cas convexe avec des inégalités larges.

Soit. J une fonction dérivable. Prouvons tout d’abord que J est strictement
convexe si et seulement si

J() > J(u) + (J'(u),v—u) YVu,veV avec u#uv.

Soit J une fonction strictement convexe, u et v € V' tels que v # v. On a

J(u—;—v) > J(u) + <J'(u), ! ; u>

De plus

J<u—|—v> _ J(u) + J(v).
2 2
Ainsi,

J(v) > J(u) + (J'(u),v — u).
Réciproquement, si J vérifie cette derniere inégalité, pour tout couple (u,v), J est
convexe. Ainsi, pour tout u et v, non seulement 'inégalité précédente est vérifiée,
mais on a

27 (* ; %) > 27(0) + (7 (), u — v).
En sommant ces deux inégalités, on obtient

2J<u—2H)) > J(w) + J(v).

Reste a prouver 1’équivalence entre la stricte convexité et la deuxieme inégalité.
Si J est une fonction strictement convexe, on vient de prouver que

J(v) > J(u) + (J'(u),v — u).
En commutant u et v dans cette inégalité, on obtient
J(u) > J(v) + (J' (v),u — v).
En somment ces deux inégalités, on en déduit que
0> (J'(v) = J(u),u—v).

Réciproquement, si une fonction J vérifie cette inégalité pour tout couple (u,v), elle

est convexe. Ainsi,
J(“ JQF ”) > J(u) + <J'(u), v- ”>

2
et
J(“?’) > J) + (70, 50,
d’ou
J(u_2H}> > M%—%J'(u)—f@),u—v)
- J(u) + J(v)
2

et J est strictement convexe.
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Exercice 10.1.8 Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur V' x V. Soit L

une forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = fa(u,u) — L(u). Montrer que .J est

deux fois dérivable sur V' et que J"(u)(v, w) = a(v,w) pour tout u,v,w € V. Appliquer
ce résultat aux exemples des Exercices 10.1.3, 10.1.4, 10.1.5.

Correction. Tout d’abord, on montre que J est dérivable. En effet,

J(u+v) = J(u) + a(u,v) + L(v) + %a(v, v)

et comme a est continue, a(v,v) = o(v). On a donc J'(u) = a(u,.) + L. Montrons
que J’ est lui méme dérivable au sens de Fréchet :

J'(u+w)=a(u,.)+ L+ a(w,.) = J(u) + a(w,.).
Ainsi, J"(u)w = a(w,.) ou encore J"(u)(v,w) = a(v,w).

La fonctionnelle J(z) = Az - 2 — b - 2 de I'Exercice 10.1.3 est deux fois dérivable

dans RY et J"(z)(X,Y) = AX -Y.

La fonctionnelle J(u) = % [uvdz — [, fudz de PExercice 10.1.4 est deux fois

dérivable dans L*(Q) et J"(u)(v,w) = [, vw dz.

La fonctionnelle J(u) = 3 [,(Vu - Vv + w)dz — [, fudz de I'Exercice 10.1.5 est
deux fois dérivable dans Hj(Q) et J"(u)(v,w) = [(Vv - Vw + vw) dz.

Exercice 10.1.9 Montrer que si J est deux fois dérivable sur V' les conditions des
Propositions 10.1.4 et 10.1.5 sont respectivement équivalentes a

J"(u)(w,w) >0 et J'(u)(w,w) > alw||®* YVu,weV. (10.3)

Correction. Montrons que pour tout a > 0, les conditions de la proposition 10.1.5
sont équivalentes a
J"(w)(w,w) > allw||®, Yu,w eV

(I’équivalence avec les conditions de la Proposition 10.1.4 est obtenue en choisissant
a = 0). Supposons que pour tout u et v,

J(v) > J(u) + {(J'(u),v —u) + %Hu — %
Comme J est deux fois différentiable,

J(v) = Ju+w)
= )+ (), w) + 50w, w) + ol ),

ou w = v — u. Ainsi, pour tout w,

J" () (w, w) + o(|[wl*) > alw]
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Ainsi, pour tout A\ # 0 et w # 0,

2
() el

lw]l” [l [Awl?

En faisant tendre A vers zéro, on obtient

NG (ﬂ &) .
w|” [Jw] ) ~

et J'(w,w) > allw|* Réciproquement, si J”(w,w) > alw|/?, On pose f(t) =
J(u+t(u —v)). La fonction f est deux fois dérivable,

f1(t) = J'(u+tlv—u)- (v—u)

et
') = J"(u+tlv—u)(v—uv—u) > alv—ul

Ainsi,
1
F1) - f£(0) = / F(0)dt > allu— |
0

c’est a dire
(J'(w) = J'(v),u—v) > alju—>b|J>.

Exercice 10.2.1 Soit K un convexe fermé non vide de V. Pour x € V, on cherche la
projection xx € K de x sur K (voir le Théoreme 12.1.10)

lv = el = min [l = y]].

Montrer que la condition nécessaire et suffisante
(J'(xk),y —zg) >0 Vye K (10.4)
du Théoreme 10.2.1 se ramene exactement a
(xg —xyxi —y) <0, Yy € K. (10.5)

Correction. Soit
J(y) = |l —yl*
La fonction J est dérivable de plus, pour tous éléments zx et y de V', (J'(xk),y —
i) = 2{x — xg,rx — y). La condition d’optimalité de xx (10.4) est
(J'(xk),y —xx) > 0 pour tout y € K,
c’est a dire
(x —xg,rx —y) > 0 pour tout y € K,

qui n’est rien d’autre que (10.5).
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Exercice 10.2.2 Soit A une matrice réelle d'ordre p x n et b € RP. On considere le
probleme “aux moindres carrés”

Az — b))%

inf
z€ERM

Montrer que ce probleme admet toujours une solution et écrire I'équation d'Euler cor-
respondante.

Correction. On pose
J() = || Az — b

Soit K l'orthogonal du noyau de A. On pose a = inf e oy [|Aul/?/[Jul|* > 0. On
constate que J est a-convexe sur K convexe. Elle admet donc un unique minimum
sur K qui est un minimum sur R", car J(z 4+ y) = J(z) pour tout élément y du
noyau de A. Comme

(J'(x),y) = 2(Az — b) - Ay,

I'équation d’Euler correspondante J'(x) = 0 est
A" Az = A%.

Exercice 10.2.3 On reprend I'Exemple 9.1.6

inf {J(x) :%Ax-x—b-x}

rzeKerB

avec A matrice symétrique carrée d'ordre n, et B de taille m x n (m < n). Montrer
qu'il existe une solution si A est positive et qu'elle est unique si A est définie positive.
Montrer que tout point de minimum T € R"™ vérifie

AT — b= B*p avec p € R™.

Correction. La fonctionnelle J est dérivable et J'(z) = Az —b. Ainsi, un élément T
de Ker B est un minimiseur de J sur Ker B si et seulement si, pour tout y € Ker B,
(Ax —b) -y =0, c’est & dire AT — b € (Ker B)*. Enfin,

(Ker By = {2 €R":Bx-y=0,Vy € R"}*
= {r€R":x-B*y=0VyecR"}*+
((TmB*)*)+
= ImB*.
Il existe donc p € R™ tel que AT — b = B*p.

Exercice 10.2.4 On reprend I'Exemple 9.1.10. Montrer que |'équation d'Euler vérifiée
par le point de minimum u € H}(2) de

1
inf J(v ——/ VUQdTL‘—/ vdx}
veH&(Q){ () 2 Q‘ ’ Qf
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est précisément la formulation variationnelle

/Vu-Vvd:v:/fvdx Vv e Hy(Q).
Q Q

(On retrouve ainsi un résultat de la Proposition 5.2.7.)

Correction.

T(u+v) = J(u) +/

1
(Vu - Vv — fo) dx—l——/ Vol dr.
Q 2 Ja

Ainsi, J est dérivable en tout point u de Hj () et
(J'(u),v) = /Q(Vu -Vv — fo)dz,
Au point de minimum de J, J'(u) = 0, c’est a dire
/QVU -Voudr = /va dz pour tout v € Hy(Q)

Exercice 10.2.5 Soit K un convexe fermé non vide de V, soit a une forme bilinéaire
symétrique continue coercive sur V, et soit L une forme linéaire continue sur V. Montrer
que J(v) = 2a(v,v)—L(v) admet un unique point de minimum dans K, noté u. Montrer
que u est aussi I'unique solution du probléme (appelé inéquation variationnelle)

ve K et a(u,v—u)>Lv—u) Vve K.

Correction. La forme bilinéaire af(.,.) étant coercive, la fonction J est fortement
convexe. Elle admet donc un unique minimum u sur le convexe fermé non vide K.
De plus, J étant symétrique,

(J'(u), w) = a(u,w) — L(w).
Un élément v de K est un minimiseur de J sur K si et seulement si
(J'(u),v —u) >0, pour tout v € K,

c’est a dire
a(u,v —u) > L(v —u), YveEK.
Exercice 10.2.6 Soit J; et .J; deux fonctions convexes continues sur une partie con-

vexe fermée non vide K C V. On suppose que J; seulement est dérivable. Montrer que
u € K est un minimum de J; + Jy si et seulement si

(Ji(u),v —u) + Jo(v) — Jo(u) >0 VveK.
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Correction. Soit u minimum de J; + Jy sur K, alors pour tout v € K et h €]0, 1],
u+h(v—u) € K et

Ji(u+ h(v—u)) — Ji(u) N Jo(u+ h(v —u)) — Jo(u)

>
h h 20

De plus,
Jo(u+ h(v—u)) = Jo((1 — h)u+ hv) < (1 — h)Jy(u) + hJa(v)
d’ou
Jl(u + h(U — u)) — Jl(u)
h

En passant a la limite en h — 0, on obtient

+ Jo(v) — Jo(u) > 0.

(Ji(u),v —u) + Jo(v) — Jo(u) > 0 pour tout v € K

La réciproque découle de (10.7). Si J; et Jy vérifient I'équation précédente, J; étant
convexe, on a
() = Ji(u) + (i (u),v = u).
Ainsi,
Ji(v) — Ji(u) + J2(v) — Jo(u) > 0 pour tout v € K

et u est un minimiseur de J; + Jy sur K.

Exercice 10.2.7 Soit K un sous-ensemble d'un espace de Hilbert V. Montrer que
pour tout v € K,

K(v)_{wEV,EI(U”)EKN,EI(en)G(Ri)N, :w}

. . . n__
lim, oo v" =0, lim, 1o e" =0, lim, o “°

est un cone fermé et que K (v) = V si v est intérieur a K. Donner un exemple ot K (v)
est réduit a {0}.

Correction. Montrons que K (v) est un cone. Tout d’abord, 0 appartient toujours a
K (v) (il suffit de choisir v,, = v). Soit w un élément de K (v) et a un réel strictement
positif. D’apres la définition de K (v), il existe une suite v, d’éléments de K, une
suite €, de réels positifs tels que v, converge vers v, €, converge vers zéro et

Uy — U

— Ww.
En

On pose &, = a'e,. On a
Uy —

—— — aw,
€n
d’ot aw € K(v) et K(v) est un cone.
Montrons que K (v) est fermé. Soit w,, € K(v) tel que w,, — w. On note v™™
et e™™ les suites telles que

P g
lim ——— = w,,.
n—+4oo  ghm
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Pour tout ¢ > 0, il existe m tel que
[ —wl| < 6/2
Comme (v™™ — v)/e™™ converge vers w,, lorsque n tend vers 'infini et , il existe n

tel que

On a montré que, pour tout § > 0, il existe vs = V™™ € K et g5 = ™™ tels que

M — v

- me <6/2 et | —o| <.

gnm

Vs — U
lesh <, ||°

—wH <46 et |lvs — v|| < o.

Ainsi, w appartient a K (v).
Si K (v) est a Uintérieur de K, il existe un réel r strictement positif tel que la
boule de rayon r centrée en v soit incluse dans K. Pour tout élément w € V,

. " —w
w = lim
n—0 gn

€ K(v),

ou v" = v+ % et €" = ——. En d’autres termes, V C K(v), dou K(v) = V.

nfw]| nflwl|”

Enfin, pour K =0, K(0) = {0}.

Exercice 10.2.8 Soit A une matrice est symétrique définie positive d'ordre n, et B une
matrice de taille m x n avec m < n. A I'aide des conditions d'optimalité du Théoreme
10.2.8, déterminer une expression explicite de la solution T du probleme d’optimisation

_ 1
min ¢ J(z) = zAx-x—b-xp,
Bz=c 2

ou ¢ € R™ est un vecteur donné.

Correction. Les conditions d’optimalité s’écrivent a nouveau

AT — b= B"p.

Ainsi, T = A7Y(b + B*p) et comme BT = c. Si B est de rang m, BA™'B* est
inversible et

p=(BA'B*) Y c—BA D) et v = Ao+ A'B*(BA'B*)"(c— BA™').

Si B n’est pas de rang maximal, les contraintes sont soit redondantes, soit contra-
dictoires. Si elles sont contradictoires, il n’y a pas d’optimum (I’ensemble de mini-
misation est vide). Si les contraintes sont redondantes, il existe p € R™ tel que

BA™'B*p=c¢— BA™'b,

et p est défini a I'addition d’un élément de Ker B* pres. Par contre, T est défini de
manicre unique par la relation 7 = A71(b + B*p).
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Exercice 10.2.9 On reprend I'Exemple 9.1.7. Soit A une matrice symétrique d'ordre
n et J(x) = Az - z. A I'aide du Théoréme 10.2.8, montrer que les points de minimum
de J sur la sphere unité sont des vecteurs propres de A associés a la plus petite valeur
propre.

Correction. On note K la sphere unité, définie par
K={xeR" : F(z) =0},

olt F(z) =1 —|z|?. Les fonctions J et F sont toutes deux dérivables et
J'(x) =24x F'(z) = —2x.

Ainsi, d’apres le Théoreme 10.2.8, si T est un point de minimum de J sur la sphere
unité, il existe A tel que
J(T) + \F'(T) = 0,
c’est a dire
Az — A\ = 0.

Toute solution optimale T est un vecteur propre de A de valeur propre A. Notons
que l'existence d’un minimiseur est évidente, K étant compact et J continue. Le
probléeme de minimisation de J sur K est donc équivalent au probleme de minimi-
sation de J sur I’ensemble des vecteurs propres de A de norme un. Or pour tout
vecteur propre x de A (tel que ||z|| = 1) de valeur propre y, on a

J(z) = p.

Le minimum de J est donc atteint pour les vecteurs propres de plus petite valeur
propre.

Exercice 10.2.10 En utilisant les résultats précédents et ceux de |'Exercice 10.1.6,
montrer que la solution du probléme de Didon (Exemple 9.1.11) est nécessairement un
arc de cercle.

Correction. Tout d’abord, rappelons (en termes un peu simplifiés) le probleme
de Didon tel qu’il est posé dans 'Exemple 9.1.11. Il s’agit de déterminer £ et
y:[0,¢] — R tel que y(0) = y(§) = 0, maximisant

3
J(y) = / y(x)dz,

sous la contrainte ’
L(y) :/ VI de —1 =0,
0

On suppose que y, £ est solution de ce probleme. En particulier, y est solution du
méme probleme pour ¢ fixé. On souhaite prouver que toute solution y a ce dernier
probleme est un arc de cercle.
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D’apres I'exercice 10.1.6, la fonctionnelle L est dérivable et pour toute fonction
v € Hy(]0,&[), on a

¢ 1
L) = [ ———y/vd
o 1+ Y|
La fonctionnelle J est également dérivable car linéaire. Ainsi, les conditions d’opti-
malité d’ordre un (Théoréme 10.2.8) impliquent que si y est une solution, il existe

A tel que
J'(y) + AL (y) =0

pourvu que L'(y) # 0. Le cas L'(y) = 0 se traite de maniére trivial et conduit a la
solution y = 0. On a donc

0

/5 _|_ >\ //d
V4 ————=y'v'dr =
0 V1+lyP?

pour tout v € H}(]0,£]). En intégrant par partie le second membre de cette équation,
on en déduit que

, !/
VY I S ]
V1Y
et qu’il existe une constante C' telle que

/
Y+ (10.6)
V1Y
Dans un premier temps, on éléve cette équation au carré afin de déterminer |y/|? en

fonction de z. On obtient

1
— — =1-(\"lz4+ 0>

1+ Jy'|? ( )
En substituant cette expression dans I’équation (10.6), on en déduit que

. A loe 4+ C
V1- 0z +C)2)

Y

Par intégration, il existe une constante D telle que

y=—-M\/1-(\1z+0C)2+D.
Pour conclure, il suffit de constater que
(y — D)* + (x + A\C)? = N2

Ainsi, (z,y(x)) est bien un arc de cercle. Remarquons que le multiplicateur de La-
grange A\ associé a la contrainte sur la longueur n’est autre que le rayon du cercle
obtenu.
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Exercice 10.2.11 On étudie la premiere valeur propre du Laplacien dans un domaine
borné Q) (voir la Section 7.3). Pour cela on introduit le probléme de minimisation sur
K ={ve H)(Q), [,vidx=1}

min {J(v) _ /Q ywm} .

Montrer que ce probleme admet un minimum (on montrera que K est compact pour les
suites minimisantes  I'aide du Théoreme de Rellich 4.3.21). Ecrire I'équation d’Euler de
ce probleme et en déduire que la valeur du minimum est bien la premiére valeur propre
et que les points de minimum sont des vecteurs propres associés.

Correction. Pour tout v € H}(), on note

1/2
ol = ( / |wr2dx) .
Q

D’apres l'inégalité de Poincaré, |.| HY(0) €st une norme équivalente a la norme usuelle
de H}(Q). Soit u, une suite minimisante de J sur K. D’apres le Théoreme de
Rellich, il existe une sous suite de u,, (que nous noterons également u,,) et un élément
u € H}(Q) tel que u, converge vers u dans L?(Q2). Montrons que (u,) est une suite
convergente dans H} (). Tout d’abord,

2 2

2 2
Un = Up|" [unl @) + [y I il (10.7)

On note

h= )
et

Uy + U
Opp = 9 . :
L2(Q)

Comme w,, converge vers u dans L*(Q2), [|ul|z2(q) = 1 et u € K. De plus, oy, , converge
vers 1 lorsque n et p tendent vers 'infini. D’apres 1’équation (10.7),

2 Jualine + s 2
Uy — Up _ UnlHi(@) PIH(Q) o2 Up, + Up
pum— - n7p D — .
2 Hl 2 20, H}
Comme ”2"+“” € K, on a donc
an)p
9 2 2
Up, — Uy ‘Un|H§(Q) + |“p|H5(Q) 9
S -, pu'
2 | 2 :

Ainsi, [u, — up|gg — 0 lorsque n et p tendent vers l'infini et u, est une suite de
Cauchy dans H}(Q). Ainsi, u,, converge dans H}(Q) vers u et J(u) = p.
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Soit F(v) =1 — [, |v|*dz. L’ensemble de minimisation K est donné par
K={veH}Q) : F(v)=0}.
De plus, F' est dérivable et pour tout v, w € H}(f2), on a
(F'(v),w) = —2/ vwdz.
Q

de méme, J est dérivable et
(J' (v),w) = 2/ Vv - Vwdz.
Q

D’apres le Théoreme 10.2.8, comme F” est non nul pour tout élément de K (et donc
en particulier pour u), il existe A tel que

J'(u) + AF'(u) = 0,

c’est a dire tel que pour tout v € H{ (),

/ Vu-Vudr = )\/ uvdz.
Q Q

Ainsi, u est un vecteur propre de valeur propre A. En choisissant v = u dans 'ex-
pression précédente, on en déduit de plus que A = p. Enfin, on vérifie sans peine
que A est nécessairement la plus petite valeur propre du Laplacien avec conditions
aux bords de Dirichlet.

Exercice 10.2.12 Soit A une matrice n x n symétrique définie positive et b € R™ non
nul.

1. Montrer que les problemes

sup b-x et sup b-x
Ax-x<1 Ax-z=1
sont équivalents et qu'ils ont une solution. Utiliser le Théoreme 10.2.8 pour cal-
culer cette solution et montrer qu'elle est unique.

2. On introduit un ordre partiel dans I'ensemble des matrices symétriques définies
positives d'ordre n en disant que A > B si et seulement si Az - x > Bz - x pour
tout = € R™. Déduire de la question précédente que, si A > B, alors B~ > A1,

Correction. 1. Si b = 0, le résultat est évident. On peut donc supposer par la
suite b # 0. On a pose J(x) = b- x. Soit T la solution du probleme de maximisation
de J sur

K ={z € R" tel que Ax-x < 1}.

Comme la dérivée de J est égale a b et n’est jamais nulle, le maximum de J sur K
ne peut étre atteint dans l'intérieur de K. Il est donc atteint sur le bord, d’ou

sup Az -x = sup Ax-zx.
Azx-z<1 Azx-z=1
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Les deux problemes sont équivalents. Reste a déterminer la solution de ces problemes.
D’apres les conditions d’optimalités du premier ordre, il existe A tel que
AT — Ab=0.
Ainsi,
7= AA"'b.
Il ne reste plus qu’a déterminer le multiplicateur de Lagrange A\ pour définir T de
maniére unique. Comme AZ - T = 1, on en déduit que
M= (A"-b)7"
Comme A est positif, on a
A= (A" b)V2

ce qui détermine T de maniere unique.
2. Soit A et B deux matrices symétriques définies positives telles que A > B. Pour
tout b non nul, on a

(A7 -0)Y2 = sup b-2< sup b-x= (B 'b-b)Y2

Az-z<1 Bz-x<1
d'on B~' > AL
Exercice 10.2.13 En théorie cinétique des gaz les molécules de gaz sont représentées
en tout point de I'espace par une fonction de répartition f(v) dépendant de la vitesse

microscopique v € RY. Les quantités macroscopiques, comme la densité du gaz p, sa
vitesse u, et sa température T', se retrouvent grace aux moments de la fonction f(v)

1 N 1
p= [ gwdo. pu= [ ws@de. get+gr =3 [ Wlrwae.
RN RN 2 2 2 RN
(10.8)
Boltzmann a introduit I'entropie cinétique H(f) définie par

H(f) = [ F)os (f(0) dv

Montrer que H est strictement convexe sur |'espace des fonctions f(v) > 0 mesurables
telle que H(f) < +oo. On minimise H sur cet espace sous les contraintes de moment
(10.8), et on admettra qu'il existe un unique point de minimum M (v). Montrer que ce
point de minimum est une Maxwellienne définie par

M) = Wexp <— [v ;T“P).

Correction. La fonction ¢(t) = tlog(t) est strictement convexe sur R™ \ {0}, en
effet, " (t) = 1/t > 0. On en déduit que

HOf+(1=0) = [ o0r+0 -0

< [ peh+ -0
— OH())+ (1= O)H(9)
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Ainsi, H est convexe. De plus, 'inégalité est une égalité si et seulement si

e(0f + (1 —0)g) =0p(f) + (1 - 0)e(g)

presque partout. En particulier, si 6 est différent de 0 et 1, on en déduit que f =g
presque partout. La fonction H est donc strictement convexe (quitte a identifier les
fonctions égales presque partout). On a

(H'(f),9) = /RN((log () + 1)g(v) dv.

Les contraintes sont linéaires et les conditions d’optimalité du premier ordre im-
pliquent qu’il existe A\; et Az réels, Ay € RY tels que

/RN((log FO)+ 1T+ A+ X -0+ [v]*A3)g(v) dv =0
pour tout g. En d’autres termes,
(log f(0)) + 1+ M+ X v+ [v*A3=0
presque partout ou encore
f(v) =exp(—1 — Ay — Ay - v — A3|v]?).

Reste a déterminer les multiplicateurs de Lagrange Ai, Ay et A3. Un calcul un peu
fastidieux permet de montrer que

e_(1+/\1)e|)‘2|2/4)‘3
N
Vi
—(1+)\1)e‘)\2|2/4/\3

2\/>\—3N+2

N

9

/ exp(—1— A1 — Ao - v — M3[v]?)dv = /7
RN

N (&

/ vexp(—1— A — do-v — A3|v[)dv = —/7 Ay
RN

et

/N [ exp(—1 — Ay — Ay - v — A3|v]?)dv =
R

e~ (A elhal?g ), N\/_N ( Az )3 . ﬁN ( Az )5
JR— ’]T .
|)\2|3\/)\_3N—1 2 Vs 4 V3
Les contraintes vérifiées par v nous permettent de déterminer les multiplicateurs de

Lagrange. On obtient Ay = —u/T, A3 = (27)7! et e~ (+2) = \/27TT7N€_|U|2/2Tp,
d’ol on conclut que f = M.

Exercice 10.2.14 Calculer la condition nécessaire d'optimalité du second ordre pour
les Exemples 9.1.6 et 9.1.7
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1
inf {J(x)zﬁAx-x—b-x},

z€ KerB

ou A est une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie positive, B une matrice
rectangulaire de taille m x n et b un vecteur de R".

in J(x)=Ax-x
zER”,HzH:l{ (z) b
ol A est une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie.

Correction.

1. On note F' la fonction contrainte F'(x) = Bz. On a
J"(u)(v,v) = Av - v
De plus, F” = 0. La condition d’optimalité d’ordre deux est donc
Av-v >0
pour tout v € Ker B. Comme A est définie positive, cette condition est toujours
vérifiée.
2. On note F' la fonction de contrainte F'(z) = x-x—1. D’apres la condition d’op-

timalité du premier ordre, si v est une solution du probleme de minimisation,
il existe A € R tel que

2Au + M= 0.

Comme

J"(u)(v,v) = 2Av - v

et F(u)(v,v) = v - v, la condition d’optimalité d’ordre deux est donc
Q4v-v+Xv-v >0
pour tout v tel que v - u = 0.

Exercice 10.2.15 Soit A une matrice symétrique définie positive d'ordre n, et B une
matrice de taille m x n avec m < n et de rang m. On considere le probleme de
minimisation

1
i — CAr-x—b-
:EGRI”I,IHB}mSC {J(ff) 2 v b x} ’

Appliquer le Théoreme 10.2.15 pour obtenir I'existence d’'un multiplicateur de Lagrange

p € R™ tel qu'un point de minimum x vérifie

AT —-b+B'p=0, p>0, p-(BT—c) =0.
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Correction. L’ensemble des solutions admissibles est défini par
K ={zeR" : Fi(z) <0pourtouti=1,...,m},

ou F;(x) = B;x — ¢;. Les fonctions F; sont dérivables et (F'(x),y) = Byy = (B;)* - y.
De méme, la fonction objectif

1
J(x):§Ax~x—b-x

est dérivable et
J'(x) = Ax —b.

Comme les contraintes sont affines, elles sont automatiquement qualifiées. On peut
appliquer le Théoreme 10.2.15. Si ¥ est la solution du probléme de minimisation
de J sur K, il existe donc p € R™ tel que

(@) + ZpiFi/(I) =0, p;>0, pF =0,
c’est a dire

Az — b+ Zpi(Bi)* =0, pi >0, pi(BT—c;)=0.

ou, sous une forme plus compacte,
AT—-b+B'p=0, p>0, p-(Br—c)=0.

Notons que K étant convexe et J fortement convexe, il existe un unique minimiseur
au probleme considéré.

Exercice 10.2.16 Soit f € L*(Q) une fonction définie sur un ouvert borné Q. Pour
e > 0 on consideére le probleme de régularisation suivant

min /Vu|2d.7:
ueH;(Q), [lu— Fllp2o)<e

Montrer que ce probléme admet une unique solution u.. Montrer que, soit u, = f, soit
ue = 0, soit il existe A > 0 tel que u, est solution de

—Aue + ANue — f) =0 dans €,
u. =0 sur 0.

Correction. On note J la fonction objectif

= / |Vul*d
Q

et K I'ensemble des solutions admissibles, c¢’est & dire

K={veH}Q) : F(v) <0},
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ou F(v) = |jv—f ||%2(Q) — €%, L’ensemble K est un convexe fermé tandis que la
fonctionnelle J est fortement convexe. Il existe donc une unique solution u. au
probleme de minimisation de J sur K. Les fonctionnelles J et F' sont toutes deux
dérivables et, pour tout v € H(f2), on a

(J'(ue),v) = 2/QVU6.VUdI

(F'(ue),v) = 2/(u6 — flvdzx.

Q
Si la contrainte est active, c’est a dire si F(u.) = 0, on a F'(u.) = 0. D’apres le
Théoreme 10.2.15, il existe un réel A > 0 tel que

J' (ue) + NF'(ue) =0, MF(u) =0,

c’est a dire tel que pour tout v € Hy(£2),
/ Vue.Vo+ Mue — flvdr =0,  A|luc — f||72 — €) = 0.
Q

On déduit de la premiere équation que u, est solution du probleme aux limites

—Aue + ANue — f) =0 dans Q,
u. =0 sur 0f).

Si la contrainte n’est pas active, A =0 et w =0 (cas € > || f||z2).
Exercice 10.3.1 On considére le probleme d'optimisation, dit perturbé

inf J(v), (10.9)

F;(v)<u;, 1<i<m

avec Uy, ..., U, € R,
On se place sous les hypotheses du Théoreme 10.3.4 de Kuhn et Tucker. On note m*(u)
la valeur minimale du probleme perturbé (10.9).

1. Montrer que si p est le multiplicateur de Lagrange pour le probleme non perturbé
(c'est-a-dire (10.9) avec u = 0), alors

m*(u) > m*(0) — pu . (10.10)
2. Déduire de (10.10) que si u — m*(u) est dérivable, alors

om*

B Gul

(0).

pi =

Interpréter ce résultat (cf. I'Exemple 9.1.8 en économie).

Correction.
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1. D’apres le Théoreme du 10.2.15, la solution ¥ du probléeme (10.9) non perturbé
est telle qu’il existe p; > 0 tel que

J' @)+ pF/(v) =0, pF;v)=0. (10.11)
Comme les fonctions J et F; sont supposées convexes, pour tout v, on a
J)+p-Fw)—J@®) —p-F@©) >{(J'(0)+p-F(v),v—71).
D’apres I’équation (10.11), on a donc
J)+p-F(v)—J(@) > 0.

Enfin, si v est la solution du probléme perturbé, on en déduit comme F(v) < u
que
m*(u) +p-u—m*(0) > 0.

2. Supposons que 'application u — m*(u) soit dérivable. Dans ce cas,

om*
ou

(0) - u+ o(u).

Ainsi, d’apres la question précédente,

(8(;2*(0)+p) cu~+o(u) >0

pour tout u. En divisant cette équation par la norme de u, on obtient que pour
tout élément u de norme unité,

(ag:;(())—i—p) u> 0.

En appliquant cette inégalité a —u au lieu de u, on en déduit que

om*

ou

(0)+p=0.

Lorsque v augmente, ’ensemble des solutions admissibles croit. Ainsi, la valeur
de m*(u), solution du probléeme de minimisation, ne peut que décroitre. Grace
au multiplicateur de Lagrange p, on a une information supplémentaire : il
nous permet de déterminer le taux de décroissance de m*(u) est fonction de
u. Plus p est important, plus une petite variation de u par rapport a zéro
entrainera une forte variation de m*.

Exercice 10.3.2 Donner un exemple de Lagrangien pour lequel I'inégalité (10.60) est
stricte avec ses deux membres finis.
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Correction. On pose U =R, P =R et
L(v,q) = F(v+q),

ou F' est une fonction bornée non constante. On a alors

inf (sup £(U,q)) =sup F > i%fF = sup (inf £(U,q)> . (10.12)
R

velU \ geP geP \veU

Exercice 10.3.3 Soit U (respectivement P) un convexe compact non vide de V' (res-
pectivement Q). On suppose que le Lagrangien est tel que v — L(v, q) est strictement
convexe continue sur U pour tout ¢ € P, et ¢ — L(v,q) est concave continue sur P
pour tout v € U. Montrer alors I'existence d'un point selle de £ sur U x P.

Correction. Pour tout ¢ € P, on note ¢(¢) 'unique minimiseur sur U de 'appli-
cation v — L(v, q) (existence est assurée par la compacité de U et la continuité de
L, 'unicité par la stricte convexité de v — L(v, q)). De plus, on pose

F(q) = L(¢(q), q) = min L(v, g).

L’application F' est I'infimum d’une famille de fonctions concaves, semi-continues
supérieurement. Elle est donc elle méme concave et semi-continue supérieurement.
Comme U est compact et que F' est semi-continue supérieurement, F' admet au
moins un maximum sur V' noté ¢*. On pose de plus v* = p(¢*). On va montrer que
(v*, ¢*) est un point selle de £ sur U x P, c’est a dire que

L(v*,q) < LW, ¢") < L(v,q")

pour tout couple (v,q) € U x P. La deuxiéme inégalité est évidente et découle
simplement de la définition de v* = p(g¢*). Il reste a prouver que pour tout ¢ € V,

L(v*,q) < L(v*,q"). (10.13)
Pour tout ¢ € [0,1] et tout ¢ € V', on pose
ve= (1 =t)q" +1q)
D’apres la concavité de L(v,.), on a pour tout v € U
Lv, (1 =t)q" +1tq) = (1 = )L(v,q") +tL(v, q),
d’ott on déduit (puisque ¢* maximise F' sur P et L(v,¢*) > F(q*)), que

F(q) F((1=t)q" +tq) = L(v, (1 —t)q" + tq)

(1 —=t)L(ve, q") + tL(vy, q)
(L =t)F(q") + tL(v, ),

AV VARV

ce qui donne en fin de compte que pour tout ¢ € V et tout t # 0,

F(q*) > L(vy, q).
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Comme U est compact, il existe une suite ¢,, convergent vers zéro tel que v, soit
convergente. Soit v la limite de v;,. D’apres I'inégalité précédente, on a

F(q") = L(v",q") = lim L(vy,,q) = L(D,q).

Pour conclure, il suffit donc de prouver que © = v* et ainsi obtenir I'inégalité (10.13).
Or, pour tout n on a

(1 - tn)ﬁ(vtnv q*> + tn‘c(vtn7 q) ‘C(Utnv (1 - tn)q* + th)

<
< L(v, (1 —t)q" + tnq).
En passant a la limite, on en déduit que pour tout v € U,

L(v,q") < L(v,q").

Ainsi, 0 est un minimiseur de v — L(v,¢*). Comme cette derniere application est
strictement convexe, elle admet au plus un minimiseur et o = ¢(¢*) = v*.

Exercice 10.3.4 Soit une matrice rectangulaire

10 42 35

-3 2 -1 2 -5 2

A=| -4 2 -2 0 -1 2
-2 4 -1 6 -2 2

-1 2 -6 3 -1 1

On suppose que deux joueurs choisissent I'un une ligne 7, I'autre une colonne j, sans qu'ils
ne connaissent le choix de I'autre. Une fois révélé leurs choix, le gain (ou la perte, selon
le signe) du premier joueur est déterminé par le coefficient a;; de la matrice A (I'autre
joueur recevant ou payant —a;;). Montrer que la stratégie optimale de minimisation du
risque conduit a un probléme de min-max que |'on résoudra. Le jeu est-il équitable avec
cette matrice A7

Correction. Le premier joueur cherche a maximiser son gain quelque soit le choix
du deuxieme joueur, il choisit donc la ligne 7 tel que min;a;; soit maximal. En
adoptant cette stratégie, son gain minimal est alors

G1 = maxmin a;;.
i

Le deuxieme joueur tient un raisonnement identique. Son gain minimal est donc

Gy = —mjin MAax a;.
On résout aisément ces deux problemes. La solution au premier probleme pour le
premier joueur consiste a jouer la premiere ligne ce qui lui assure un gain au moins
nul (il ne peut pas perdre). La stratégie minimisant les risques pour le deuxieme
joueur consiste a jouer la premiere colonne ce qui lui assure au moins un gain de —1,
c’est a dire au pire une perte de 1. Le jeu n’est pas équitable. Si les deux joueurs
adoptent cette stratégie, le premier joueur gagne 1 tandis que le deuxieme perd 1.
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Exercice 10.4.1 On considére le probleme de commande optimal (10.72). On suppose
que K =RM f=0, 2=0, et 27 = 0. Montrer que, pour tout ¢ € [0, 7],

p(t) - y(t) = Dy(T / Quis) - yl)ds+ [ BB D) Bp(s) ds.

En déduire que s'il existe ¢y € [0, 7] tel que y(ty) = 0, alors y(t) = p(t) = 0 pour tout
t € [0,T7]. Interpréter ce résultat.

Correction. Soit u la solution optimale au probleme (10.72), y la solution au
probleme (10.71) associé et p la solution au probleme adjoint (10.76). Un simple
calcul nous donne

d

dt(p y) = —Qy-y—Ap-y+p - Ay—Bp-R'Bp

= —Qy-y— R 'B*p-B*p.

Par intégration, on en déduit que
T
p-yt) = p-y(T) +/ Qy-y+ R'B*p- B*pdt
t
T
— DyT)y(@)+ [ Quoyt BB By
t

S’il existe ¢ty € [0,77] tel que y(to) = 0, on a p - y(tg) = 0. Comme tous les termes
du second membre de la formule précédente sont positifs ou nuls et de somme nulle,
ils sont tous nuls. En particulier, si ¢ € [ty, T], R~ B*p- B*p(t) = 0. Comme R est
symétrique, définie positive, on en déduit que u(t) = R~'B*p(t) = 0. La commande
est donc nulle pour tout t € [tg, T, et y(t) = exp(A(t —to))y(to) = 0 pour ¢ € [to, T].
De méme, on obtient la nullité de p sur [tg, T]. Ce résultat n’est pas étonnant. I
signifie que si on cherche a annulé y alors que y est déja nul, la commande optimale
consiste simplement & ne rien faire. Reste a prouver la nullité de y, u et p sur
I'intervalle [0, ¢o]. Il suffit de constater que le coupe (y, p) est solution d’un systeme
différentielle linéaire de condition initiale (y,p)(ty) = (0,0) (la fleche du temps est
inversée). Ce systeme admet une solution unique : la solution nulle.

Ce résultat stipule que, si 1’état initial n’est pas ’état cible, il n’est jamais
rentable d’atteindre exactement ce dernier. Le colt nécessaire pour s’approcher de
I’état cible devient plus important que le gain réalisé.

Exercice 10.4.2 Obtenir I'équivalent de la Proposition 10.4.4 et du Théoréeme 10.4.6
pour le systeme parabolique

g?i Ay = v+ f dans |0, T[x2

y = 0 sur |0, T[x00
y(0) = yo dans 2
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ol yo € L*(Q), f € L*(J0,T[xNQ), v € L*(]0, T[x) est la commande, et on minimise

T T
inf J(v) :/ /vzdtd:r +/ / ly — z|*dt dx +/ 1y(T) — zr|*du,
veL2(]0,T[x0Q) 0 Jao 0 Ja Q

ol z € L2(]0, T[xQ) et zr € L*(Q).

Correction. L’application qui & v associe y est linéaire continue de L%(]0, T[x ()
dans C°([0,77; L*(2)). On en déduit que J est continue. De plus, J est forte-
ment convexe et admet donc un unique minimiseur. Combinaison de fonctions
différentiables, J est elle méme différentiable (I’application qui a v associe y est
dérivable car affine continue!) et

(J'(v), w)

2</OT/vad$dt+/0T/ﬂ(y—z)ywdycdt+/g(y(T)—zT)yw(T) dx) (10.14)

ol ¥, est solution du probleme parabolique

%@“ — Ay, = w dans |0,T[x2
Y =0 sur |0, T[x 02

La condition d’optimalité nécessaire et suffisante est J'(y) = 0. Comme dans le cas
présenté dans le cours, la formule précédente permettant de calculer la dérivée de
J est inexploitable : elle nécessite pour chaque fonction test w la résolution d’un
systeme parabolique. On peut obtenir une expression explicite de J' en fonction
d’un état adjoint p solution du systeme

—% —Ap=y—z dans |0,T[xQ

p=20 sur |0, T'[x 082

p(T) = y(T) - 1.

On vérifie sans mal que
T
@) = [ [ @+ pwds
o Jo

Exercice 10.4.3 Généraliser |'exercice précédent a I'équation des ondes.

Correction. Il s’agit d’étudier le probleme hyperbolique

( aZy
E—Ay:v—l—f dans |0, T[x2
y=20 sur |0, T[x 082
y(0) = 1o dans

\ %(0) =1 dans 2
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ot yp € HY(Q), y1 € LA(Q), f € L*(]0,T[xQ) et v € L*(]0, T[xN) est la commande.
On minimise

T T
inf J(v _/ /Uthde'—l—/ / —Zthd:L’—l—/ T) — 2p2d,
P AW A A [ 1y(T) ~ 22l

ot z € L*(]0, T[xQ) et 27 € L*(2). A nouveau, J est dérivable, fortement convexe
et admet donc un unique minimiseur. De plus, la dérivée de J possede la méme
expression (10.14) que précédemment. Cependant, y,, est dans ce cas solution du
probleme hyperbolique

a;% — Ay, =w dans |0, T[x

Yw =0 sur |0, T'[x 02

géw(O):O
2

A nouveau, on peut introduire un état adjoint afin de déterminer explicitement .J'.
L’équation vérifiée par 1’état adjoint est

9 _Ap=w dans |0, T[xQ

at2

p=20 sur |0, T[x 082
g(O) =0

a—lz =Zr — y(T)

) (J(0),w) = / ' / (v + pwdz dt.

Notons que pour trouver 1’état adjoint, on peut introduire un Lagrangien comme
dans le cas de la dimension finie.

Exercice 10.5.1 Pour V = R? et J(z,y) = az® + by? avec a,b > 0, montrer que
I'algorithme de gradient a pas optimal converge en une seule itération si a = b ou si
2%° = 0, et que la convergence est géométrique dans les autres cas. Etudier aussi la
convergence de |'algorithme de gradient a pas fixe : pour quelles valeurs du parameétre
1 la convergence se produit-elle, pour quelle valeur est-elle la plus rapide ?

Correction. L’algorithme de gradient a pas optimal converge en une unique itéra-
tion si et seulement si le minimiseur de J (en 'occurrence 0) appartient a la droite
paramétrée par la fonction t — tJ'(z,y) + (z,y), c’est a dire si et seulement si (z, y)
et J'(z,y) sont colinéaires. Comme J'(x,y) = 2(ax, by), I'algorithme converge en une
itération si et seulement le produit vectoriel entre (zg,yo) et (azg, byo) est nul, c’est
a dire si a = b ou xoyy = 0. Dans le cas contraire, considérons (x,,y,) la solution
obtenue au bout de n itérations du gradient a pas optimal. Comme le pas est choisi
de maniere optimal, le gradient de J en (2,11, yn+1) est orthogonal au gradient de
Jen (T,,yy). Ainsi, le gradient de J en (x,12, Yni2) est colinéaire au gradient de J
en (Tn,y,). On en déduit que (z,,y,) €t (T,12, Yni2) sont colinéaires. Il existe donc
a(z,y) : R? — R tel que

(:I;n+27 yn+2) = Od(‘fI"n7 yn)(mn; yn)
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Enfin, pour tout réel r, on a a(rz, ry) = a(z,y). On a donc a(x, 12, Yni2) = a(Tn, Yn)
et axap, y2p) = a(xg, Yo). Ainsi,

J($2p’ y2p) = a(:[(]) yO)p‘]<x07 yO)

La convergence est donc géométrique.
Considérons D'algorithme de gradient a pas fixe. D’apres 'expression de la
dérivée de J,
Tyt = (1 —2pa)x, et Yo = (1 — 2ub)y,.
Par récurrence évidente, on en déduit une formule explicite de (z,,y,) :
Tp = (1 - 2Ma)n$0 et yn = (1 - 2Mb)ny0
La convergence a lieu lorsque max(|1 — 2ual, |1 — 2ub|) < 1, c’est a dire

p < min(a™t 7).

Le pas optimal est obtenu en minimisant § = max(|1 — 2ual, |1 — 2ub|) par rapport
a p. Par une étude graphique rapide, on obtient que le pas optimal est

Hopt = (@ + b)_l‘
La raison de la suite géométrique est alors
B =la—"bl/(a+b).

Pour terminer, notons qu’on peut également calculer explicitement la raison (' de
la suite dans le cas de 'algorithme a pas optimal. A titre indicatif, on obtient

B = |a— bl|ao||yo|Vab ((aa? + by3) (a*a2 + 6%2)) ~* .

L’algorithme du gradient a pas optimal converge au moins aussi rapidement que
I’algorithme a pas fixe optimal. La convergence des deux algorithmes est identique
si a = b ou alzg| = blyo.

Exercice 10.5.2 Soit V = RN et K = {z € R" tel que Y.V, z; = 1}. Expliciter
I'opérateur de projection orthogonale Pk et interpréter dans ce cas la formule

Uny1 = Pr(up — pd' (uy)) (10.15)

définissant |'algorithme de gradient projeté a pas fixe en terme de multiplicateur de
Lagrange.

. . -1 N s s
Correction. Soit n = VN Zf\il e; le vecteur normal a K. L’opérateur de pro-
jection sur K est
Pg(u) =u+ (1 —u-n)n.

La formule (10.106) implique que si u minimise J sur K

u=Pg(u—pJ'(uw)=u—pJ'(u)+ (1 —u-n+pt(u) n)n.
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Comme u -n =1, on en déduit que
J'(u) + An = 0.

ou A = —J'(u)-n. On retrouve la condition d’optimalité du Théoreme 10.2.8, vérifiée
par les minimiseurs de J sur K, ou A est le multiplicateur de Lagrange associé a la
contrainte u € K.

Exercice 10.5.3 Appliquer I'algorithme d'Uzawa au probléme

min {J(v) _ %Av o—b. v} , (10.16)

veRN, F(v)=Bv—c<0

ol A est une matrice N x N symétrique définie positive, b € RY, B une matrice M x N
et ¢ € RM. Sj la matrice B est de rang M, ce qui assure |'unicité de p d'aprés la
Remarque 10.3.12, montrer que la suite p" converge vers p.

Correction. Le Lagrangien associé a ce probleme est
1
L(v,q) :§Av-v—b-v+q-(3v—c)

avec ¢ € RY. Soit p" la suite de multiplicateurs obtenus par l'algorithme d’Uzawa
et u" la suite d’éléments de RY définie par

L(u",p") = min L(v, p"). (10.17)
On rappelle que p"*! est déterminé a I'aide de p™ par
p = Prar (p" + pF (u")) (10.18)

ou pu est le pas de l'algorithme, choisit suffisamment petit. La matrice A étant
symétrique définie positive, le probleme (10.17) admet comme unique solution

u" = A7 (b— B*p).
En explicitant la définition (10.18) de p"*! en fonction de p™, on obtient
ptt = Pry (Id —=uBA™'B*)p" 4+ p(BA b — ¢)) .

Afin de prouver la convergence de la suite p”, il suffit de montrer que ’application
qui & p"*1 associe p" est strictement contractante. Comme la projection PMI est
contractante, il suffit de prouver que I'application

q+ (Id—puBA™'B*)q + u(BA™'b — ¢)

est contractante. Comme B est de rang M, la matrice BA~!B* est définie positive.
Pour y suffisamment petit, la matrice Id —puBA~1B* est symétrique, définie positive
de valeurs propres strictement plus petites que l'identité. L’application précédente
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est donc strictement contractante et I’algorithme convergent. On note p sa limite.
La suite u™ est également convergente et sa limite u est telle que

Au—b+ Bp=0. (10.19)

Enfin, comme p = PRT (p+ uF(u)), pour tout ¢ € RY, on a

(p = (p+pF(u)) - (¢ —p) 20,
c’est a dire F(u) -p > F(u) - ¢. On en déduit que
F(u) <0 (10.20)

et que F(u)-p > 0. Or comme F(u) < 0 et p > 0, on a également F(u)-p < 0.
Ainsi,

F(u)-p=0. (10.21)
De (10.19), (10.20) et (10.21), on conclut que u est solution du probléeme de mini-
misation étudié.

Exercice 10.5.4 En plus des hypotheses de la Proposition 10.5.10, on suppose que
les fonctions J et F}, ..., F)s sont continiment différentiables. On note de nouveau I (u)
I’ensemble des contraintes actives en u, et on suppose que les contraintes sont qualifiées
en u au sens de la Définition 10.2.13. Enfin, on suppose que les vecteurs (E’(u))id(u)
sont linéairement indépendants, ce qui assure |'unicité des multiplicateurs de Lagrange
Ay A tels que J'(u) + ML N F!(u) = 0, avec \; = 0 si i ¢ I(u). Montrer alors
que, pour tout indice i € {1,..., M}

lim [
e—0

Correction. Pour tout i ¢ I(u), on a F;(u) < 0. Ainsi, pour € assez petit, on a
Fi(u.) < 0 et max(F;(u.),0) = 0. En particulier, pour tout ¢ ¢ I(u), on a bien

[NV

max (Fi(ug),())} =\

lim [2 max (Fi (1), oﬂ —0=)

e—0 | €
On pose
J(v)=J@) +e! Z [max(F}(v),0)]*.

Les fonction F; étant supposées continiment dérivables, J. est dérivable et
M
JI(v) = J'(v) + 2! Z max(F;(v),0)F](v).
i=1
Comme u, minimise J,, on a J/(u.) =0 et

J(u) = =2 Zmax(ﬂ(ue),O)ﬂ'(ue). (10.22)
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De plus u, converge vers u pour lequel

J(w) == > NF/(u). (10.23)
1€l (u)

Comme les applications linéaires (F](u))crw) sont indépendantes, il existe une fa-

mille (a;);erw) d’éléments de RY telle que

(F/(u),a;) = o]
pour tout i et j € I(u). Comme F(u.) converge vers F/(u), pour € assez pe-
tit, la famille (F}(uc))icru) est indépendante et il existe une famille (af)icrw) €
Vect((a;)icr(w)) telle que

(Fi(uc), a5) = o]

)

pour tout i et j € I(u). De plus, pour tout i € I(u), a$ converge vers a;. Enfin, pour
tout i € I(u),

—2¢ ' max(Fj(u),0) = < — 2! Z maX(Fj(uE),O)}q(uE),a§>.

jel(u)

Comme e~ max(F;(u),0)) converge vers zéro pour tout i ¢ I(u),

M
lim —2¢ ' max(Fj(u),0) = lim—2¢" Z max(Fj(uc),0) (Fj(uc), a5)
j=1
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