
Chapitre 1

IN T R O D U CT IO N A L A

M O D É L IS A T IO N

M A T H É M A T IQ U E E T A L A

S IM U L A T IO N N U M É R IQ U E

E x erc ice 1.2 .1 On suppose que la donnée initiale θ0 est continue et uniform ém ent

b ornée sur R. V érifi er que

θ(t,x) =
1√

4π νt

∫ +∞

−∞

θ0(y) e x p

(

−(x − V t − y)2

4νt

)

d y (1.1)

est b ien une solution de

{

∂θ
∂t

+ V ∂θ
∂x

− ν ∂2θ
∂x2 = 0 pour (x,t) ∈ R × R

+
∗

θ(t = 0 ,x) = θ0(x) pour x ∈ R
(1.2)

Co rrectio n . A fi n d e m o n tre r q u e θ(t,x) e st u n e fo n c tio n ré g u lìe re e t d é te rm in e r
se s d é riv é e s p a rtie lle s, o n so u h a ite a p p liq u e r le th é o rè m e d e d é riv a tio n so u s le sig n e

so m m e . A c e t e ff e t, o n p o se G(x,t,y) = ex p
(

− (x−V t−y)2

4ν t

)

. O n a

∂G

∂x
= −x − V t − y

2νt
G(x,t,y)

∂2G

∂x2
=

(

− 1

2νt
+

(x − V t − y)2

4ν2t2

)

G(x,t,y)

∂G

∂t
=

(x + V t − y)(x − V t − y)

4νt2
G(x,t,y).

P o u r to u t x d e R e t to u t t > 0 , il e x iste d e s c o n sta n te s C(x,t) e t β(x,t) p o sitiv e s
te lle s q u e si z e st su ffi sa m m e n t p ro ch e d e x,

∣

∣

∣

∣

∂G

∂x
(z,t,y)

∣

∣

∣

∣

≤ C(x,t)(1 + |y|) e x p (−β(x,t)y) .
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C o m m e θ0(y) e st u n ifo rm é m e n t b o rn é e , o n e n d é d u it q u e
∣

∣

∣

∣

θ0(y)
∂G

∂x
(z,t,y)

∣

∣

∣

∣

≤ C(x,t)(1 + |y|) e x p (−β(x,t)y) su p
s

|θ0(s)|

p o u r to u t z a p p a rte n a n t à u n v o isin a g e d e x. L e te rm e d e d ro ite e st in té g ra b le p a r
ra p p o rt à y. A in si, d ’a p rè s le th é o rè m e d e d é riv a tio n so u s le sig n e so m m e , o n e n
d é d u it q u e

∂

∂x

∫

∞

− ∞

θ0(y)G(x,t,y)d y =

∫

∞

− ∞

θ0(y)
∂G

∂x
d y

= −
∫

∞

− ∞

θ0(y)
x − V t − y

2νt
G(x,t,y)d y.

P a r u n ra iso n n e m e n t a n a lo g u e , o n o b tie n t q u e

∂2

∂x2

∫

∞

− ∞

θ0(y)G(x,t,y)d y =

−
∫

∞

− ∞

θ0(y)

(

1

2νt
− (x − V t − y)2

4ν2t2

)

G(x,t,y)d y

e t

∂

∂t

∫

∞

− ∞

θ0(y)G(x,t,y)d y =

∫

∞

− ∞

θ0(y)
(x + V t − y)(x − V t − y)

4νt2
G(x,t,y).

A in si, θ(t,x) e st d é riv a b le p o u r to u t t > 0 e t

∂θ

∂x
= − 1√

4π νt

∫

∞

− ∞

θ0(y)
x − V t − y

2νt
G(x,t,y)d y

∂2θ

∂x2
= − 1√

4π νt

∫

∞

− ∞

θ0(y)

(

1

2νt
− (x − V t − y)2

4ν2t2

)

G(x,t,y)d y

∂θ

∂t
=

1√
4π νt

∫

∞

− ∞

θ0(y)

(

(x + V t − y)(x − V t − y)

4νt2
− 1

2t

)

G(x,t,y)d y.

O n v é rifi e a lo rs a isé m e n t q u e

∂θ

∂t
+ V

∂θ

∂x
− ν

∂2θ

∂x2
= 0

Il n e re ste p lu s q u ’̀a p ro u v e r q u e θ(t,x) e st p ro lo n g e a b le e n t = 0 et v é rifi e b ie n la
c o n d itio n in itia le , c ’e st à d ire q u e

lim
t→0

1√
4π νt

∫

∞

− ∞

θ0(y) e x p

(

−(x − V t − y)2

4νt

)

d y = θ0(x). (1.3 )

R a p p e lo n s q u e ,
∫

∞

− ∞

e x p (−x2)d x =
√

π . (1.4)
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P o u r é ta b lir c e tte re la tio n , il su ffi t d e c a lc u le r
(

∫ ∞

−∞
e−x2

d x
)2

=
∫

R2 e−|x|2d x e n

c o o rd o n n é e s p o la ire s. O n p o se

ρ(x,t,y) =
1

√
4π νt

e x p

(

−
(x − V t − y)2

4νt

)

.

D ’a p rè s (1.4),
∫

ρ(x,t,y)d y = 1 p o u r to u t x e t t. E n fi n , p o u r to u t x ∈ R, o n c o n sta te
q u e p o u r to u t y d iff é re n t d e x, lim t→0 ρ(x,t,y) = 0 . A in si, x é ta n t fi x é , ρ(x,t,y) e st
u n e fo n c tio n d e y se c o n c e n tra n t e n x lo rsq u e t te n d v e rs z é ro . P o u r ê tre p lu s p ré c is,
o n m o n tre q u e p o u r to u t δ e t ε ré e ls stric te m e n t p o sitifs, il e x iste t(δ,ε) te l q u e p o u r
to u t t < t(δ,ε),

∣

∣

∣

∣

∫

x+δ

x−δ

ρ(x,t,y)d y − 1

∣

∣

∣

∣

≤ ε.

e t
∣

∣

∣

∣

∫

x−δ

−∞

ρ(x,t,y)d y +

∫ ∞

x+δ

ρ(x,t,y)d y

∣

∣

∣

∣

≤ ε.

L ’́e q u a tio n (1.3) d é c o u le a lo rs d u fa it q u e θ0 e st c o n tin u e , u n ifo rm é m e n t b o rn é e .

Exercice 1.2.2 On suppose que la donnée initiale θ0 est dériv ab le et uniform ém ent
b ornée sur R. V érifi er que

θ(t,x) = θ0(x − V t) (1.5 )

est b ien une solution de
{

∂ θ

∂ t
+ V ∂ θ

∂ x
= 0 pour (x,t) ∈ R × R

+
∗

θ(t = 0 ,x) = θ0(x) pour x ∈ R.
(1.6 )

M ontrer que (1 .5 ) est la lim ite de (1 .1 ) lorsque le param ètre ν tend vers z éro.

C o rrectio n .
∂θ

∂t
(x,t) = −V

∂θ0

∂x
(x − V t) = −V

∂θ

∂x
(x).

A in si, θ v é rifi e l’́e q u a tio n d iff é re n tie lle a n n o n c é e . D e p lu s, θ v é rifi e triv ia le m e n t la
c o n d itio n in itia le .
P a r u n ra iso n n e m e n t a n a lo g u e à c e lu i q u i n o u s a v a it p e rm is d ’́e ta b lir la c o n tin u ité
d e la so lu tio n d a n s l’ e x e rc ic e p ré c é d e n t, o n m o n tre q u e

lim
ν→0

1
√

4π νt

∫

+∞

−∞

θ0(y) e x p

(

−
(x − V t − y)2

4νt
)

)

d y = θ0(x − V t) = θ(t).

Exercice 1.3 .1 On se propose de retrouver une propriété de déc roissance exponentielle
en tem ps (voir la form ule (1 .1 )) de la solution de l’́equation de la c h aleur







∂ u

∂ t
− ∆u = f dans Ω × R

+
∗

u = 0 sur ∂Ω × R
+
∗

u(t = 0 ) = u0 dans Ω
(1.7 )
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dans un domaine Ω b orné. E n une dimension d’esp ace, on p ose Ω = (0, 1) et on sup p ose
q ue f = 0. S oit u(t, x) une solution rég ulière de (1 .7 ). E n multip liant l’́eq uation p ar u

et en intég rant p ar rap p ort à x, étab lir l’́eg alité

1

2

d

dt

(
∫

1

0

u2(t, x) dx

)

= −

∫

1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

dx

M ontrer q ue toute fonc tion v(x) continûment dériv ab le sur [0, 1], telle q ue v(0) = 0,
v érifi e l’inég alité de P oincaré

∫

1

0

v2(x) dx ≤

∫

1

0

∣

∣

∣

∣

dv

dx
(x)

∣

∣

∣

∣

2

dx.

E n déduire la déc roissance ex p onentielle en temp s de
∫

1

0
u2(t, x) dx.

Correction. E n m u ltip lia n t l’́e q u a tio n d iff é re n tie lle (1.7 ) p a r u o n o b tie n t p a r
in té g ra tio n q u e

∫

1

0

∂u

∂t
udx =

∫

1

0

∂2u

∂x2
udx.

Q u itte à su p p o se r u su ffi sa m m e n t ré g u lìe re , o n p e u t a p p liq u e r le th é o rè m e d ’ in té -
g ra tio n so u s le sig n e so m m e a u te rm e d e g a u ch e e t e ff e c tu e r u n e in té g ra tio n p a r
p a rtie su r le te rm e d e d ro ite . O n o b tie n t a in si q u e

1

2

d

dt

(
∫

1

0

u2dx

)

= −

∫

1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

2

dx. (1.8 )

S o it v u n e fo n c tio n d e c la sse C1 su r [0, 1] te lle q u e v(0) = 0. P o u r to u t x ∈ [0, 1],

v2(x) =

(
∫

x

0

dv

dx
(y)dy

)2

≤ x

∫

x

0

∣

∣

∣

∣

dv

dx
(y)

∣

∣

∣

∣

2

dy ≤

∫

1

0

∣

∣

∣

∣

dv

dx
(y)

∣

∣

∣

∣

2

dy

d ’ o ù
∫

1

0

v2(x)dx ≤

∫

1

0

∣

∣

∣

∣

dv

dx
(x)

∣

∣

∣

∣

2

dx.

E n a p p liq u a n t c e tte d e rn ìe re in é g a lité à v(x) = u(t, x) e t (1.8 )

1

2

df

dt
(t) ≤ −f(t)

o ù

f(t) =

∫

1

0

u2(x, t)dx.

A in si,
1

2

d(fe2t)

dt
=

(

1

2

df

dt
+ f

)

e2t
≤ 0

et p o u r to u t t ≥ 0,
f(t)e2t

≤ f(0).
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Exercice 1.3.2 On se place en dimension N = 1 d’espace. On su ppose q u e les données

initiales u0 et u1 sont des fonctions rég u lières, et q u e f = 0 avec Ω = R. On note U1

u ne primitiv e de u1. V érifi er q u e

u(t, x) =
1

2
(u0(x + t) + u0(x − t)) +

1

2
(U1(x + t) − U1(x − t)) , (1.9 )

est la solu tion u niq u e de






























∂2u

∂t2
− ∆u = f dans Ω × R

+
∗

u = 0 su r ∂Ω × R
+
∗

u(t = 0 ) = u0 dans Ω

∂u

∂t
(t = 0 ) = u1 dans Ω

(1.10 )

dans la classe des fonctions rég u lières.

C o rrectio n . L a fo n c tio n

u(t, x) =
1

2
(u0(x + t) + u0(x − t)) +

1

2
(U1(x + t) − U1(x − t))

o ù U1 e st u n e p rim itiv e d e u1 e st triv ia le m e n t u n e so lu tio n d e l’́e q u a tio n d e s o n d e s
(1.10 ). C o m m e l’́e q u a tio n e st lin é a ire , il su ffi t d e p ro u v e r l’ u n ic ité p o u r u0 = u1 = 0 .
S o it x0 < x1 e t 2t < x1−x0. E n m u ltip lia n t l’́e q u a tio n d iff é re n tie lle p a r ∂u

∂t
, o n o b tie n t

p a r in té g ra tio n p a r p a rtie q u e

0 =

∫

x1−t

x0+t

∂

∂t

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2
)

dx +

∫

x1−t

x0+t

∂

∂t

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2
)

dx

− 2
∂u

∂x

∂u

∂t
(x1 − t) + 2

∂u

∂x

∂u

∂t
(x0 + t).

P a r c o m m u ta tio n d e la d é riv a tio n e t d e l’ in té g ra tio n , o n e n d é d u it q u e

0 =
d

dt

(

∫

x1−t

x0+t

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx

)

+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x0 + t, t)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x1 − t, t)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(x0 + t, t)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(x1 − t, t)

∣

∣

∣

∣

2

− 2
∂u

∂x

∂u

∂t
(x1 − t, t) + 2

∂u

∂x

∂u

∂t
(x0 + t, t)

c ’e st à d ire

−

d

dt

(

∫

x1−t

x0+t

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx

)

=

∣

∣

∣

∣

(

∂u

∂t
+

∂u

∂x

)

(x0 + t, t)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

(

∂u

∂t
−

∂u

∂x

)

(x1 − t, t)

∣

∣

∣

∣

2

.
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A in si,

d

dt

(

∫ x1−t

x0+t

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx

)

≤ 0.

P o u r to u t t ≥ 0, p o u r to u t y0 e t y1 te ls q u e y0 ≤ y1, o n a d o n c
∫ y1

y0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤

∫ x1

x0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, 0)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(x, 0)

∣

∣

∣

∣

2

dx = 0 (1.11)

o ù x0 = y0 − t e t x1 = y1 + t. O n d é d u it d e (1.11) q u e u(x, t) = 0 p o u r to u t x e t
t ≥ 0, c e q u i a ch è v e la d é m o n stra tio n .

Exercice 1.3.3 Vérifier que la solution (1.9) au point (x, t) ne d épend d es d onnées
initiales u0 et u1 qu’̀a trav ers leurs valeurs sur le seg m ent [x − t, x + t]. Vérifier aussi
u(−t, x) est solution d e (1.10 ) d ans Ω × R

−

∗
, quitte à c h ang er le sig ne d e la v itesse

initiale u1(x).

C o rrectio n . O n ra p p e lle q u e

u(t, x) =
1

2
(u0(x + t) + u0(x − t)) +

1

2
(U1(x + t) − U1(x − t)),

o ù U1 e st u n e p rim itiv e d e u1. C o m m e

U1(x + t) − U1(x − t) =

∫ x+t

x−t

u1(y)dy

n e d é p e n d q u e d e la re stric tio n d e u1 su r l’ in te rv a lle [x− t, x + t], o n e n d é d u it q u e
u(t, x) n e d é p e n d q u e d e u0 e t u1 re stre in ts à [x−t, x+t]. L ’in fo rm a tio n se p ro p a g e à
v ite sse fi n ie . E n fi n , o n v é rifi e sa n s m a l q u e u(−t, x) e st so lu tio n d e la m ê m e é q u a tio n
su r Ω × R

−

∗
, q u itte à re m p la c e r u1 p a r −u1.

Exercice 1.3.4 O n se propose d e d ém ontrer un princ ipe d e conservation d e l’́energ ie
pour l’́equation d es ond es (1.10 ) sans utiliser la form ule explic ite (1.9). E n une d im ension
d ’espace, on pose Ω = (0, 1) et on suppose f = 0. S oit u(t, x) une solution rég ulière d e
(1.10 ). E n m ultipliant l’́equation par ∂ u

∂ t
et en intég rant par rapport à x, étab lir l’́eg alité

d ’́energ ie

d

dt

(

∫

1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

dx +

∫

1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

dx

)

= 0.

C onc lure et com parer à ce qui se passe pour l’́equation d e la c h aleur.

C o rrectio n . E n m u ltip lia n t l’́e q u a tio n d e s o n d e s p a r ∂u/ ∂t, o n o b tie n t p a r in té -
g ra tio n

∫

1

0

∂2u

∂t2
∂u

∂t
dx −

∫

1

0

∂2u

∂x2

∂u

∂t
dx = 0.

O n a p p liq u e a lo rs le th é o rè m e d e d é riv a tio n so u s le sig n e so m m e a u p re m ie r te rm e
d e l’́e q u a tio n e t o n e ff e c tu e u n e in té g ra tio n p a r p a rtie su r le se c o n d . Il v ie n t

1

2

d

dt

(

∫

1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx

)

+

∫

1

0

∂u

∂x

∂2u

∂t∂x
dx = 0.
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E n a p p liq u a n t à n o u v e a u le th é o rè m e d e d é riv a tio n so u s le sig n e so m m e (a u d e u x ìe m e
te rm e c e tte fo is), o n é ta b lit la c o n se rv a tio n d e l’́e n e rg ie .
D a n s le c a s d e l’́e q u a tio n d e la ch a le u r a v e c c o n d itio n d e D irich le t, l’́e n e rg ie to ta le
d é c ro ı̂t e x p o n e n tie lle m e n t. L a te m p é ra tu re te n d à d e v e n ir u n ifo rm é m e n t n u lle a u
se in d e l’ o u v e rt Ω . Il y a u n e d é p e rd itio n d ’́e n e rg ie p a r le b o rd d e Ω . L e c o m -
p o rte m e n t e st trè s d iff é re n t p o u r la so lu tio n d e l’́e q u a tio n d e s o n d e s. L ’́e n e rg ie e st
c o n se rv é e a u c o u rs d u te m p s e t l’o n d e e st ré fl é ch ie su r le s b o rd s.

Exercice 1.3.5 On se propose de démontrer des principes de conservation de l’énergie
pou r l’éq u ation de S ch rödinger







i
∂u

∂t
+ ∆ u − V u = 0 dans R

N × R
+
∗

u(t = 0 ) = u0 dans R
N .

(1.12)

S oit u(t, x) u ne solu tion régu lière de (1 .1 2 ) en u ne dimension d’espace q u i décrôıt vers
z éro (ainsi q u e ∂u

∂x
) lorsq u e |x| → +∞. M ontrer q u e pou r tou te fonction dérivab le v(t)

on a

R

(

∂v

∂t
v

)

=
1

2

∂|v|2

∂t
,

où R désigne la partie réelle et v le complex e conju gu é de v. E n mu ltipliant l’éq u ation
par u et en intégrant par rapport à x, étab lir l’égalité d’énergie

∫

R

|u(t, x)|2 d x =

∫

R

|u0(x)|2 d x.

E n mu ltipliant l’éq u ation par ∂u

∂t
, montrer q u e

∫

R

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

+ V (x) |u(t, x)|2
)

d x =

∫

R

(

∣

∣

∣

∣

∂u0

∂x
(x)

∣

∣

∣

∣

2

+ V (x) |u0(x)|2
)

d x.

C o rrectio n . S o it v u n e fo n c tio n d é riv a b le ,

R

(

∂v

∂t
v

)

=
1

2

(

∂v

∂t
v +

∂v

∂t
v

)

=
1

2

∂vv

∂t

O n a b ie n

R

(

∂v

∂t
v

)

=
1

2

∂|v|2

∂t
. (1.13 )

E n m u ltip lia n t l’́e q u a tio n d e S ch rö d in g e r p a r u, o n o b tie n t p a r in té g ra tio n q u e

i

∫

R

∂u

∂t
u +

∂2u

∂x2
u − V |u|2d x = 0

P a r in té g ra tio n p a r p a rtie su r le se c o n d m e m b re , o n o b tie n t

i

∫

R

∂u

∂t
ud x =

∫

R

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

2

+ V |u|2d x
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(le s h y p o th è se s d e d é c ro issa n c e e ff e c tu é e s su r u p e rm e tte n t d ’́e lim in e r le s te rm e s d e
b o rd s à “ l’ in fi n i” ). C o m m e le se c o n d m e m b re e st ré e l,

∫

R

∂u
∂t

udx e st u n im a g in a ire
p u re ,

R

(
∫

R

∂u

∂t
udx

)

= 0.

D ’ a p rè s (1.13 ), o n a d o n c
∫

R

∂|u|2

∂t
dx = 0.

P o u rv u q u e la so lu tio n u so it su ffi sa m m e n t ré g u lìe re , o n p e u t c o m m u te r le sig n e
so m m e e t in té g ra le , a in si

d

dt

∫

R

|u|2dx = 0

et
∫

R

|u(t, x)|2dx =

∫

R

|u0|
2dx.

E n m u ltip lia n t l’́e q u a tio n d e S ch rö d in g e r p a r ∂u
∂t

, il v ie n t

∫

R

i

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+
∂2u

∂x2

∂u

∂t
− V u

∂u

∂t
dx = 0

P a r in té g ra tio n p a r p a rtie d u se c o n d m e m b re , o n o b tie n t q u e
∫

R

i

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∂u

∂x

∂2u

∂t∂x
− V u

∂u

∂t
dx = 0.

E n c o n sid é ra n t la p a rtie ré e lle d e c e tte é g a lité , il v ie n t

∫

R

∂

∂t

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

2

+ V |u|2

)

dx = 0.

Il su ffi t d ’́e ch a n g e r la d é riv a tio n p a r ra p p o rt a u te m p s e t le sig n e in té g ra le a fi n d ’
o b te n ir le ré su lta t e sc o m p té

∫

R

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

2

+ V |u|2

)

dx =

∫

R

(

∣

∣

∣

∣

∂u0

∂x

∣

∣

∣

∣

2

+ V |u0|
2

)

dx.

Exercice 1.4.1 Le but de cet exercice est de montrer que le schéma implicite

un
j − un−1

j

∆t
+ V

un
j+ 1 − un

j−1

2 ∆x
+ ν

−un
j−1 + 2un

j − un
j+ 1

(∆x)2
= 0, (1.14 )

avec V = 0, v érifi e aussi le principe du maximum discret. O n impose des conditions aux
limites de D irichlet, c’est-à-dire que la formule (1 .1 4 ) est valable pour 1 ≤ j ≤ J et
on fi xe un

0 = un
J+ 1 = 0 pour tout n ∈ N. S oit deux constantes m ≤ 0 ≤ M telles que

m ≤ u0
j ≤ M pour 1 ≤ j ≤ J. V érifi er que l’on peut bien calculer de manière unique

les un+ 1

j en fonction des un
j . M ontrer que pour tous les temps n ≥ 0 on a encore les

inég alités m ≤ un
j ≤ M pour 1 ≤ j ≤ J (et ceci sans condition sur ∆t et ∆x).
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Correction. T o u t d ’a b o rd , m o n tro n s q u e le sch é m a im p lic ite (1.14 ) e st c o rre c te -
m e n t d é fi n i. O n p o se Un = (un

j )1≤j≤J . O n v é rifi e q u e le sch é m a im p lic ite é q u iv a u t à
d é te rm in e r Un te l q u e

AUn = Un−1.

o ù

A =



























1 + 2c −c 0 . . . . . . . . . . . 0

−c 1 + 2c −c 0
...

0 −c
. . . . . .

...
... 0

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . −c 0

... 0 −c 1 + 2c −c
0 . . . . . . . . . . . 0 −c 1 + 2c



























e t c = ν∆t/ (∆x)2. Il s’a g it d o n c d e p ro u v e r q u e la m a tric e A e st in v e rsib le , c e q u i
e st a isé . E n e ff e t, A e st sy m é triq u e , d é fi n ie p o sitiv e d o n c in v e rsib le : S o it X ∈ R

J .
P a r c o n v e n tio n , o n p o se X0 = XJ+1 = 0. O n a

XT AX =
J

∑

j= 0

X2
j + X2

j+1

2
+ c(Xj+1 − Xj)

2.

R e ste à p ro u v e r q u e le sch é m a v é rifi e le p rin c ip e d u m a x im u m . O n ra iso n n e p a r
ré c u rre n c e su r n. S u p p o so n s q u e m ≤ un−1

j ≤ M p o u r to u t j ∈ { 0, · · · , J + 1}
ra p p e lo n s q u e d ’a p rè s le s c o n d itio n s a u x b o rd s, m ≤ 0 ≤ M . S o it m′ = in fj ∈ { 1, · · · ,J} un

j

e t M ′ = su p j ∈ { 1, · · · ,J} un
j .

M o n tro n s q u e M ′ ≤ M . S i M ′ = 0, o n a rie n à d é m o n tre r. D a n s le c a s c o n tra ire ,
so it k ∈ { 1, · · · , J } te l q u e M ′ = un

k . D ’a p rè s le sch é m a ,

(1 + 2c)un
k = un−1

k + 2c

(

un
k−1

+ un
k+1

2

)

C o m m e
un

k−1
+un

k+ 1

2
≤ un

k , o n e n d é d u it q u e

(1 + 2c) un
k ≤ un−1

k + 2cun
k ,

d ’ o ù
M ′ = un

k ≤ un−1

k ≤ M.

Q u itte a re m p la c e r u p a r −u, o n o b tie n t é g a le m e n t m′ ≥ m.

E x ercice 1 .4 .2 Montrer que, si la condition CFL

|V |∆t ≤ ∆x. (1.15 )

n’est p as satisfaite, le sch ém a décentré am ont

un+1

j − un
j

∆t
+ V

un
j − un

j−1

∆x
= 0 (1.16 )

p our l’́equation d’advection est instab le p our la donnée initiale u0
j = (−1)j.
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Correction. L e sch é m a d é c e n tré a m o n t e st d é fi n i p a r

un+1

j − un
j

∆t
+ V

un
j − un

j−1

∆x
= 0.

C o n sid é ro n s c o m m e d o n n é e in itia le u0
j = (−1)j. O n m o n tre p a r u n e ré c u rre n c e

é v id e n te q u e

un
j =

(

1 −
2V ∆t

∆x

)n

(−1)j.

A in si, la su ite un re ste b o rn é e si e t se u le m e n t si
∣

∣

∣

∣

1 −
2V ∆t

∆x

∣

∣

∣

∣

≤ 1.

o u e n c o re si la c o n d itio n C F L
|V |∆t

∆x
≤ 1

est v é rifi é e .

E x ercice 1 .4 .3 É c rire u n sc h é m a e x p lic ite c e n tré e n e sp a c e p o u r l’́e q u a tio n d e s o n d e s
(1 .1 0 ) e n u n e d im e n sio n d ’e sp a c e e t sa n s te rm e so u rc e . P ré c ise r c o m m e n t d é m a rre r le s
ité ra tio n s e n te m p s. V é rifi e r l’e x iste n c e d ’u n c ô n e d e d é p e n d a n c e d isc re t a n a lo g u e à c e lu i
c o n tin u illu stré p a r la F ig u re 1.3. E n d é d u ire q u e , si c e sc h é m a c o n v e rg e , le s p a s d e te m p s
e t d ’e sp a c e d o iv e n t n é c e ssa ire m e n t sa tisfa ire la c o n d itio n (d e ty p e C F L ) ∆t ≤ ∆x.

Correction. P o u r l’́e q u a tio n d e s o n d e s (1.10) sa n s te rm e so u rc e , le sch é m a e x p lic ite
c e n tré e st

un−1

j − 2un
j + un+1

j

(∆t)2
+

−un
j−1 + 2un

j − un
j+1

(∆x)2
= 0.

A in si,

un+1

j = −un−1

j + 2un
j +

(

∆t

∆x

)2

(un
j−1 − 2un

j + un
j+1). (1.17 )

O n in itia lise le sch é m a e n p o sa n t

u0

j = u0(j∆x) e t u1

j = u0

j + ∆tu1(j∆x).

A u v u d e l’́e q u a tio n (1.17 ), o n m o n tre p a r u n e ré c u rre n c e é v id e n te q u e la v a le u r
d e un+1

j n e d é p e n d q u e d e s v a le u rs d e s u1
j+k p o u r k e n tie r, −n ≤ k ≤ n e t d e u0

j+l

p o u r l e n tie r, −n < l < n.
O n n o te u(t,x) la so lu tio n d e l’́e q u a tio n d e s o n d e s. C o m m e la v a le u r u((n +

1)∆t,j∆x) d é p e n d d e s v a le u rs d e u0 e t u1 su r [j∆x− (n + 1)∆t,j∆x + (n + 1)∆t],
p o u r q u e le sch é m a c o n v e rg e , o n d o it a v o ir

(j − n − 1)∆x ≤ j∆x − (n + 1)∆t e t j∆x + (n + 1)∆t ≤ (j + n + 1)∆x,

c o n d itio n s q u i so n t é q u iv a le n te s à

∆t ≤ ∆x.
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Exercice 1.5.1 Le but de cet exercice est de montrer que le problème de Cauchy pour

le Laplacien est mal posé. S oit le domaine bidimensionnel Ω = (0, 1) × (0, 2π). O n

considère le problème de Cauchy en x et le problème aux limites en y suiv ant



















−

∂2u

∂x2
−

∂2u

∂y2
= 0 dans Ω

u(x, 0) = u(x, 2π) = 0 pour 0 < x < 1

u(0, y) = 0,
∂u

∂x
(0, y) = −e−

√
n sin (ny) pour 0 < y < 2π

V érifi er que u(x, y) = e−
√

n

n
sin (ny)sh (nx) est une solution. M ontrer que la condition

initiale et toutes ses dériv ées en x = 0 converg ent uniformément v ers 0 , tandis que, pour

tout x > 0, la solution trouv ée u(x, y) et toutes ses dériv ées ne sont pas bornés quand

n tend vers l’infi ni. Conclure.

C o rrectio n . Ic i, x jo u e le rô le d u te m p s. O n v é rifi e sa n s m a l q u e la so lu tio n
p ro p o sé e e st u n e so lu tio n d u sy stè m e . D ’a u tre p a rt,

∂ku

∂xk
=

{

e−
√

nnk sin (ny) sin h (nx) si k e st p a ir

e−
√

nnk−1 sin (ny) c o sh (nx) si k im p a ir

e t














∂2pu

∂y2p
= e−

√
n(−1)pn2p−1 sin (ny) sin h (nx)

∂2p+ 1u

∂y2p+ 1
= e−

√
n(−1)pn2p c o s(ny) sin h (nx).

O n c o n sta te q u e e n x = 0, u a in si q u e to u te s se s d é riv é e s c o n v e rg e n t v e rs 0 lo rsq u e n

te n d v e rs + ∞. A c o n tra rio , si x > 0, n i u n i se s d é riv é e s n e so n t b o rn é e s p a r ra p p o rt
à n. O r, p o u r d e s c o n d itio n s in itia le s (i.e . e n x = 0) n u lle s, la fo n c tio n u = 0 est u n e
so lu tio n triv ia le d u sy stè m e . A in si, d e s p e rtu rb a tio n s in fi n ité sim a le s d e s c o n d itio n s
in itia le s (m ê m e p o u r la n o rm e trè s fo rte C∞) in d u ise n t d e trè s g ra n d e s p e rtu rb a tio n s
d e la so lu tio n (p o u r n ’im p o rte q u e lle n o rm e ra iso n n a b le , m ê m e fa ib le ). L e p ro b l̀e m e
d e C a u ch y p ro p o sé e st d o n c m a l p o sé .
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Chapitre 2

MÉ T H O D E D E S D IF F É R E N CE S

F IN IE S

E x erc ice 2.2.1 Montrer que le schéma à six points

un+1
j+1 − un

j+1

12∆t
+

5 (un+1
j − un

j )

6 ∆t
+

un+1
j−1 − un

j−1

12∆t

+ν
−un+1

j−1 + 2un+1
j − un+1

j+1

2(∆x)2
+ ν

−un
j−1 + 2un

j − un
j+1

2(∆x)2
= 0

(2.1)

n’est rien d ’autre que le θ-schéma

un+1
j − un

j

∆t
+ θν

−un+1
j−1 + 2un+1

j − un+1
j+1

(∆x)2
+ (1 − θ)ν

−un
j−1 + 2un

j − un
j+1

(∆x)2
= 0 (2.2)

avec θ = 1/2 − (∆x)2/12ν∆t

Co rrectio n . Il su ffi t d e c o n sta te r q u e

un+1
j+1 − un

j+1

12∆t
+

5 (un+1
j − un

j )

6 ∆t
+

un+1
j−1 − un

j−1

12∆t

=
(un+1

j − un
j )

∆t
+

un+1
j+1 − un

j+1

12∆t
+ −

2(un+1
j − un

j )

12∆t
+

un+1
j−1 − un

j−1

12∆t

=
(un+1

j − un
j )

∆t
−

−un+1
j−1 + 2un+1

j − un+1
j+1

12∆t
+

−un
j−1 + 2un

j − un
j+1

12∆t
.

E n re m p la c a n t c e tte e x p re ssio n d a n s le sch é m a à six p o in ts, o n e n d é d u it q u e c e
d e rn ie r e st é q u iv a le n t à

un+1
j − un

j

∆t
+

(

ν

2
− (∆x)2

12∆t

)−un+1
j−1 + 2un+1

j − un+1
j+1

(∆x)2

+

(

ν

2
+

(∆x)2

12∆t

)−un
j−1 + 2un

j − un
j+1

(∆x)2
= 0

q u i n ’e st rie n d ’a u tre q u e le θ sch é m a a v e c θ = 1/2 − (∆x)2/12ν∆t.
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Exercice 2.2.2 Pour chacun des schémas de la Sous-section 2.2.1, v érifi er q ue l’erreur
de troncature est b ien du ty p e annoncé dans le T ab leau 2.1. (O n remarq uera q ue tous
ces schémas sont consistants sauf celui de D uF ort-F rankel.)

C o rrectio n . L e c a lc u l d e l’e rre u r d e tro n c a tu re d ’u n sch é m a e st so u v e n t d é lic a t à
m e n e r. S i o n n e p ro c è d e p a s d e m a n ìe re so ig n é e e t m é th o d iq u e , o n p e u t a isé m e n t
se re tro u v e r e n g lu é d a n s u n c a lc u l in e x tric a b le , d o n t le c o û t c ro ı̂t e x p o n e n tie lle -
m e n t e n fo n c tio n d e l’o rd re à d é te rm in e r. Q u e lq u e s rè g le s sim p le s p e rm e tte n t e n
g é n é ra l d ’́e v ite r c e tra v e rs. L ’e rre u r d e tro n c a tu re se c a lc u le e n d é v e lo p p a n t to u s le s
te rm e s d u sch é m a a u m ê m e p o in t à l’a id e d e s fo rm u le s d e T a y lo r. L e p o in t ch o isi n ’a
é v id e m m e n t a u c u n e in fl u e n c e su r le ré su lta t o b te n u (l’o rd re d u sch é m a n e d é p e n d p a s
d u p o in t c o n sid é ré ). P a r c o n tre , c e ch o ix in fl u e su r la ta ille d u c a lc u l q u i e n ré su lte .
Il e st re c o m m a n d é d e d iv ise r le c a lc u l e n p lu sie u rs é ta p e s. L e s d é v e lo p p e m e n ts c a l-
c u ĺe s lo rs d ’u n e é ta p e p o u v a n t ê tre ré u tilisé à u n e a u tre . Il fa u t a b so lu m e n t u tilise r
l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r la so lu tio n (p a r e x e m p le re m p la c e r le s d é riv é e s e n te m p s p a r
d e s d é riv é e s e n e sp a c e ). C e la sim p lifi e c o n sid é ra b le m e n t le s c a lc u ls, e t n o u s p e rm e t
d e d é te rm in e r l’o rd re o p tim a l d u sch é m a . E n fi n , il fa u t é v ite r à to u t p rix d ’e ff e c tu e r
d e s c a lc u ls in u tile s e t n e p a s m a n ip u le r d e s te rm e s d ’o rd re n o n sig n ifi c a tifs. E n fi n ,
u n p e tit tru c c la ssiq u e c o n siste à u tilise r le s sy m é trie s d u sch é m a , q u i p e u v e n t im -
p liq u e r q u e le s te rm e s n o n n u l d u d é v e lo p p e m e n t so n t n é c e ssa ire m e n t so it p a ire s,
so it im p a ire s.

L e s sch é m a s e x p lic ite , im p lic ite e t d e C ra n k -N ich o lso n n e so n t q u e d e s c a s p a r-
tic u lie rs d u θ-sch é m a . C e d e rn ie r p o ssè d e d e s te rm e s c o m m u n s a v e c le sch é m a à 6
p o in ts d o n t n o u s d o n n o n s le d é v e lo p p e m e n t c i-d e sso u s. L e sch é m a d ’o rd re le p lu s
é le v é é ta n t le sch é m a à 6 p o in ts, d ’o rd re 2 e n te m p s e t 4 e n e sp a c e , o n p e u t d o n c
n é g lig e r le s te rm e s e n o ((∆x)4) e t o ((∆t)2). O n e ff e c tu e n o s d é v e lo p p e m e n t a u p o in t
(tn,xj) (u n a u tre ch o ix ra iso n n a b le c o n siste ra it à e ff e c tu e r le s d é v e lo p p e m e n ts a u
p o in t (tn + ∆t/ 2,xj)). P a r d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r, p u is e n u tilisa n t le fa it q u e u
e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n d e la ch a le u r, o n a

u(tn+ 1,xj) − u(tn,xj)

∆t
=

(

∂u

∂t
+

∆t

2

∂2u

∂t2
+

(∆t)2

6

∂3u

∂t3

)

(tn,xj) + o ((∆t)2)

=

(

ν
∂2u

∂x2
+ ν2

∆t

2

∂4u

∂x4
+ ν3

(∆t)2

6

∂6u

∂x6

)

(tn,xj) + o ((∆t)2).

D e m ê m e ,

u(tn,xj−1) − 2u(tn,xj) + u(tn,xj+ 1)

(∆x)2
=

(

∂2u

∂x2
+

(∆x)2

12

∂4u

∂x4
+ 2

(∆x)4

6!

∂6u

∂x6

)

(tn,xj) + o ((∆x)4).

E n re m p la ç a n t n p a r n + 1 d a n s l’e x p re ssio n p ré c é d e n te , o n o b tie n t su ite à u n
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d é v e lo p p e m e n t e n (tn,xj) q u e

u(tn+1,xj−1) − 2u(tn+1,xj) + u(tn+1,xj+1)

(∆x)2
=

(

∂2u

∂x2
+

(∆x)2

12

∂4u

∂x4
+ 2

(∆x)4

6!

∂6u

∂x6

)

(tn,xj)

+ ∆t

(

∂3u

∂t∂x2
+

(∆x)2

12

∂5u

∂t∂x4

)

(tn,xj)

+
(∆t)2

2

(

∂4u

∂t2∂x2

)

(tn,xj) + o ((∆x)4 + (∆t)2)

D e l’́e q u a tio n ∂u/∂t = ν∂2u/∂x2, il v ie n t

u(tn+1,xj−1 − 2u(tn+1,xj) + u(tn+1,xj+1)

(∆x)2
=

(

∂2u

∂x2
+

(

(∆x)2

12
+ ν∆t

)

∂4u

∂x4

+

(

2
(∆x)4

6!
+

ν(∆t)(∆x)2

12
+

ν2(∆t)2

2

)

∂6u

∂x6

)

(tn,xj) + o ((∆x)4 + (∆t)2)

1. C o n sista n c e d e s sch é m a s e x p lic ite , im p lic ite , θ-sch é m a e t C ra n k -N ich o lso n .
P a r c o m b in a iso n lin é a ire , d e s d é v e lo p p e m e n ts c a lc u ĺe s p ré c é d e m m e n t,

u(tn+1,xj) − u(tn,xj)

∆t
+ θν

−u(tn+1,xj−1) + 2u(tn+1,xj) − u(tn+1,xj+1)

(∆x)2

+ (1 − θ)ν
−u(tn,xj−1) + 2u(tn,xj) − u(tn,xj+1)

(∆x)2

= (1 − θ − (1 − θ)) ν
∂2u

∂x2

+

(

ν∆t

2
− θ

(

(∆x)2

12
+ ν∆t

)

− (1 − θ)
(∆x)2

12

)

ν
∂4u

∂x4

+

(

1

6
−

θ

2

)

(∆t)2ν3
∂6u

∂x6
+ o ((∆t)2 + (∆x)2).

A p rè s sim p lifi c a tio n ,

u(tn+1,xj) − u(tn,xj)

∆t
+ θν

−u(tn+1,xj−1) + 2u(tn+1,xj) − u(tn+1,xj+1)

(∆x)2

+ (1 − θ)ν
−u(tn,xj−1) + 2u(tn,xj) − u(tn,xj+1)

(∆x)2

=

(((

1

2
− θ

)

ν∆t −
(∆x)2

12

)

ν
∂4u

∂x4
+

(

1

6
−

θ

2

)

(∆t)2ν3
∂6u

∂x6

)

(tn,xj)

+ o ((∆t)2 + (∆x)2).

A in si p o u r le θ 6= 1/2 (e n p a rtic u lie r p o u r le s sch é m a s e x p lic ite e t im p lic ite ), le
θ-sch é m a e st d ’o rd re u n e n te m p s e t d e u x e n e sp a c e , ta n d is q u e le sch é m a d e C ra n k -
N ich o lso n e st d ’o rd re d e u x e n te m p s e t e n e sp a c e .
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2. C o n sista n c e d u sch é m a à 6 p o in ts.
Il n o u s re ste à c o n sid é re r le te rm e

u(tn+1,xj+1) − u(tn,xj+1)

∆t
+

u(tn+1,xj−1) − u(tn,xj−1)

∆t

D ’a p rè s le d é v e lo p p e m e n t e ff e c tu é a u d é b u t d e l’e x e rc ic e , p u is e n d é v e lo p p a n t le
ré su lta t o b te n u e n (tn,xj), o n a

u(tn+1,xj+1) − u(tn,xj+1)

∆t
+

u(tn+1,xj−1) − u(tn,xj−1)

∆t

= ν

(

∂2u

∂x2
+

ν∆t

2

∂4u

∂x4
+

ν2(∆t)2

6

∂6u

∂x6

)

(tn,xj+1)

+ ν

(

∂2u

∂x2
+

ν∆t

2

∂4u

∂x4
+

ν2(∆t)2

6

∂6u

∂x6

)

(tn,xj−1) + o ((∆t)2)

=

(

2ν

(

∂2u

∂x2
+

ν∆t

2

∂4u

∂x4
+

ν2(∆t)2

6

∂6u

∂x6

)

+ ν(∆x)2

(

∂4u

∂x4
+

ν∆t

2

∂6u

∂x6

)

+
ν(∆x)4

12

∂6u

∂x6

)

(tn,xj) + o ((∆t)2 + (∆x)4)

S o it,

u(tn+1,xj+1) − u(tn,xj+1)

∆t
+

u(tn+1,xj−1) − u(tn,xj−1)

∆t

= 2ν
∂2u

∂x2
+
(

ν2∆t + ν(∆x)2
) ∂4u

∂x4
+

(

ν3(∆t)2

3
+

ν2∆t(∆x)2

2
+

ν(∆x)4

12

)

∂6u

∂x6

+ o ((∆t)2 + (∆x)4)

P a r c o m b in a iso n lin é a ire a v e c le s a u tre s d é v e lo p p e m e n ts e ff e c tu é s, o n o b tie n t (a p rè s
sim p lifi c a tio n )

u(tn+1,xj+1) − u(tn,xj+1)

12∆t
+

5 (u(tn+1,xj) − u(tn,xj))

6∆t

+
u(tn+1,xj−1) − u(tn,xj−1)

12∆t
− ν

u(tn+1,xj−1) − 2u(tn+1,xj) + u(tn+1,xj+1)

2(∆x)2

− ν
u(tn,xj−1) − 2u(tn,xj) + u(tn,xj+1)

2(∆x)2

=

(

3

6!
ν(∆x)4

−

ν3

12
(∆t)2

)

∂6u

∂x6
+ o ((∆x)4 + (∆t)2).

L e sch é m a à 6 p o in ts e st d o n c d ’o rd re 4 e n e sp a c e e t 2 e n te m p s.
3 . C o n sista n c e d u sch é m a d e D u F o rt-F ra n k e l (2.7 )
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u(tn+1,xj) − u(tn−1,xj)

2∆t
=

∂u

∂t
+ o

(

(

∆t

∆x

)2
)

e t

−u(tn,xj−1) + u(tn+1,xj) + u(tn−1,xj) − u(tn,xj+1)

(∆x)2

= −
∂2u

∂x2
+

(

∆t

∆x

)2
∂2u

∂t2
−

(∆x)2

12

∂4u

∂x4
+ o

(

(

∆t

∆x

)2

+ (∆x)2

)

E n c o m b in a n t c e s d e u x e x p re ssio n s, o n e n d é d u it q u e si u e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n
d e la ch a le u r,

u(tn+1,xj) − u(tn−1,xj)

2∆t

+ ν
−u(tn,xj−1) + u(tn+1,xj) + u(tn−1,xj) − u(tn,xj+1)

(∆x)2

=

(

(

∆t

∆x

)2

−
(∆x)2

12

)

∂4u

∂x4
+ o

(

(

∆t

∆x

)2

+ (∆x)2

)

L e sch é m a e st d ’o rd re O((∆t/∆x)2 + (∆x)2).
4. C o n sista n c e d u sch é m a d e G e a r (2 .8 )

3u(tn+1,xj) − 4u(tn,xj) + u(tn−1,xj)

=2(∆t)
∂u

∂t
−

2

3
(∆t)3

∂3u

∂t3
(tn+1,xj) + O((∆t)4)

e t

−u(tn+1,xj−1) + 3u(tn+1,xj) − u(tn+1,xj+1)

= − (∆x)2
∂2u

∂x2
−

(∆x)4

24

∂4u

∂x4
+ O((∆x)6).

E n a p p liq u a n t c e s d e u x d é v e lo p p e m e n ts d e T a y lo r à la so lu tio n u d e l’́e q u a tio n d e s
o n d e s, o n o b tie n t

3u(tn+1,xj) − 4u(tn,xj) + u(tn−1,xj)

(∆x)2

+ ν
−u(tn+1,xj−1) + 3u(tn+1,xj) − u(tn+1,xj+1)

2∆t

= −
ν(∆x)2

24

∂4u

∂x4
+

(∆t)2

3

∂6u

∂x6
+ O((∆t)3 + (∆x)3)

L e sch é m a d e G e a r e st d o n c d ’o rd re 2 e n te m p s e t e n e sp a c e .
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Exercice 2.2.3 Montrer que le schéma de Crank-Nicholson (2.2) (avec θ = 1/2) est
stab le en norme L∞ si ν∆t ≤ (∆x)2, et que le schéma de D uF ort-F rankel

un+ 1

j − un−1

j

2∆t
+ ν

−un
j−1 + un+ 1

j + un−1

j − un
j+ 1

(∆x)2
= 0, (2.3 )

est stab le en norme L∞ si 2ν∆t ≤ (∆x)2 (on ap p ilque aux deux schémas des conditions
aux limites de ty p e D irichlet homog ènes).

C o rrectio n . O n v a m o n tre r q u e so u s u n e c o n d itio n C F L a p p ro p ríe e , le sch é m a d e
C ra n k -N ich o lso n v é rifi e le p rin c ip e d u m a x im u m d isc re t.

S o it k e t l te ls q u e

un+ 1

k = M = m a x
j

un+ 1

j e t un+ 1

l = m = m in
j

un+ 1.

N o to n s q u e M e st p o sitif o u n u l e t m n é g a tif o u n u l. O n v a m o n tre r q u e

M ≤ m a x (0, m a x
j

un
j ) (2.4 )

e t m in (0, m in
j

un
j ) ≤ m. (2.5 )

D a n s u n p re m ie r te m p s, o n c o n sid è re l’in é g a lité (2.4 ). C e tte d e rn ìe re e st triv ia le m e n t
v é rifi é e si M = 0. O n p e u t d o n c se re stre in d re a u c a s M 6= 0. L e m a x im u m d e un+ 1

j

p o u r to u t j ∈ { 0, · · · , N + 1} e st a tte in t e n u n é ĺe m e n t k ∈ { 1, · · · , N } e t d ’a p rè s
(2.2) a v e c θ = 1/2,

M − un
k

∆t
+ ν

−un
k−1

+ 2un
k − un

k+ 1

2(∆x)2
≤ 0,

so it

M ≤

(

1 −
ν∆t

(∆x)2

)

un
k +

ν∆t

2(∆x)2
(un

k−1 + un
k+ 1).

S i
ν∆t ≤ (∆x)2, (2.6 )

le te rm e d e d ro ite e st u n e c o m b in a iso n c o n v e x e d e s c o o rd o n n é e s d e un, e t le p re m ie r
p o in t d e (2.4 ) e st v é rifi é . L a m in o ra tio n d e m s’e n d é d u it e n re m p la ç a n t un p a r −un

e t M p a r −m. S i la c o n d itio n C F L (2.6 ) e st v é rifi é e , le sch é m a d e C ra n k -N ich o lso n
v é rifi e le p rin c ip e d u m a x im u m d isc re t. E n c o n sé q u e n c e , il e st sta b le p o u r la n o rm e
L∞.

L e sch é m a d e D u F o rt-F ra n k e l (2.3 ) e st d é fi n i p a r
(

1

2∆t
+

ν

(∆x)2

)

un+ 1

j =

(

1

2∆t
−

ν

(∆x)2

)

un−1

j +
ν

(∆x)2
(un

j−1 + un
j+ 1)

S i 2ν∆t ≤ (∆x)2, un+ 1

j e st u n e c o m b in a iso n c o n v e x e d e un−1

j , un
j−1 e t un

j+ 1. A in si, il
e st sta b le p o u r la n o rm e L∞, c ’e st a d ire

‖un‖∞ ≤ m a x
(

‖u0‖∞, ‖u1‖∞
)

.

F in a le m e n t, o n p e u t re m a rq u e r q u e la d iff é re n c e d e tra ite m e n t d e s d e u x sch é m a s e st
d u e à le u r n a tu re : im p lic ite p o u r le sch é m a d e C ra n k -N ich o lso n , e x p lic ite p o u r le
sch é m a d e D u F o rt-F ra n k e l.
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Exercice 2.2.4 Montrer que le θ-sc h ém a (2 .2 ) est sta b le en norm e L2 incond itionnel-
lem ent si 1/2 ≤ θ ≤ 1, et sous la cond ition C F L 2(1−2θ)ν∆t ≤ (∆x)2 si 0 ≤ θ < 1/2.

C o rrectio n . É tu d io n s la sta b ilité e n n o rm e L2 d u θ-sch é m a . P a r a p p lic a tio n d e la
tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r, il v ie n t

(

1 +
2θν∆t

(∆x)2
(1 − c o s(2kπ ∆x))

)

ûn+ 1 (k) =

(

1 +
2(θ − 1)ν∆t

(∆x)2
(1 − c o s(2kπ ∆x))

)

ûn(k).

A in si, le sch é m a se ra sta b le e n n o rm e L2 d è s q u e

∣

∣

∣

∣

1 +
2(θ − 1)ν∆t

(∆x)2
(1 − c o s(2kπ ∆x))

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

1 +
2θν∆t

(∆x)2
(1 − c o s(2kπ ∆x))

∣

∣

∣

∣

p o u r to u t k, c ’e st à d ire

∣

∣

∣

∣

1 −
4ν∆t sin 2(kπ ∆x)

(∆x)2 + 4θν∆t sin 2(kπ ∆x)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

o u e n c o re

0 ≤
4ν∆t sin 2(kπ ∆x)

(∆x)2 + 4θν∆t sin 2(kπ ∆x)
≤ 2.

C o m m e θ e st p o sitif, c e tte c o n d itio n e st é q u iv a le n te à

(∆x)2
≥ 2(1 − 2θ)ν∆t sin 2(kπ ∆x).

C e tte d e rn ìe re re la tio n e st v é rifi é e p o u r to u t k d è s q u e (1 − 2θ) ≤ 0 o u (∆x)2 ≥

2(1 − 2θ)ν∆t.

Exercice 2.2.5 Montrer que le sc h ém a à 6 p oints (2 .1 ) est incond itionnellem ent sta b le
en norm e L2.

C o rrectio n . P a r tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r a p p liq u é e a u sch é m a à 6 p o in ts (2.1),
o n o b tie n t

(

c o s(2kπ ∆x)

6∆t
+

5

6∆t

)

(ûn+ 1
− ûn) +

ν

(∆x)2
(4 − c o s(2kπ ∆x))(ûn+ 1 + ûn) = 0,

c ’e st à d ire

(

5 + co s(2kπ ∆x) +
6ν∆t

(∆x)2
(4 − c o s(2kπ ∆x))

)

ûn+ 1 =

(

5 + co s(2kπ ∆x) −
6ν∆t

(∆x)2
(4 − c o s(2kπ ∆x))

)

ûn.
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L e sch é m a e st d o n c L2-sta b le d è s q u e

5 + co s(2kπ ∆x) +
6ν∆t

(∆x)2
(4 − c o s(2kπ ∆x))

≥
∣

∣

∣

∣

5 + co s(2kπ ∆x) − 6ν∆t

(∆x)2
(4 − c o s(2kπ ∆x))

∣

∣

∣

∣

.

R e la tio n q u i e st triv ia le m e n t v é rifi é e in d é p e n d a m m e n t d e ∆x e t ∆t.

Exercice 2.2.6 Montrer que le schéma de Gear

3un+ 1
j − 4un

j + un−1
j

2∆t
+ ν

−un+ 1
j−1 + 2un+ 1

j − un+ 1
j+ 1

(∆x)2
= 0 (2.7 )

est inconditionnellement stab le et donc converg ent en norme L2.

C o rrectio n . E n a p p liq u a n t la tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r a u sch é m a d e G e a r (2.7 ),
o n o b tie n t

(

3 + c sin 2(kπ ∆x)
)

ûn+ 1 = 4ûn − ûn−1, (2.8 )

o ù c = 8ν∆t
(∆x)2

. O n in tro d u it le s p o ly n ô m e s (d é p e n d a n ts im p lic ite m e n t d e k, ∆t e t

∆x)
P (X) = (3 + 8 c sin 2(kπ ∆x))X2 − 4X + 1.

O n n o te λ1 e t λ2 le s ra c in e s d e P e t ∆ = (λ2 − λ1)
2 so n d isc rim in a n t. L e s so lu tio n s

d e (2.8 ) s’e x p rim e n t e x p lic ite m e n t e n fo n c tio n d e û0 e t û1 :

ûn =

{

(

λ2λn

1
−λ1λn

2

λ2−λ1

)

û0 +
(

λn

2
−λn

1

λ2−λ1

)

û1 si ∆ 6= 0,

(1 − n)λn
1 û

0 + nλn−1
1 û1 si ∆ = 0.

U n e c o n d itio n n é c e ssa ire d e sta b ilité e st d o n c q u e |λ1| e t |λ2| so ie n t a u p lu s é g a u x
à u n . D a n s c e c a s, a fi n q u e le sch é m a so it sta b le , il su ffi t q u ’il e x iste d e u x ré e ls δ e t
β te ls q u e p o u r to u t k, ∆x e t ∆t,

|∆(k, ∆x, ∆t)| ≤ δ =⇒ m a x (|λ1(k, ∆x, ∆t)|, |λ2(k, ∆x, ∆t)|) < β < 1. (2.9 )

E n e ff e t, p o so n s C(β) = m a x n nβn−1. C o m m e 0 < β < 1, C(β) < +∞. D e p lu s, si
|∆(k, ∆x, ∆t)| ≥ δ,

∣

∣

∣

∣

λn
2 − λn

1

λ2 − λ1

∣

∣

∣

∣

≤ 2/
√

δ ;

si 0 < |∆(k, ∆x, ∆t)| < δ,

∣

∣

∣

∣

λn
2 − λn

1

λ2 − λ1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

k= 0

λk
1λ

n−1−k
2

∣

∣

∣

∣

∣

≤ n m a x (|λ1|, |λ2|)n−1 ≤ C(β) ,

e t si ∆(k, ∆x, ∆t) = 0, n|λ1|n−1 ≤ C(β). D e c e s tro is in é g a lité s, o n e n d é d u it q u e

|ûn(k)| < K (|û0 + û1|)
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o ù K = 1 + 3 (C(β) + 2/
√

δ). A in si, ‖ûn‖L2 ≤ K(‖u0‖L2 + ‖u1‖L2).
R e ste à p ro u v e r q u e la c o n d itio n d e sta b ilité (2.9 ) e st e n e ff e t v é rifi é e . T o u t

d ’a b o rd , o n v é rifi e q u e p o u r to u t k, ∆x e t ∆t, |λ1| ≤ 1 et |λ2| ≤ 1. E n fi n , λ1 e t λ2

so n t d e s fo n c tio n s c o n tin u e s d e ∆. O r si ∆ = 0 , λ1 = λ2 = 1/2. Il e x iste d o n c δ e t
β, 1/2 < β < 1 te ls q u e la c o n d itio n (2.9 ) e st v é rifi é e .

Exercice 2.2.7 Montrer que le schéma de DuFort-Frankel (2.3) est inconditionnelle-
ment stab le en norme L2. Montrer que, si on fait tendre ∆t et ∆x v ers 0 de telle
manière que le rap p ort ∆t/∆x tende aussi v ers 0 , alors le schéma de DuFort-Frankel est
converg ent. (O n dit qu’il est “ conditionnellement” converg ent.)

C o rrectio n . P a r tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r, o n o b tie n t q u e

ûn+ 1 − ûn−1 +
2ν∆t

(∆x)2
(−2ûn c o s(2kπ ∆x) + ûn+ 1 + ûn−1) = 0 .

S o it e n c o re

(1 + c)ûn+ 1(k) − 2c c o s(kπ ∆x)ûn(k) − (1 − c)ûn−1(k) = 0 ,

o ù

c =
2(∆t)ν

(∆x)2
.

N o to n s q u e d a n s le c a s c ≤ 1, o n a p ro u v é p ré c é d e m m e n t la sta b ilité L∞ d u sch é m a
d e D u F o rt-F ra n k e l. C e tte d e rn ìe re im p liq u a n t la sta b ilité L2, n o u s n ’a v o n s p lu s q u ’̀a
é tu d ie r le c a s c > 1. O n p ro c è d e c o m m e p o u r l’e x e rc ic e p ré c é d e n t. C o n sid é ro n s le
p o ly n ô m e

P (X) = (1 + c)X2 − 2c c o s(kπ ∆x)X − (1 − c)

O n v é rifi e sa n s m a l q u e le s ra c in e s d e P so n t d e m o d u le in f́e rie u r o u é g a le à u n . E t
si ∆ d é sig n e le d isc rim in a n t a sso c íe ,

|λ1|, |λ2| ≤ (1 + c)−1
(

c| c o s(2kπ ∆x)| + |∆|1/2/2
)

.

O r c2 c o s2(2kπ ∆x) = ∆/4 + c2 − 1. A in si,

|λ1|, |λ2| ≤ (1 + c)−1
(

|∆/4 + c2 − 1|1/2 + |∆|1/2/2
)

.

L e te rm e d e g a u ch e e st c o n tin u e p a r ra p p o rt à ∆ et c. D e p lu s, p o u r ∆ = 0 , il e st
é g a le à ( c−1

c+ 1
)1/2. S o u s la c o n d itio n C F L c < M , il e x iste γ te l q u e ( c−1

c+ 1
)1/2 < γ < 1.

C o m m e [1, M ] × 0 e st u n c o m p a c t, il e x iste δ e t ε te l q u e p o u r to u t 1 ≤ c ≤ M ,

|∆| ≤ δ =⇒
(

|∆/4 + c2 − 1|1/2 + |∆|1/2/2
)

< γ + ε < 1.

L a c o n d itio n d e sta b ilité (2.9 ) é n o n c é e d a n s la c o rre c tio n d e l’E x e rc ic e 2.2.5 e st
v é rifi é e . L e sch é m a e st d o n c c o n v e rg e n t p o u rv u q u e le ra p p o rt ∆t/(∆x)2 re ste b o rn é .
E n fi n , la sta b ilité c o m b in é e à la c o n sista n c e im p liq u e la c o n v e rg e n c e .
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Exercice 2.2.8 Montrer que le schéma explicite

un+1

j,k − un
j,k

∆t
+ ν

−un
j−1,k + 2un

j,k − un
j+1,k

(∆x)2
+ ν

−un
j,k −1

+ 2un
j,k − un

j,k +1

(∆y)2
= 0 (2.10 )

est stab le en norme L∞ (et même qu’il v érifi e le principe d u maximum) sous la cond ition
C F L

ν∆t

(∆x)2
+

ν∆t

(∆y)2
≤

1

2
.

C o rrectio n . L e sch é m a e x p lic ite (2.10 ) e st d é fi n i p a r

un+1

j,k =

(

1 − 2
( ν∆t

(∆x)2
+

ν∆t

(∆u)2

)

)

un
j,k

+
ν∆t

(∆x)2
(un

j−1,k + un
j+1,k ) +

ν∆t

(∆y)2
(un

j,k −1 + un
j,k +1)

S i
ν∆t

(∆x)2
+

ν∆t

(∆y)2
≤ 1/2 ,

un+1

j,k e st u n e c o m b in a iso n c o n v e x e d e c o o rd o n n é e s d e un e t

|un+1

j,k | ≤ ‖un‖∞.

Exercice 2.2.9 Montrer que le schéma d e P eaceman-R achford

u
n+1/2

j,k − un
j,k

∆t
+ ν

−u
n+1/2

j−1,k + 2u
n+1/2

j,k − u
n+1/2

j+1,k

2(∆x)2
+ ν

−un
j,k −1

+ 2un
j,k − un

j,k +1

2(∆y)2
= 0

un+1

j,k − u
n+1/2

j,k

∆t
+ ν

−u
n+1/2

j−1,k + 2u
n+1/2

j,k − u
n+1/2

j+1,k

2(∆x)2
+ ν

−un+1

j,k −1
+ 2un+1

j,k − un+1

j,k +1

2(∆y)2
= 0 .

est précis d ’ ord re 2 en espace et temps et incond itionnellement stab le en norme L2

(pour d es cond itions aux limites d e périod icité d ans chaque d irection).

C o rrectio n . 1. C o n sista n c e
E n e ff e c tu a n t la so u stra c tio n d e s d e u x é q u a tio n s d é fi n issa n t le sch é m a , o n o b -

tie n t l’e x p re ssio n d e un+1/2 e n fo n c tio n d e un e t un+1.

u
n+1/2

j,k =
un+1

j,k + un
j,k

2
+

ν∆t

4 (∆y)2
(un

j,k −1 − 2un
j,k + un

j,k +1 − un+1

j,k −1
+ 2un+1

j,k − un+1

j,k +1
).

E n su b stitu a n t l’e x p re ssio n d e un+1/2 d a n s l’u n e d e s é q u a tio n s d u sch é m a , o n d é te r-
m in e la re la tio n re lia n t un+1 à un. O n p o u rra it e ff e c tu e r le c a lc u l e x p lic ite d e c e tte
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ex p re ssio n , p u is é ta b lir la c o n sista n c e . C e p e n d a n t, c e la c o n stitu e u n c a lc u l fa stid ie u x
q u ’o n p e u t é v ite r. O n in tro d u it d o n c la fo n c tio n in te rm é d ia ire

v∆t,∆x,∆y(t,x,y) =
u(t + ∆t,x,y) + u(t,x,y)

2
+

ν∆t

4(∆y)2

(

u(t,x,y − ∆y) − 2u(t,x,y) + u(t,x,y + ∆y)

− u(t + ∆t,x,y − ∆y) + 2u(t + ∆t,x,y) − u(t + ∆t,x,y + ∆y)

)

(2.11)

P o u r to u te so lu tio n u d e l’́e q u a tio n d e l’́e q u a tio n d e la ch a le u r, l’e rre u r d e tro n c a tu re
e st

E(u) =
v(t,x,y) − u(t,x,y)

∆t
+ ν

−v(t,x − ∆x,y) + 2v(t,x,y) − v(t,x + ∆x,y)

2(∆x)2

+ ν
−u(t,x,y − ∆y) + 2u(t,x,y) − u(t,x,y + ∆y)

2(∆y)2

o ù v e st d é fi n ie p a r (2.11). P a r d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r, o n é ta b lit q u e

v∆t,∆x,∆y

=u +
∆t

2

∂u

∂t
+

(∆t)2

4

(

∂2u

∂t2
− ν

∂3u

∂t∂y2

)

+
(∆t)3

24

(

2
∂3u

∂t3
− 3ν

∂4u

∂t2∂y2

)

+ o
(

(∆t)3 + (∆t)(∆y)2
)

p u is q u e

E(u) =
v − u

∆t
−

ν

2

(

∂2v

∂x2
+

(∆x)2

12

∂4v

∂x4
+

∂2u

∂y2
+

(∆y)2

12

∂4u

∂y4

)

+ o ((∆x)2 + (∆y)2))

=
ν3(∆t)2

24
∆

(

∂4u

∂x2∂y2
− ∆2u

)

−

ν

24

(

(∆x)2∂4u

∂x4
+ (∆y)2∂4u

∂y4

)

+ o ((∆x)2 + (∆y)2 + (∆t)2).

L ’e rre u r d e tro n c a tu re e st d ’o rd re 2 e n e sp a c e e t e n te m p s.
2. É tu d e d e la sta b ilité L2

E n a p p liq u a n t la tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r a u sch é m a , o n e n d é d u it q u e

ûn+ 1 /2 =
1 − 2 ν∆t

(∆y)2
sin 2(lπ ∆y)

1 + 2 ν∆t
(∆x)2

sin 2(k π ∆x)
ûn

e t

ûn+ 1 =
1 − 2 ν∆t

(∆x)2
sin 2(k π ∆x)

1 + 2 ν∆t
(∆y)2

sin 2(lπ ∆y)
ûn+ 1 /2.

A in si, ûn+ 1 (k , l) = A(k , l)ûn(k , l) o ù

A(k , l) =
1 − 2 ν∆t

(∆y)2
sin 2(lπ ∆y)

1 + 2 ν∆t
(∆y)2

sin 2(lπ ∆y)

1 − 2 ν∆t
(∆x)2

sin 2(k π ∆x)

1 + 2 ν∆t
(∆x)2

sin 2(k π ∆x)
.
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C o m m e p o u r to u t x ≥ 0 , |(1 − x)/(1 + x)| ≤ 1 , o n a |A(k , l)| ≤ 1 . L e sch é m a e st
in c o n d itio n n e lle m e n t sta b le e n n o rm e L2.

Exercice 2.2.10 Montrer que le schéma de directions alternées (2.31) est p récis
d’ordre 2 en esp ace et temp s et inconditionnellement stab le en norme L2 (p our des
conditions aux limites de p ériodicité dans chaque direction).

C o rrectio n .

1 . É tu d e d e la c o n sista n c e
L e sch é m a se d é c o m p o se e n d e u x é ta p e s

(

Id

∆t
−

ν

2
My

)

un+ 1/2 −

(

Id

∆t
+

ν

2
My

)

un = 0

et
(

Id

∆t
−

ν

2
Mx

)

un+ 1 −

(

Id

∆t
+

ν

2
Mx

)

un+ 1/2 = 0 ,

o ù

(Mxv)j,k =
vj+ 1,k − 2vj,k + vn

j−1,k

(∆x)2

e t

(Myv)j,k =
vj,k + 1 − 2vj,k + vn

j,k −1

(∆y)2
.

A fi n d ’a p p liq u e r la d é fi n itio n d e la c o n sista n c e d o n n é e d a n s le c o u rs, il fa u t e x h ib e r
la re la tio n re lia n t un+ 1 à un. Il fa u t d o n c su p p rim e r l’in c o n n u e in te rm é d ia ire un+ 1/2

d e s é q u a tio n s d é fi n issa n t le sch é m a n u m é riq u e . A c e t e ff e t, il su ffi t d e m u ltip lie r la
d e u x ìe m e é q u a tio n p a r

(

Id

∆t
− ν

2
My

)

e t d e c o n sta te r q u e c e tte m a tric e c o m m u te a v e c
(

Id

∆t
+ ν

2
Mx

)

. O n o b tie n t a in si

(

Id −
ν∆t

2
My

) (

Id −
ν∆t

2
Mx

)

un+ 1 =

(

Id +
ν∆t

2
Mx

) (

Id −
ν∆t

2
My

)

un+ 1/2.

D ’a p rè s la p re m ìe re é q u a tio n d u sch é m a , il v ie n t

(∆t)−1

(

Id −
ν∆t

2
My

) (

Id −
ν∆t

2
Mx

)

un+ 1−

(∆t)−1

(

Id +
ν∆t

2
Mx

) (

Id +
ν∆t

2
My

)

un = 0 .

P o u r to u te fo n c tio n v, o n n o te My(v) la fo n c tio n d é fi n ie p a r

My(v)(t, x, y) =
v(t, x, y + ∆y) − 2v(t, x, y) + v(t, x, y − ∆y)

(∆y)2
.
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O n d é fi n it d e m ê m e la fo n c tio n Mx(v) e n é ch a n g e a n t le s rô le s re sp e c tifs d e x e t y.
D e p lu s, o n n o te

τ(v)(t, x, y) = v(t + ∆t, x, y).

E n e ff e c tu a n t u n d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n (t, x, y), o n m o n tre q u e

My(v) =
∂2v

∂y2
+ O((∆y)2).

O n e n d é d u it q u e

(∆t)−1

(

Id −
ν∆t

2
My

) (

Id −
ν∆t

2
Mx

)

(τ(v)) =

τ

(

v

∆t
−

ν

2
∆v +

ν2∆t

4

∂4v

∂x2
∂y2 + O((∆x)2 + (∆y)2).

)

D e m ê m e ,

(∆t)−1

(

Id +
ν∆t

2
Mx

) (

Id +
ν∆t

2
My

)

(v) =

v

∆t
+

ν

2
∆v +

ν2∆t

4

∂4v

∂x2
∂y2 + O((∆x)2 + (∆y)2).

A in si,

(∆t)−1

(

Id −
ν∆t

2
My

) (

Id −
ν∆t

2
Mx

)

(τ(v))

− (∆t)−1

(

Id +
ν∆t

2
Mx

) (

Id +
ν∆t

2
My

)

(v) =

τ(v) − v

∆t
− ν∆

(

τ(v) + v

2

)

+ O(∆t + (∆x)2 + (∆y)2) =

∂v

∂t
− ν∆v + O(∆t + (∆x)2 + (∆y)2),

d ’o ù o n d é d u it q u e le sch é m a e st d ’o rd re 2 e n e sp a c e e t 1 e n te m p s.

Remarque 2.2.1 Le point essentiel sur lequel repose la démonstration de la consis-

tance porte sur la propriété de commutation employ ée au début de la preuve.

2. é tu d e d e la sta b ilité L2

E n a p p liq u a n t la tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r a u sch é m a , o n é ta b lit q u e

ûn+ 1/2 =
1 − ν∆t

(∆x)2
sin 2(π k ∆x)

1 + ν∆t
(∆x)2

sin 2(π k ∆x)
ûn

e t

ûn+ 1 =
1 − ν∆t

(∆y)2
sin 2(π l∆y)

1 + ν∆t
(∆y)2

sin 2(π l∆y)
ûn+ 1/2.

A in si, |ûn+ 1| ≤ |ûn+ 1/2| ≤ |ûn| e t le sch é m a e st in c o n d itio n n e lle m e n t sta b le L2.
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Exercice 2.3.1 Montrer que le schéma implicite centré

u
n+1

j − un
j

∆t
+ V

u
n+1

j+1 − u
n+1

j−1

2∆x
= 0 (2.12)

est consistant avec l’́equation d ’ad v ection (2.32), précis à l’ord re 1 en temps et 2 en
espace, incond itionnellement stab le en norme L2, d onc converg ent.

C o rrectio n . L a c o n sista n c e e t la p ré c isio n n e p o se n t p a s d e p ro b l̀e m e s. P o u r la
sta b ilité L2, l’a n a ly se d e F o u rie r c o n d u it à

û
n+1(k) =

(

1 + i
V ∆t

∆x
sin (2π k∆x)

)

−1

û
n(k) = A(k)ûn(k).

O n v é rifi e a lo rs q u e le m o d u le d u fa c te u r d ’a m p lifi c a tio n e st to u jo u rs p lu s p e tit q u e
1

|A(k)|2 =

(

1 +

(

V ∆t

∆x
sin (2π k∆x)

)2
)

−1

≤ 1 .

L e sch é m a e st in c o n d itio n n e lle m e n t sta b le . L a c o n v e rg e n c e s’o b tie n t a lo rs p a r le
T h é o rè m e d e L a x 2.2.20 .

Exercice 2.3.2 Montrer que le schéma d e L ax W end roff

u
n+1

j − un
j

∆t
+ V

un
j+1 − un

j−1

2∆x
−

(

V 2∆t

2

)

un
j−1 − 2un

j + un
j+1

(∆x)2
= 0 . (2.13 )

est stab le et converg ent en norme L2 si |V |∆t ≤ ∆x.

C o rrectio n . Il su ffi t d e m o n tre r la sta b ilité e n n o rm e L2 a fi n d ’e n d é d u ire la
c o n v e rg e n c e p a r le th é o rè m e d e L a x . E n a p p liq u a n t la tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r a u
sch é m a d e L a x -W e n d ro ff (2.13 ), o n o b tie n t

û
n+1(k) = A(k)ûn(k)

o ù

A(k) = 1 − 2

(

V ∆t

∆x

)2

sin 2(kπ ∆x) − i
V ∆t

∆x
sin (2kπ ∆x)

L e sch é m a e st sta b le e n n o rm e L2 d è s q u e |A(k)| ≤ 1. O n m o n tre a isé m e n t q u e

|A(k)|2 = 1 − 4 sin 4(kπ ∆x)

(

V ∆t

∆x

)2
(

1 −

(

V ∆t

∆x

)2
)

.

A in si, le sch é m a e st sta b le e t c o n v e rg e n t d è s q u e

|V |∆t

∆x
≤ 1.
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Exercice 2.3.3 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs préserve le principe du maxi-
mum discret si la condition C FL |V |∆t ≤ ∆x est satisfaite, tandis que le schéma de
Lax-W endroff ne le préserve pas sauf si V ∆t/∆x vaut −1, 0, ou 1.

C o rrectio n . 1. S ch é m a d e L a x -F rie d rich s

un+1

j =

(

1

2
+

V ∆t

2∆x

)

un
j+1 +

(

1

2
−

V ∆t

2∆x

)

un
j−1.

A in si, un+1

j e st u n e c o m b in a iso n lin é a ire c o n v e x e s d e un
j+1 e t un

j d è s q u e |V |∆t ≤ ∆x.
S o u s c e tte c o n d itio n , le sch é m a v é rifi e le p rin c ip e d u m a x im u m d isc re t.
2. S ch é m a d e L a x -W e n d ro ff

un+1

j =
V ∆t

2∆x

(

V ∆t

∆x
− 1

)

un
j+1 +

(

1 −

(

V ∆t

∆x

)2
)

un
j +

V ∆t

2∆x

(

V ∆t

∆x
+ 1

)

un
j−1.

L e sch é m a p ré se rv e le p rin c ip e d u m a x im u m d isc re t si e t se u le m e n t si ch a c u n d e s
c o e ffi c ie n ts a p p a ra issa n t d a n s le te rm e d e d ro ite e st p o sitif, c ’e st à d ire si e t se u le m e n t
si V ∆t/∆x = −1, 0 o u 1.

Exercice 2.3.4 Montrer que le schéma de Lax-W endroff (2 .1 3 ) est le seul schéma
précis à l’ordre 2 en espace et temps qui soit du type

un+1

j = αun
j−1 + βun

j + γun
j+1,

où α, β, γ dépendent seulement de V ∆t/∆x.

C o rrectio n . L ’e rre u r d e tro n c a tu re e st

E = (∆t)−1 (u(xj, tn+1) − αu(xj−1, tn) − βu(tn, xj) − γu(tn, xj+1)) .

E n e ff e c tu a n t u n d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n (xj, tn), o n m o n tre q u e

E = (∆t)−1 (1 − (α + β + γ)) u +
∂u

∂t
+

∆x

∆t
(α − γ)

∂u

∂x

+
∆t

2

∂2u

∂t2
−

α + γ

2

(∆x)2

∆t

∂2u

∂x2
+ O

(

(∆t)2 +
|α − γ|

c
(∆x)2

)

.

S i u e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n d ’a d v e c tio n ,

∂u/ ∂t = −V ∂u/ ∂x e t ∂2u/ ∂t2 = V 2∂2u/ ∂x2.

A in si,

E = (∆t)−1 (1 − (α + β + γ)) u −
∆x

∆t
(c − (α − γ))

∂u

∂x

+
(∆x)2

2∆t

(

c2 − (α + γ)
) ∂2u

∂x2
+ O

(

(∆t)2

(

1 +
|α − γ|

c3

))

, (2.14 )
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o ù c = V ∆t/∆x. S i le sch é m a e st d ’o rd re 2 e n te m p s e t e n e sp a c e , o n d o it a v o ir

1 − (α + β + γ) = O

(

(∆t)3

(

1 +
|α − γ|

c3

) )

,

c − α + γ = O

(

c(∆t)2

(

1 +
|α − γ|

c3

) )

,

c2 − (α + γ) = O

(

c2(∆t)

(

1 +
|α − γ|

c3

) )

.

E n fa isa n t te n d re v e rs z é ro ∆t e t ∆x à c c o n sta n t, o n o b tie n t le sy stè m e lin é a ire
su iv a n t

1 − (α + β + γ) = 0

c − α + γ = 0

c2 − (α + γ) = 0.

D ’o ù l’o n d é d u it q u e

α = c(1 + c)/2

β = 1 − c2

γ = c(c − 1)/2.

E n fi n , c o m m e α − γ = O(c), d ’a p rè s (2.14 ), le sch é m a e st e n e ff e t a u m o in s d ’o rd re
2 e n e sp a c e e t e n te m p s.

Exercice 2.3.5 Montrer que le schéma explicite décentré amont

un+ 1

j − un
j

∆t
+ V

un
j − un

j−1

∆x
= 0 si V > 0

un+ 1

j − un
j

∆t
+ V

un
j+ 1 − un

j

∆x
= 0 si V < 0.

(2.15 )

est consistant avec l’́equation d’advection (2.32), précis à l’ordre 1 en espace et temps,
stab le et converg ent en norme L2 si la condition C F L |V |∆t ≤ ∆x est satisfaite.

C o rrectio n . L a c o n sista n c e d ’o rd re 1 e n te m p s e t e n e sp a c e e st a isé e à é ta b lir. E n
e ff e t, d a n s le c a s V > 0,

u(tn+ 1, xj) − u(tn, xj)

∆t
+ V

u(tn, xj) − u(tn, xj−1)

∆x
= (ut + V ux)(tn, xj) + O(∆t + ∆x).

L e c a s V < 0 est id e n tiq u e . E n fi n , la sta b ilité L2 se d é d u it d e la sta b ilité L∞.

Exercice 2.3.6 Montrer que l’́equation équiv alente du schéma décentré
amont (2 .1 5 ) est

∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
−

|V |

2
(∆x − |V |∆t)

∂2u

∂x2
= 0.
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Correction. C o n sid é ro n s le c a s V > 0 . L ’e rre u r d e tro n c a tu re d u sch é m a d é c e n tré
a m o n t (2.15 ) e st

E =
∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
+

∆t

2

∂2u

∂t2
−

V ∆x

2

∂2u

∂x2
+ O((∆t)2 + (∆x)2).

S o it u te l q u e l’e rre u r d e tro n c a tu re d u sch é m a d é c e n tré so it d ’o rd re 2 e n e sp a c e e t
e n te m p s, o n a

∂2u

∂t2
= V 2

∂2u

∂x2
+ O(∆t + ∆x).

A in si, l’e rre u r d e tro n c a tu re p o u r u e st é g a le à

∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
+

V

2
(V ∆t − ∆x)

∂2u

∂x2
+ O((∆t)2 + (∆x)2).

L ’́e q u a tio n é q u iv a le n te d a n s le c a s V > 0 e st d o n c

∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
+

V

2
(V ∆t − ∆x)

∂2u

∂x2
= 0 .

Il su ffi t d e su b stitu e r ∆x p a r −∆x p o u r o b te n ir l’́e q u a tio n é q u iv a le n te d a n s le c a s
V < 0 . E n fi n , o n p e u t ré su m e r c e s d e u x ré su lta ts p a r l’́e q u a tio n

∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
−

|V |

2
(∆x − |V |∆t)

∂2u

∂x2
= 0

v a la b le d a n s le s d e u x c a s.

E x ercice 2 .3 .7 Montrer que l’équation équivalente du schéma de Lax-Wendroff (2.13)
est

∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
+

V (∆x)2

6

(

1 −
(V ∆t)2

(∆x)2

)

∂3u

∂x3
= 0 .

Correction. L ’e rre u r d e tro n c a tu re d a n s le c a s d u sch é m a d e L a x -W e n d ro ff (2.13 )
e st

E(u) =
u(tn+ 1,xj) − u(tn,xj)

∆t
+ V

u(tn,xj+ 1) − u(tn,xj−1)

2∆x

−

(

V 2∆t

2

)

u(tn,xj−1) − 2u(tn,xj) + u(tn,xj+ 1)

(∆x)2
.

E n e ff e c tu a n t u n d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n (tn,xj), o n m o n tre q u e

E(u) =
∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
+

∆t

2

(

∂2u

∂t2
− V 2

∂2u

∂x2

)

+
(∆t)2

6

∂3u

∂t3

+
V (∆x)2

6

∂3u

∂x3
+ O((∆x)3 + (∆t)3). (2.16)

S o it u te l q u e E(u) so it d ’o rd re 3 e n e sp a c e e t e n te m p s, o n m o n tre q u e d a n s c e c a s

∂2u

∂t2
= V 2

∂2u

∂x2
+ O((∆x)2 + (∆t)2)
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D e p lu s, ∂3u/ ∂t3 = −V 3∂3u/ ∂3x+O(∆t+∆x). E n su b stitu a n t c e s e x p re ssio n s d a n s
l’́e q u a tio n (2 .16), o n o b tie n t l’́e q u a tio n é q u iv a le n te a tte n d u e :

∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
+

V (∆x)2

6

(

1 − V 2

(

∆t

∆x

)2
)

∂3u

∂x3
= O((∆x)3 + (∆t)3).

Exercice 2.3.8 Soit l’équation







∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
− µ

∂3u

∂x3
= 0 p our (x, t) ∈ R × R

+

∗

u(t = 0, x) = sin (ωx + φ) p our x ∈ R,

avec V, ν, µ, ω, φ ∈ R. M ontrer que sa solution est

u(t, x) = ex p (−νω2t) sin
(

ω(x − (V + µω2)t) + φ
)

(on ad m ettra son unic ité). E n d éd uire que la d iff usion atténue l’am p litud e d e la solution,
tand is que la d isp ersion m od ifi e la v itesse d e p rop ag ation.

C o rrectio n . O n d é te rm in e le s d é riv é e s p a rtie lle s d e u in te rv e n a n t d a n s l’́e q u a tio n
d o n n é e . O n a

∂u

∂t
= −νω2u + ω(V + µω2) e x p (−νω2t) c o s

(

ω(x − (V + µω2)t) + φ
)

,

∂u

∂x
= −ω e x p (−νω2t) c o s

(

ω(x − (V + µω2)t) + φ
)

,

∂2u

∂x2
= −ω2u ,

e t
∂3u

∂x3
= ω3 e x p (−νω2t) c o s

(

ω(x − (V + µω2)t) + φ
)

.

E n so m m a n t c e s d iff é re n ts te rm e s, o n o b tie n t

∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
− µ

∂3u

∂x3
= 0.

L ’a tté n u a tio n d e l’a m p litu d e e st e x p (−νω2t). E lle e st d o n c d ’a u ta n t p lu s fo rte q u e
le te rm e d e d iff u sio n ν e st im p o rta n t p a r ra p p o rt à ω−2. L a v ite sse d e p ro p a g a tio n
d e l’o n d e e st (V + µω2) e t d é p e n d d o n c d u te rm e d e d isp e rsio n µ.

Exercice 2.3.9 O n d éfi nit le sc h ém a “ saute-m outon” (leap frog , en ang lais)

un+1

j − un−1

j

2 ∆t
+ V

un
j+1 − un

j−1

2 ∆x
= 0.

É tud ier la consistance et l’erreur d e troncature d e ce sc h ém a. M ontrer p ar analy se d e
F ourier qu’il est stab le sous la cond ition C F L |V |∆t ≤ M∆x avec M < 1.
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Correction.

1. É tu d e d e la c o n sista n c e
P a r d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n (tn,xj) o n a

u(tn+1,xj) − u(tn−1,xj)

2∆t
+ V

u(tn,xj+1) − u(tn,xj−1)

2∆x
=

∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
+

(∆t)2

12

∂3u

∂t3
+ V

(∆x)2

12

∂3u

∂x3
+ O((∆t)3 + (∆x)3).

S i u e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n d ’a d v e c tio n , l’e rre u r d e tro n c a tu re e st d o n c

E =
1

12

(

(∆x)2 − (∆t)2V 3
) ∂3u

∂x3
.

A in si, le sch é m a sa u te -m o u to n e st c o n sista n t, d ’o rd re 2 e n e sp a c e e t e n te m p s.
2. S ta b ilité L2

P a r tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r, o n o b tie n t

ûn+1(k) = ûn−1(k) − i2c sin (2π k∆x)ûn(k). (2.17 )

o ù c = V ∆t
∆x

. O n in tro d u it le s p o ly n ô m e s (d é p e n d a n ts im p lic ite m e n t d e k, ∆t e t ∆x)

P (X) = X2 + i2c sin (2π k∆x)X − 1.

O n n o te λ1 e t λ2 le s ra c in e s d e P e t ∆ = 4 (1 − c2 sin 2(2kπ ∆x)) so n d isc rim in a n t.
L e s so lu tio n s d e (2.17 ) s’e x p rim e n t e x p lic ite m e n t e n fo n c tio n d e û0 e t û1 :

ûn =

{

(

λ2λn

1
−λ1λn

2

λ2−λ1

)

û0 +
(

λn

2
−λn

1

λ2−λ1

)

û1 si ∆ 6= 0 ,

(1 − n)λn
1 û

0 + nλn−1
1 û1 si ∆ = 0 .

S i c > 1, le m o d u le d e la so m m e d e s d e u x ra c in e s e st é g a le à 2c > 2. L e m o d u le d e
l’u n e d e s d e u x ra c in e s e st p lu s g ra n d q u e u n e t le sch é m a e st in sta b le . S i c = 1, o n
p e u t a v o ir ∆ = 0 p o u r c e rta in e s v a le u rs d e k e t ∆x. D a n s c e c a s, λ1 = λ2 = i e t

ûn = (nû1 + i(n − 1)û0)in−1.

L e sch é m a e st in sta b le .
C o n sid é ro n s le c a s o ù c e st m a jo ré p a r u n e c o n sta n te M < 1. D a n s c e c a s, le s

ra c in e s d e P so n t d e m ê m e m o d u le

|λ1| = |λ2| = 1.

D e p lu s, |λ1 − λ2| =
√

∆ > 2
√

1 − M2 > 0 . O n d é d u it d e l’e x p re ssio n e x p lic ite d e
ûn e n fo n c tio n d e û0 e t û1 q u e

|ûn| ≤ |û0| + |û1|√
1 − M2

.

A in si, so u s la c o n d itio n C F L V ∆t/∆x < M < 1, le sch é m a sa u te m o u to n e st sta b le
L2.
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Exercice 2.3.10 On définit le schéma de Crank-Nicholson

un+1
j − un

j

∆t
+ V

un+1
j+1 − un+1

j−1

4 ∆x
+ V

un
j+1 − un

j−1

4 ∆x
= 0 .

É tu dier la consistance et l’erreu r de troncatu re de ce schéma. M ontrer p ar analy se de
F ou rier q u ’il est inconditionnellement stab le.

C o rrectio n .

1. C o n sista n c e
P a r d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n (tn, xn), o n m o n tre q u e

u(tn+1, xj) − u(tn, xj)

∆t
+ V

u(tn+1, xj+1) − u(tn+1, xj−1)

4 ∆x

+ V
u(tn, xj+1) − u(tn, xj−1)

4 ∆x
=

∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
+

∆t

2

(

∂2u

∂2t2
+ V

∂2u

∂t∂x

)

+
(∆t)2

6

(

∂3u

∂t3
+

V

2

∂3u

∂x∂t2

)

+
(∆x)2V

6

∂3u

∂x3
+ O((∆t)3 + (∆x)3).

A in si, si u e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n d ’a d v e c tio n , l’e rre u r d e tro n c a tu re e st

E(u) =
V

12

(

2(∆x)2 − V 2(∆t)2
) ∂3u

∂x3
+ O((∆t)3 + (∆x)3).

L e sch é m a d e C ra n k -N ich o lso n e st d o n c d ’o rd re 2 e n te m p s e t e n e sp a c e .
2. S ta b ilité L2

P a r tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r, o n é ta b lit q u e

ûn+1

(

1 +
iV ∆t

2∆x
sin (2π k∆x)

)

= ûn

(

1 −
iV ∆t

2∆x
sin (2π k∆x)

)

.

A in si, |ûn+1| = |ûn|. L e sch é m a e st d o n c in c o n d itio n n e lle m e n t sta b le e n n o rm e L2.

Exercice 2.3.11 F inir la démonstration du L emme 2.3.6 en calcu lant A(k)n, et mon-
trer la stab ilité du schéma sou s condition CF L g râce à (2.4 1 ).

C o rrectio n . O n u tilise l’a n a ly se d e F o u rie r p o u r o b te n ir

Ûn+1(k) =

(

ûn+1(k)
ûn(k)

)

=

(

2−(1−2θ)α(k)
1+θα(k)

−1

1 0

)

Ûn(k) = A(k)Ûn(k),

o ù

α(k) = 4

(

∆t

∆x

)2

sin 2(π k∆x)

A in si, Ûn+1(k) = A(k)nÛ0(k). L e s v a le u rs p ro p re s d e la m a tric e A(k) so n t le s ra c in e s
d u p o ly n ô m e

λ2 −
2 − (1 − 2θ)α(k)

1 + θα(k)
λ + 1 = 0 , (2.18 )
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d o n t le d isc rim in a n t e st

∆(k) = −
α(k)

(1 + θα(k))2
(4 − (1 − 4θ)α(k)) .

S i α(k) = 0, le p o ly n ô m e (2.18 ) p o ssè d e u n e ra c in e d o u b le λ = 1. S i α(k) 6= 0,
d ’a p rè s la c o n d itio n C F L , ∆(k) < 0 et le p o ly n ô m e p o ssè d e d e u x ra c in e s d istin c te s
c o m p le x e s, c o n ju g u é e s l’u n e d e l’a u tre , d e m o d u le 1. C o n sid é ro n s le p re m ie r c a s,
c ’e st à d ire α(k) = 0. D a n s c e c a s, il e x iste p te l q u e k = p(N + 1). O n n o te v la
v ite sse in itia le e t vj la v ite sse d isc ré tisé e .

v̂(k) =
N

∑

j= 0

vje
i2π k j∆x =

N
∑

j= 0

vje
i2π p =

N
∑

j= 0

vj = 0,

d ’a p rè s l’h y p o th è se d e v ite sse m o y e n n e in itia le n u lle e ff e c tu é e . A in si, û1(k) = û0(k)+
∆tv̂(k) = û0(k). O r

A(k)

(

1
1

)

=

(

2 −1
1 0

) (

1
1

)

=

(

1
1

)

,

d ’o ù

Ûn(k) = A(k)nÛn(0) = A(k)n

(

û0(k)
û0(k)

)

=

(

û0(k)
û0(k)

)

= Û0(k).

O n a m o n tré q u e si α(k) = 0, ûn(k) = û0(k) p o u r to u t n.
R e ste à c o n sid é re r le c a s α(k) 6= 0. D a n s c e c a s, le p o ly n ô m e (2.18 ) p o ssè d e

d e u x ra c in e s d istin c te s λ e t λ. L a m a tric e A(k) e st d ia g o n a lisa b le . P lu s p ré c isé m e n t,

A(k) =
1

λ − λ

(

λ λ

1 1

) (

λ 0

0 λ

) (

1 −λ

−1 λ

)

.

O n e n d é d u it q u e

A(k)n =
1

λ − λ

(

λ λ

1 1

) (

λn 0

0 λ
n

) (

1 −λ

−1 λ

)

.

O n o b tie n t a in si u n e e x p re ssio n e x p lic ite d e ûn+ 1(k) e n fo n c tio n d e û0(k) e t v̂(k).
P lu s p ré c isé m e n t,

ûn+ 1(k) =
1

λ − λ

( (

(λn+ 1 − λ
n+ 1

) − (λn − λ
n
)
)

û0(k) − ∆t(λn+ 1 − λ
n+ 1

)v̂(k)
)

,

o u e n c o re

ûn+ 1(k) =
1

λ − λ

( (

λn(λ − 1) − λ
n
(λ − 1)

)

û0(k) − ∆t(λn+ 1 − λ
n+ 1

)v̂(k)
)

.

U n c a lc u l e x p lic ite d e la ra c in e λ d u p o ly n ô m e (2.18 ) n o u s d o n n e

λ =
2 − (1 − 2θ)α(k) + i

√

−∆(k)

2(1 + θα(k))
.
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L a c o n d itio n C F L , stip u le q u e 4 − (1 − 4θ)α(k) e st m in o ré p a r u n e c o n sta n te stric -
te m e n t p o sitiv e . A in si, il e x iste u n e c o n sta n te C1 in d é p e n d a n te d e k te lle q u e

∣

∣

∣

∣

λ − 1

λ − λ

∣

∣

∣

∣

= (2(1 + θα(k)))−1

∣

∣

∣

∣

∣

1 + i2(1 − 2θ)

√

α(k)

4 − (1 − 4θ)α(k)

∣

∣

∣

∣

∣

< C1. (2.19 )

D ’a u tre p a rt, e n u tilisa n t à n o u v e a u la c o n d itio n C F L , o n é ta b lit q u ’il e x iste u n e
c o n sta n te C2, in d é p e n d a n te d e k te lle q u e

∆t

|λ − λ|
≤ C2

∆t
√

α(k)

O r

m in
k:sin (kπ ∆x) 6= 0

√

α(k) = 2

(

∆t

∆x

)

sin (π∆x) >

(

∆t

∆x

)

π∆x = π∆t

d è s q u e ∆x e st a sse z p e tit. A in si,

∆t

|λ − λ|
≤ π−1C2.

D e c e tte d e rn ìe re e stim a tio n , d e l’e stim a tio n (2.19 ), d e l’e x p re ssio n d e un+1(k) e t le
m o d u le d e λ é ta n t é g a le à 1, o n d é d u it q u e

|ûn+1(k)| ≤ 2C1|û
0(k)| + π−1C2|v̂(k)|.

L e sch é m a e st d o n c sta b le p o u r la n o rm e L2 e t il e x iste u n e c o n sta n te C te lle q u e

‖un‖L2 ≤ C
(

‖u0‖L2 + ‖v‖L2

)

Exercice 2.3.12 On considère le cas limite du Lemme 2.3.6, c’est-à-dire ∆t/∆x =
(1 − 4θ)−1/2 avec 0 ≤ θ < 1/4. M ontrer q ue le θ-sch éma centré

un+1
j − 2un

j + un−1
j

(∆t)2
+θ

−un+1
j−1 + 2un+1

j − un+1
j+1

(∆x)2

+(1 − 2θ)
−un

j−1 + 2un
j − un

j+1

(∆x)2
+θ

−un−1
j−1 + 2un−1

j − un−1
j+1

(∆x)2
= 0

(2.20)

est instab le dans ce cas en v érifi ant q ue un
j = (−1)n+j(2n− 1) est une solution (remar-

q uez q u’il s’ag it d’une instab ilité “ faib le” p uisq ue la croissance de un est linéaire et non
ex p onentielle).

C o rrectio n . S o it un
j = (−1)n+j(2n − 1),

−un
j−1 + 2un

j − un
j+1 = 4(−1)n+j(2n − 1)

e t
un+1

j − 2un
j + un−1

j = 4(−1)n+j+1(2n − 1).
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E n su b stitu a n t c e s re la tio n s d a n s l’e x p re ssio n d u θ sch é m a e t e n c o n sid é ra n t le c a s
(∆t/∆x)2 = (1 − 4θ)−1, o n e n d é d u it q u e

un+1
j − 2un

j + un−1
j

(∆t)2
+ θ

−un+1
j−1 + 2un+1

j − un+1
j+1

(∆x)2

+ (1 − 2θ)
−un

j−1 + 2un
j − un

j+1

(∆x)2
+ θ

−un−1
j−1 + 2un−1

j − un−1
j+1

(∆x)2

= 4(∆t)−2(2n − 1)(−1)n+j
(

−1 − θ(1 − 4θ)−1

+ (1 − 2θ)(1 − 4θ)−1
− θ(1 − 4θ)−1

)

= 0.

Exercice 2.3.13 Montrer que le θ-sc h ém a centré (2 .2 0 ) conserv e l’́energ ie d isc rète,
c ’est-à -d ire que En+1 = E1 p our tout n ≥ 0, où

En+1 =
N
∑

j= 0

(

un+1
j − un

j

∆t

)2

+ a∆x(u
n+1, un) + θa∆x(u

n+1
− un, un+1

− un)

a v ec

a∆x(u, v) =
N
∑

j= 0

(

uj+1 − uj

∆x

)(

vj+1 − vj

∆x

)

.

C o rrectio n . O n m u ltip lie (2.20) p a r un+1
j − un−1

j e t il v ie n t

1

(∆t)2

(

un+1
j − un

j − (un
j − un−1

j )
) (

un+1
j − un

j + (un
j − un−1

j )
)

+
1

(∆x)2

(

−un
j−1 + 2un

j − un
j+1

) (

un+1
j − un−1

j

)

+
θ

(∆x)2

(

−(un+1
j−1 − un

j−1) + 2(un+1
j − un

j ) − (un+1
j+1 − un

j+1)
) (

un+1
j − un−1

j

)

+
θ

(∆x)2

(

−(un−1
j−1 − un

j−1) + 2(un−1
j − un

j ) − (un−1
j+1 − un

j+1)
) (

un+1
j − un−1

j

)

= 0

S i o n so m m e p a r ra p p o rt à j, c o m m e

N
∑

j= 0

(

−un
j−1 + 2un

j − un
j+1

)

vj =
N
∑

j= 0

(

un
j+1 − un

j

)

(vj+1 − vj) ,

o n e n d é d u it q u e

N
∑

j= 0

(

un+1
j − un

j

∆t

)2

−

N
∑

j= 0

(

un
j − un−1

j

∆t

)2

+ a∆x(u
n, un+1

− un−1)

+ a∆x(u
n+1

− un, un+1
− un + (un

− un−1))

+ a∆x(u
n−1

− un, un+1
− un + (un

− un−1)) = 0,
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c ’e st à d ire

N
∑

j=0

(

un+ 1
j − un

j

∆t

)2

+ a∆x(u
n, un+ 1) + θ a∆x(u

n+ 1 − un, un+ 1 − un)

=
N
∑

j=0

(

un
j − un−1

j

∆t

)2

+ a∆x(u
n−1, un) + θ a∆x(u

n − un−1, un − un−1).

Exercice 2.3.14 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs

1

2∆t

(

2vn+ 1
j − vn

j+ 1 − vn
j−1

2wn+ 1
j − wn

j+ 1 − wn
j−1

)

−
1

2∆x

(

0 1
1 0

)(

vn
j+ 1 − vn

j−1

wn
j+ 1 − wn

j−1

)

= 0, (2.21)

est stab le en norme L2 sous la condition C FL ∆t ≤ ∆x, et qu’il est p récis à l’ordre 1

en esp ace et temp s si le rap p ort ∆t/∆x est g ardé constant lorsque ∆t et ∆x tendent

v ers z éro.

C o rrectio n .

1. C o n sista n c e
O n p o se U = (v, w) e t

J =

(

0 1
1 0

)

.

O n e ff e c tu e u n d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n (tn, xj) su r le sch é m a (2.21) :

1

2∆t
(2U(tn+ 1, xj) − U(tn, xj+ 1) − U(tn, xj−1))

−
1

2∆x
J (U(tn, xj+ 1) − U(tn, xj−1))

=
∂U

∂t
− J

∂U

∂x
−

(∆x)2

2∆t

(

1 −

(

∆t

∆x

)2
)

∂2U

∂x2
+ O

(

(∆x)2 +
(∆x)4

∆t

)

L e sch é m a e st d o n c c o n sista n t e t p ré c is à l’o rd re 1 si le ra p p o rt ∆t/∆x e st c o n sta n t.
2. S ta b ilité L2

É tu d io n s la sta b ilité L2. P a r tra n sfo rm a tio n d e F o u rie r, o n é ta b lit q u e
(

v̂n+ 1

ŵn+ 1

)

=

(

c o s(2kπ ∆x) + i sin (2kπ ∆x)
∆t

∆x

(

01
10

))(

v̂n

ŵn

)

.

O n p o se α = co s(2kπ ∆x) e t β = sin (2kπ ∆x) ∆t
∆x

. O n d ia g o n a lise la m a tric e A(k) e t
o n é ta b lit q u e

A(k) =
1

2

(

1 1
1 −1

)(

α − iβ 0
0 α + iβ

)(

1 1
1 −1

)

.

N o to n s q u e
1

2

(

1 1
1 −1

)2

= I .
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A in si, le sch é m a e st sta b le L2 si e t se u le m e n t si |α + iβ| ≤ 1. O r

|α + iβ|2 = (co s(2kπ ∆x)2 + sin (2kπ ∆x)2(∆t/∆x)2).

L e sch é m a e st d o n c sta b le e n n o rm e L2 so u s la c o n d itio n C F L ∆t ≤ ∆x.

Exercice 2.3.15 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff

1

∆t

(

vn+ 1
j − vn

j

wn+ 1
j − wn

j

)

−
1

2∆x

(

0 1
1 0

)(

vn
j+ 1 − vn

j−1

wn
j+ 1 − wn

j−1

)

(2.22)

+
∆t

2(∆x)2

(

0 1
1 0

)2(

−vn
j−1 + 2vn

j − vn
j+ 1

−wn
j−1 + 2wn

j − wn
j+ 1

)

= 0

est stab le en norme L2 sous la condition C F L ∆t ≤ ∆x, et qu’il est p récis à l’ordre 2

en esp ace et temp s.

C o rrectio n .

1. C o n sista n c e
O n p o se U = (v,w) e t

J =

(

0 1
1 0

)

.

O n e ff e c tu e u n d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n (tn,xj) su r le sch é m a (2.22) :

1

∆t
(U(tn+ 1,xj) − U(tn,xj)) −

1

2∆x
J (U(tn,xj+ 1) − U(tn,xj−1))

+
∆t

2(∆x)2
(−U(tn,xj − 1) + 2U(tn,xj) − U(tn,xj+ 1)) =

∂U

∂t
+

∆t

2

∂2U

∂x2

+ J
(∆t)2

6

∂3U

∂t3
− J

∂U

∂x
−

(∆x)2

6

∂3U

∂x3
−

∆t

2

∂2U

∂x2
+ O((∆t)3 + (∆x)3).

S i U e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n (2.4 3), o n e n d é d u it q u e l’e rre u r d e tro n c a tu re e st

E(U) =
1

6

(

(∆t)2 − (∆x)2
)

J
∂3U

∂x3
+ O((∆x)2 + (∆t)2).

2. S ta b ilité L2.
É ta b lisso n s la sta b ilité L2 so u s la c o n d itio n C F L ∆t ≤ ∆x. P a r tra n sfo rm a tio n d e
F o u rie r, o n é ta b lit q u e

Ûn+ 1(k) =

(

1 − 2

(

∆t

∆x

)2

sin 2(kπ ∆x) + i
∆t

∆x
sin (2kπ ∆x)J

)

Ûn(k)

O n p o se α = 1 − 2
(

∆t

∆x

)2
sin 2(kπ ∆x) e t β = ∆t

∆x
sin (2kπ ∆x) e t o n p ro c è d e c o m m e

p o u r l’e x e rc ic e p ré c é d e n t. A in si, le sch é m a e st sta b le L2 si e t se u le m e n t si |α+iβ| ≤ 1.
O r

|α + iβ|2 = 1 − 4 sin 3(kπ ∆x)

(

∆t

∆x

)2
(

1 −

(

∆t

∆x

)2
)

.

A in si, le sch é m a e st sta b le L2 d è s q u e

∆t

∆x
≤ 1.
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Chapitre 3

F O R M U L A T IO N

V A R IA T IO N N E L L E D E S

P R O B L È M E S E L L IP T IQ U E S

E x erc ice 3.1 .1 Si f e st u n e fo n c tio n c o n tin u e su r [0, 1], m o n tre r q u e l’́e q u a tio n d if-

f́e re n tie lle
{

−d2u
dx2 = f p o u r 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0.
(3 .1)

a d m e t u n e so lu tio n u n iq u e d a n s C2([0, 1]) d o n n é e p a r la fo rm u le

u(x) = x

∫ 1

0

f(s)(1 − s)d s −
∫ x

0

f(s)(x − s)d s p o u r x ∈ [0, 1]. (3 .2 )

Co rrectio n . S o it u d é fi n i p a r (3 .2 ). L a c o n tin u ité d e la fo n c tio n f a ssu re la
d é riv a b ilité d e la fo n c tio n u. O n a

u′(x) =

∫ 1

0

f(s)(1 − s)d s −
∫ x

0

f(s)d s,

d ’o ù −u′′(x) = f . D e p lu s, u v é rifi e le s c o n d itio n s a u x lim ite s u(0) = u(1) = 0. A in si,
u e st b ie n so lu tio n d e l’́e q u a tio n d iff é re n tie lle (3 .1). Il re ste à é ta b lir l’u n ic ité d e la
so lu tio n d e l’́e q u a tio n (3 .1). L ’́e q u a tio n é ta n t lin é a ire , il su ffi t d e m o n tre r q u e to u te
so lu tio n v d e l’́e q u a tio n (3 .1) a v e c f = 0 est n u lle . L a d é riv é e se c o n d e d e v é ta n t
n u lle , o n e n d é d u it q u e v e st u n e fo n c tio n a ffi n e . E n fi n , le s c o n d itio n s a u x lim ite s
im p liq u e n t la n u llité d e la fo n c tio n v.

E x erc ice 3.2 .1 D é d u ire d e la fo rm u le d e G re e n (3.5) la fo rm u le d e Sto k e s

∫

Ω

d iv σ(x)φ(x) d x = −
∫

Ω

σ(x) · ∇ φ(x) d x +

∫

∂Ω

σ(x) · n(x) φ(x) d s,

o ù φ e st u n e fo n c tio n sc a la ire d e C1(Ω) e t σ u n e fo n c tio n à v a le u rs v e c to rie lle s d e C1(Ω),
à su p p o rts b o rn é s d a n s le fe rm é Ω.

3 9
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Correction.

∫

Ω

(∇.σ(x)φ(x) + σ(x).∇φ(x)) d x =
n

∑

i= 1

∫

Ω

(

∂σi

∂xi

(x)φ(x) + σi(x)
∂φ

∂xi

(x)

)

d x

=
n

∑

i= 1

∫

Ω

∂σiφ

∂xi

(x)d x =
n

∑

i= 1

∫

∂Ω

σi(x)φ(x)ni(x)d s

=

∫

∂Ω

σ(x).n(x)φ(x)d s .

E x ercice 3 .2 .2 En dimension N = 3 on défi nit le rota tionnel d’u ne fonc tion de Ω da ns
R

3, φ = (φ1, φ2, φ3), comme la fonc tion de Ω da ns R
3 défi nie p a r

ro tφ =

(

∂φ3

∂x2

− ∂φ2

∂x3

,
∂φ1

∂x3

− ∂φ3

∂x1

,
∂φ2

∂x1

− ∂φ1

∂x2

)

.

P ou r φ et ψ, fonc tions à v a leu rs v ec torielles de C1(Ω), à su p p orts b ornés da ns le fermé
Ω, dédu ire de la formu le de G reen (3.5)

∫

Ω

ro tφ · ψ d x−
∫

Ω

φ · ro tψ d x = −
∫

∂Ω

(φ× n) · ψ d s .

Correction.
∫

Ω

(ro tφ · ψ − φro tψ) d x

=

∫

Ω

[ (

∂φ3

∂x2

− ∂φ2

∂x3

)

ψ1 +

(

∂φ1

∂x3

− ∂φ3

∂x1

)

ψ2 +

(

∂φ2

∂x1

− ∂φ1

∂x2

)

ψ3

−
(

∂ψ3

∂x2

− ∂ψ2

∂x3

)

φ1 −
(

∂ψ1

∂x3

− ∂ψ3

∂x1

)

φ2 −
(

∂ψ2

∂x1

− ∂ψ1

∂x2

)

φ3

]

d x

=

∫

Ω

∂

∂x1

(φ2ψ3 − φ3ψ2) +
∂

∂x2

(φ3ψ1 − φ1ψ3) +
∂

∂x3

(φ1ψ2 − φ2ψ1) d x

=

∫

∂Ω





φ2ψ3 − ψ3ψ2

φ3ψ1 − φ1ψ3

φ1ψ2 − φ2ψ1



 .n d s

=

∫

∂Ω

(φ× ψ).n d s .

E x ercice 3 .2 .3 O n considère le L a p la c ien a v ec condition a u x limites de N eu ma nn. S oit
u u ne fonc tion de C2(Ω). M ontrer q u e u est u ne solu tion du p rob l̀eme a u x limites

{

−∆u = f da ns Ω
∂u

∂n
= 0 su r ∂Ω.

(3 .3 )

si et seu lement si u a p p a rtient à C1(Ω) et v érifi e l’́eg a lité
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) d x =

∫

Ω

f(x)v(x) d x p ou r tou te fonc tion v ∈ C1(Ω). (3 .4)

En dédu ire q u ’u ne condition nécessa ire d’ex istence d’u ne solu tion da ns C2(Ω) de (3 .3 )
est q u e

∫

Ω
f(x)d x = 0.
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Correction. S u p p o so n s q u e u so it so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s d e N e u m a n n
(3 .3 )

{

−∆u = f d a n s Ω
∂u

∂n
= 0 su r ∂Ω.

E n m u ltip lia n t l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r u p a r d a n s Ω p a r u n e fo n c tio n te st v ∈ C1(Ω),
o n o b tie n t, su ite à u n e in té g ra tio n p a r p a rtie q u e

∫

Ω

∇u(x).∇v(x)d x −
∫

∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x)d s =

∫

Ω

f(x)v(x)d x.

C o m m e ∂u/ ∂n = 0 su r ∂Ω, o n e n d é d u it q u e

∫

Ω

∇u(x).∇v(x)d x =

∫

Ω

f(x)v(x)d x p o u r to u t v ∈ C1(Ω). (3 .5 )

R é c ip ro q u e m e n t, su p p o so n s q u e u so it u n e fo n c tio n ré g u lìe re v é rifi a n t (3 .5 ). P a r
in té g ra tio n p a r p a rtie o n a

−
∫

Ω

(∆u(x) − f(x))v(x)d x +

∫

∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x)d s = 0 (3 .6 )

p o u r to u t v ∈ C1(Ω). O n p ro c è d e e n d e u x é ta p e s : D a n s u n p re m ie r te m p s, o n
a p p liq u e la re la tio n (3 .6 ) à d e s fo n c tio n s te sts à su p p o rt c o m p a c t d a n s Ω. C e la
n o u s p e rm e t d e “ te ste r” l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r u d a n s Ω et d ’́e ta b lir l’́e q u a tio n
−∆u = f d a n s Ω. D a n s u n d e u x ìe m e te m p s, o n a p p liq u e (3 .6 ) à d e s fo n c tio n s te sts
n o n n u lle s su r ∂Ω, ce q u i n o u s p e rm e t d e “ te ste r” l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r u su r le
b o rd d u d o m a in e e t d ’e n d é d u ire q u e ∂u/ ∂n = 0 su r ∂Ω. P lu s p ré c isé m e n t, p o u r
to u te fo n c tio n te st v à su p p o rt c o m p a c t d a n s Ω,

∫

Ω

(∆u(x) − f(x))v(x)d x = 0 .

O n p e u t c o n c lu re à la n u llité d e ∆u − f d e d e u x m a n ìe re d iff é re n te s. L a p re m ìe re
c o n siste à a p p liq u e r le L e m m e 3 .2 .9 d u c o u rs. P lu s sim p le m e n t, ∆u − f e st n u lle
c a r o rth o g o n a le à u n so u s e sp a c e d e n se d e L2(Ω). L ’́e g a lité (3 .6 ) im p liq u e a lo rs q u e
∂u/ ∂n e st e lle n u lle c a r o rth o g o n a le (p o u r le p ro d u it sc a la ire L2(∂Ω)) à u n so u s
e sp a c e d e n se d e L2(Ω), tra c e d e s fo n c tio n s C1(Ω) su r le b o rd ∂Ω d u d o m a in e Ω.

E n ch o isissa n t la fo n c tio n v = 1 co m m e fo n c tio n te st d a n s la fo rm u la tio n v a -
ria tio n n e lle , o n e n d é d u it q u e s’il e x iste u n e so lu tio n u ré g u lìe re a u p ro b l̀e m e a u x
lim ite s (3 .3 ),

∫

Ω

f(x) d x = 0 .

E x ercice 3 .2 .4 On considère l’équation des plaques






∆ (∆u) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω
∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω

(3 .7 )
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On note X l’esp a ce d es fonctions v d e C2(Ω) telles q u e v et ∂v

∂n
s’a nnu lent su r ∂Ω. S oit

u u ne fonction d e C4(Ω). M ontrer q u e u est u ne solu tion d u p rob l̀em e a u x lim ites (3 .7 )
si et seu lem ent si u a p p a rtient à X et v érifi e l’́eg a lité

∫

Ω

∆u(x)∆v(x) d x =

∫

Ω

f(x)v(x) d x p ou r tou te fonction v ∈ X. (3 .8 )

Correction. O n p ro c è d e c o m m e p o u r l’e x e rc ic e p ré c è d e n t. S o it u u n e so lu tio n
ré g u lìe re d e l’́e q u a tio n d e s p la q u e s (3 .7 ), p o u r to u t v ∈ X,

∫

Ω

∆(∆u)(x)v(x)d x =

∫

Ω

f(x)v(x)d x. (3 .9 )

P a r in té g ra tio n p a r p a rtie ,

∫

Ω

∆(∆u)(x)v(x)d x = −

∫

Ω

∇(∆u)∇v(x)d x +

∫

∂Ω

∂(∆u)

∂n
(x)v(x)d s .

C o m m e v = 0 su r ∂Ω, o n e n d é d u it q u e

∫

Ω

∆(∆u)(x)v(x)d x = −

∫

Ω

∇(∆u)∇v(x)d x

p u is p a r u n e n o u v e lle in té g ra tio n p a r p a rtie q u e

∫

Ω

∆(∆u)(x)v(x)d x =

∫

Ω

∆u(x)∆v(x)d x −

∫

∂Ω

∆u(x)
∂v

∂n
(x)d s .

C o m m e ∂v

∂n
(x) = 0 su r ∂Ω, le d e rn ie r te rm e d e c e tte é q u a tio n e st n u lle . A in si, o n

d é d u it d e (3 .9 ) q u e

∫

Ω

∆u(x)∆v(x)d x =

∫

Ω

f(x)v(x)d x.

L a ré c ip ro q u e s’́e ta b lit c o m m e lo rs d e l’e x e rc ic e p ré c é d e n t. S u p p o so n s q u e u so it u n e
so lu tio n d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l (3 .8 ), e n e ff e c tu a n t d e u x in té g ra tio n s p a r p a rtie
su c c e ssiv e s, o n o b tie n t

∫

Ω

(∆(∆u) − f)vd x = 0 ,

p o u r to u t v ∈ X. O r X e st u n so u s e sp a c e d e n se d e L2(Ω), a in si ∆(∆u) − f = 0 .

E x ercice 3 .3 .1 L e b u t d e cet ex erc ice est d e m ontrer q u e l’esp a ce V , d éfi ni p a r

V =
{

v ∈ C1(Ω), v = 0 su r ∂Ω
}

, (3 .1 0 )

m u ni d u p rod u it sc a la ire

〈w, v〉 =

∫

Ω

∇w(x) · ∇v(x) d x, (3 .1 1 )



43

n’est pas complet. Soit Ω la b ou le u nité ou v erte d e R
N . Si N = 1, on d éfi nit la su ite

un(x) =







−x − 1 si − 1 < x < −n−1,
(n/2)x2 − 1 + 1/(2n) si − n−1 ≤ x ≤ n−1,
x − 1 si n−1 < x < 1.

Si N = 2, pou r 0 < α < 1/2, on d éfi nit la su ite

un(x) = | lo g (|x|2 + n−1)|α/2 − | lo g (1 + n−1)|α/2.

Si N ≥ 3, pou r 0 < β < (N − 2)/2, on d éfi nit la su ite

un(x) =
1

(|x|2 + n−1)β /2
−

1

(1 + n−1)β /2
.

M ontrer q u e la su ite un est d e C au ch y d ans V mais q u ’elle ne converg e pas d ans V
lorsq u e n tend v ers l’infi ni.

Correction.

D ’a p rè s l’in é g a lité d e P o in c a ré , u n e su ite un d e l’e sp a c e V e st d e C a u ch y , si e t
se u le m e n t si ∇un e st u n e su ite d e C a u ch y d a n s L2(Ω)N .

L ’e sp a c e L2(Ω)N é ta n t c o m p le t, o n e n d é d u it q u e un e st d e C a u ch y d a n s V si
e t se u le m e n t si ∇un e st c o n v e rg e n te d a n s L2(Ω)N .

A in si, si V é ta it u n e sp a c e c o m p le t, to u te su ite d e un d e V te lle q u e ∇un

c o n v e rg e v e rs u n é ĺe m e n t τ d e L2(Ω)N se ra it c o n v e rg e n te v e rs u n é ĺe m e n t u d e V .
E n p a rtic u lie r, τ = ∇u se ra it u n e fo n c tio n c o n tin u e . A fi n d e p ro u v e r q u e V n ’e st
p a s c o m p le t, il su ffi t d o n c d a n s ch a c u n d e s c a s d e v é rifi e r q u e ∇un c o n v e rg e d a n s
L2(Ω)N v e rs u n e fo n c tio n d isc o n tin u e .
Ca s N = 1. L a su ite ∇un c o n v e rg e d a n s L2(]− 1, 1[) v e rs la fo n c tio n τ d é fi n ie p a r

τ(x) =

{

−1 si x < 0
1 si x > 0

L a fo n c tio n τ n ’a y a n t p a s d e re p ré se n ta n t c o n tin u , V n ’e st p a s c o m p le t.
Ca s N = 2. S o it τ : Ω → R

2 la fo n c tio n d é fi n ie p o u r to u t x 6= 0 p a r

τ(x) = −
2αx

|x|2
(

− lo g (|x|2)
)α−1

.

O n v é rifi e sa n s m a l q u e τ a p p a rtie n t à L2(Ω)2. E n e ff e t,

∫

Ω

|τ |2d x = π21+ αα

∫ 1

0

1

r lo g (r)2−2α
d r.

(
∫ 1/2

0
1

r(lo g r)2(α−1 d r < +∞)) e t q u e la su ite ∇un c o n v e rg e d a n s L2(Ω)2 v e rs τ . Il

su ffi t a c e t e ff e t, d ’a p p liq u e r le th é o rè m e d e L e b e sg u e e n re m a rq u a n t q u e

|∇un − τ |2 ≤ 2 m a x (|∇u|, 2/ lo g (2))2.



44 CHAPITRE 3. FORMULATION VARIATIONNELLE

C o m m e τ n ’e st p a s c o n tin u e , V n ’e st p a s c o m p le t.
Cas N ≥ 3. O n p ro c è d e c o m m e d a n s le c a s p ré c é d e n t. E n p a rtic u lie r, un e t d e
C a u ch y e t le g ra d ie n t d e un c o n v e rg e d a n s L2(Ω )3 v e rs

τ = −β
x

|x|β+2
,

L a fo n c tio n τ a p p a rtie n t b ie n à L2, c a r
∫

1/2

0
r−2β+N−3d r < +∞ d è s q u e β < (N−2)/2

m a is n ’e st p a s c o n tin u e e n 0 .



Chapitre 4

E S P A CE S D E S O B O L E V

E x erc ice 4.2 .1 Soit Ω = (0, 1). M on tre r q u e la fon c tion xα e st d é riv a b le a u se n s fa ib le

d a n s L2(Ω) si e t se u le m e n t si α > 1/2.

Co rrectio n . T o u t d ’a b o rd , xα a p p a rtie n t à L2(0, 1) si e t se u le m e n t si α > −1/2. S i
α e st u n ré e l stric te m e n t p lu s g ra n d q u e −1/2, d ’a p rè s la d é fi n itio n 4.2 .3 , xα a d m e t
u n e d é riv é e fa ib le d a n s L2(0, 1) si e t se u le m e n t si il e x iste w ∈ L2(0, 1) te l q u e p o u r
to u t ϕ ∈ C∞

c (0, 1),
∫ 1

0

xαϕ′(x)d x = −
∫ 1

0

w(x)ϕ(x)d x.

O r c o m m e ϕ e st à su p p o rt c o m p a c t, il e x iste a > 0 te l q u e ϕ(]0, a [) = 0. A in si,

∫ 1

0

xαϕ′(x)d x =

∫ 1

a

xαϕ′(x)d x

= −
∫ 1

a

αxα−1ϕ(x)d x = −
∫ 1

0

αxα−1ϕ(x)d x

(L e s in té g ra tio n s p a r p a rtie su r (a , 1) n e p o se n t a u c u n p ro b l̀e m e , xα é ta n t d e c la sse
C∞ su r c e t in te rv a lle ). O n e n d é d u it q u e xα a d m e t u n e d é riv é e fa ib le L2 si e t
se u le m e n t si αxα−1 = w ∈ L2(0, 1), c ’e st à d ire α − 1 > −1/2.

E x erc ice 4.2 .2 Soit Ω u n ou v e rt b orn é . M on tre r q u ’u n e fon c tion con tin u e su r Ω, e t

C1 p a r m orc e a u x e st d é riv a b le a u se n s fa ib le d a n s L2(Ω).

Co rrectio n . S o it f u n e fo n c tio n c o n tin u e su r Ω, C1 p a r m o rc e a u x . P a r d é fi n itio n ,
il e x iste u n e fa m ille d ’o u v e rts d e u x à d e u x d isjo in ts (Ωi)i= 1, · · · ,N te lle q u e

⋃

i

Ωi = Ω

et fi = fΩi
so it d e c la sse C1. O n n o te Γ i,j = Ωi ∩ Ωj la fro n tìe re c o m m u n e e n tre

d e u x so u s-o u v e rts d e Ω et ni la n o rm a le e x té rie u re à l’o u v e rt Ωi. S o it ϕ ∈ C∞

c (Ω).

4 5
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E n a p p liq u a n t la fo rm u le d e G re e n (3.5) à ch a c u n d e s o u v e rts Ωi, o n o b tie n t
∫

Ω

f(x)
∂ ϕ

∂ xk

(x)d x =
∑

i

∫

Ωi

fi(x)
∂ ϕ

∂ xk

(x)d x

=
∑

i

∫

∂Ωi

fi(x)ϕ(x)ni
kd s −

∫

Ωi

∂ fi

∂ xk

ϕ(x)d x

= −

(

∑

i

∫

Ωi

∂ fi

∂ xk

ϕ(x)d x

)

+
∑

i,j
i 6=j

∫

Γi,j

fi(x)ϕ(x)ni
kd s .

O r p o u r to u t c o u p le (i, j ) e t to u t p o in t x ∈ Γi,j, n
i
k(x) = −nj

k(x), e t c o m m e f e st
c o n tin u e , fi(x) = fj(x). O n e n d é d u it q u e

∑

i,j
i 6=j

∫

Γi,j

fi(x)ϕ(x)ni
kd s =

∑

i,j
i< j

∫

Γi,j

ϕ(x)(fi(x)n
i
k + fj(x)n

j
k)d s = 0

et
∫

Ω

f(x)
∂ ϕ

∂ xk

(x)d x = −

∑

i

∫

Ωi

∂ fi

∂ xk

ϕ(x)d x = −

∫

Ω

ψk(x)ϕ(x)d x,

o ù ψk : Ω → R e st d é fi n i p o u r to u t x ∈ Ωi p a r ψk(x) = ∂ fi/ ∂ xk(x). E n fi n , la fo n c tio n
ψk é ta n t c o n tin u e p a r m o rc e a u x su r u n o u v e rt b o rn é , e lle a p p a rtie n t à L2(Ω). A in si
f a d m e t u n e d é riv é e fa ib le L2 e t ∂ f/ ∂ xk = ψk.

E x e rc ic e 4 .2 .3 Soit Ω u n ou v e rt b orn é . M on tre r q u ’u n e fon c tion C1 p a r m orc e a u x

m a is p a s con tin u e n ’e st p a s d é riv a b le a u se n s fa ib le d a n s L2(Ω).

C o rre c tio n . O n u tilise le s m ê m e s n o ta tio n s q u e l’e x e rc ic e p ré c é d e n t, o n a to u jo u rs

∫

Ω

f(x)
∂ ϕ

∂ xk

(x)d x = −

(

∑

i

∫

Ωi

∂ fi

∂ xk

ϕ(x)d x

)

+
∑

i,j
i< j

∫

Γi,j

ϕ(x)(fi(x)n
i
k + fj(x)n

j
k)d s

d ’o ù
∫

Ω

f(x)
∂ ϕ

∂ xk

(x)d x = −

(

∑

i

∫

Ωi

∂ fi

∂ xk

ϕ(x)d x

)

+
∑

i,j
i< j

∫

Γi,j

ϕ(x)(fi(x) − fj(x))n
i
kd s

S u p p o so n s q u e f so it d é riv a b le a u se n s fa ib le d a n s L2. D a n s c e c a s, il e x iste u n e
fo n c tio n w ∈ L2(Ω) te lle q u e p o u r to u t ϕ ∈ C∞

c (Ω),

∑

i,j
i< j

∫

Γi,j

ϕ(x)(fi(x) − fj(x))n
i
kd s =

∫

Ω

w(x)ϕ(x)d x.

E n p a rtic u lie r, p o u r to u t ϕ ∈ C∞
c (Ωi), o n a
∫

Ωi

w(x)ϕ(x)d x = 0 .
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A in si, w = 0 p re sq u e p a rto u t su r Ω, c a r Ω \ ∪iΩi e st d e m e su re n u lle . D e p lu s, p o u r
to u t in d ic e k, e t to u t fo n c tio n te st ϕ,

∑
i,j
i< j

∫
Γi,j

ϕ(x)(fi(x) − fj(x))n
i
kd s = 0.

O n e n d é d u it q u e p o u r to u t x ∈ ∪i,jΓi,j, fi(x) = fj(x), c ’e st à d ire q u e f e st c o n tin u e .

Exercice 4.2.4 Soit Ω u n ou v e rt b orn é con stitu é d e d e u x ou v e rts Ω1 e t Ω2 sé p a ré s

p a r u n e su rfa c e Γ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2. M on tre r q u ’u n e fon c tion v e c torie lle d e c la sse C1 su r

c h a q u e m orc e a u Ω1 e t Ω2 a d m e t u n e d iv e rg e n c e fa ib le d a n s L2(Ω) si e t se u le m e n t si sa

com p osa n te n orm a le e st con tin u e à tra v e rs la su rfa c e Γ.

C o rrectio n . S o it σ u n e fo n c tio n d e Ω à v a le u rs v e c to rie lle s. O n n o te σ1, σ2 le s
re stric tio n s d e σ à Ω1 e t Ω2 re sp e c tiv e m e n t e t n1, n2 le s n o rm a le s e x té rie u re s à Ω1

e t Ω2. S o it ϕ ∈ C∞

c (Ω), d ’a p rè s la fo rm u le d e S to k e s (v o ir E x e rc ic e 3.2.1),∫
Ω

σ(x).∇ϕ(x)d x =

∫
Ω1

σ1(x).∇ϕ(x)d x+

∫
Ω2

σ2(x).∇ϕ(x)d x

=

∫
Γ

σ1(x).n
1(x)ϕ(x)d s −

∫
Ω1

d iv (σ1)(x)ϕ(x)d x

+

∫
Γ

σ2.n
2(x)ϕ(x)d s −

∫
Ω1

d iv (σ2)(x)ϕ(x)d x.

A in si, si la c o m p o sa n te n o rm a le d e σ e st c o n tin u e à l’in te rfa c e , σ a d m e t u n e d iv e r-
g e n c e fa ib le e t d iv (σ)(x) = d iv (σi)(x) p o u r to u t x ∈ Ωi (i = 1, 2).
R é c ip ro q u e m e n t, si σ p o ssè d e u n e d iv e rg e n c e fa ib le , il e x iste d o n c w ∈ L2(Ω) te l
q u e ∫

Γ

(σ1 − σ2)(x).n
1(x)ϕd s =

∫
Ω

w(x)ϕd x,

e t p a r u n ra iso n n e m e n t sim ila ire à c e lu i e ff e c tu é d a n s l’e x e rc ic e p ré c é d e n t, o n e n
d é d u it q u e (σ1 − σ2).n

1 = 0 su r Γ.

Exercice 4.3 .1 M on tre r q u e le s fon c tion s con tin u e s, C1 p a r m orc e a u x e t à su p p ort

b orn é d a n s Ω, a p p a rtie n n e n t à H1(Ω).

C o rrectio n . D ’a p rè s l’E x e rc ic e 4.2.2 (o n u tilise le s m ê m e n o ta tio n s), p o u r to u te
fo n c tio n ϕ ∈ C∞

c (Ω), ∫
Ω

f(x)
∂ϕ

∂xk

(x) d x = −

∫
Ω

ψk(x)ϕ(x) d x,

o ù ψk(x) = ∂fi/∂xk(x) p o u r to u t x ∈ Ωi. L e su p p o rt d e f é ta n t b o rn é , ψk a p p a rtie n t
à L2(Ω). A in si f a d m e t u n e d é riv é e fa ib le d a n s L2(Ω) e t a p p a rtie n t à H1(Ω).

Exercice 4.3 .2 Soit B la b ou le u n ité ou v e rte d e R
N . SiN = 2, m on tre r q u e la fon c tion

u(x) = | lo g (|x|)|α a p p a rtie n t à H1(B) p ou r 0 < α < 1/2, m a is n ’e st p a s b orn é e a u

v oisin a g e d e l’orig in e . Si N ≥ 3, m on tre r q u e la fon c tion u(x) = |x|−β a p p a rtie n t à

H1(B) p ou r 0 < β < (N − 2)/2, m a is n ’e st p a s b orn é e a u v oisin a g e d e l’orig in e .
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Correction.

1. C a s N = 2
S o it α, 0 < α < 1/2 e t u la fo n c tio n d é fi n ie su r la b o u le u n ité d e R

2 p a r

u(x) = | lo g (|x|)|α.

T o u t d ’a b o rd , o n v é rifi e q u e u e st u n é ĺe m e n t d e L2(B). E n e ff e t,

∫

B

|u|2d x = 2π

∫ 1

0

| lo g (r)|2αrd r < +∞.

R e ste à p ro u v e r q u e u a d m e t u n e d é riv é e fa ib le L2 (u n ’e st é v id e m m e n t p a s b o rn é e
a u v o isin a g e d e 0). R a p p e lo n s q u e |x| =

√

x2
1 + x2

2 e st d é riv a b le p o u r to u t x 6= 0 et
q u e ∇|x| = x/|x|. A in si, la fo n c tio n u, e n ta n t q u e fo n c tio n c o m p o sé e d e fo n c tio n s
d é riv a b le s, e st d é riv a b le a u se n s c la ssiq u e su r B \ { 0} e t ∇u = ψ o ù

ψ(x) = −
αx

|x|2
| lo g (|x|)|α−1.

D e p lu s, ψ a p p a rtie n t à L2(Ω )2. E n e ff e t,

∫

B

|ψ|2d x =

∫

B

(

α lo g (|x|)α−1

|x|

)2

d x

E n p a ssa n t e n c o o rd o n n é e s p o la ire s, o n o b tie n t

∫

B

|ψ|2d x = 2πα2

∫ 1

0

lo g (r)2(α−1)

r
d r

= 2πα2

∫ ∞

1

s2(α−1)d s.

C e tte d e rn ìe re in té g ra le e st fi n ie , d è s q u e 2 (α − 1) < −1 (c e q u i e st le c a s p u isq u e
α < 1/2 ). P o u r ê tre to u t à fa it rig o u re u x , il re ste à p ro u v e r q u e la d é riv é e a u se n s
c la ssiq u e c o ı̈n c id e a v e c la d é fi n itio n d e la d é riv é e fa ib le . S o it ϕ ∈ C∞(Ω ), p o u r to u t
ré e l ε te l q u e 0 < ε < 1,

∫

B

u(x)∇ϕ(x)d x =

∫

ε<|x|<1

u(x)∇ϕ(x)d x+

∫

|x|<ε

u(x)∇ϕ(x)d x

= −

∫

ε<|x|<1

ψ(x)ϕ(x)d x+

∫

|x|=ε

u(x)ϕ(x)d s+

∫

|x|<ε

u(x)∇ϕ(x)d x

= −

∫

ε<|x|<1

ψ(x)ϕ(x)d x+ | lo g (ε)|α
∫

|x=ε|

ϕ(x)d s+

∫

|x|<ε

u(x)∇ϕ(x)d x.

L e s d e u x d e rn ie rs te rm e s d e l’e x p re ssio n te n d e n t v e rs z é ro lo rsq u e ε te n d v e rs z é ro .
A in si,

∫

B

u(x)∇ϕ(x)d x = −

∫

B

ψ(x)ϕ(x)d x,
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ce q u i a ch è v e la d é m o n stra tio n .
2. C a s N ≥ 3

S o it 0 < β < (N − 2)/2. O n p o se

u(x) = |x|−β.

D a n s u n p re m ie r te m p s, o n v é rifi e q u e u e st u n é ĺe m e n t d e L2(B). S o it SN la sp h è re
u n ité ,

∫

B

|u|2d x = |SN |

∫ 1

0

|r|N−1−2βd r < ∞.

P o u r to u t x 6= 0, u e st d é riv a b le a u se n s c la ssiq u e e t ∇u(x) = ψ(x) o ù

ψ(x) = −βx|x|−(β+2)

O n v é rifi e q u e la fo n c tio n ψ e st u n é ĺe m e n t d e L2(B)3. E n e ff e t,
∫

B

|ψ|2d x = β2

∫

B

|ψ|−2(β+1)d x

= β2|SN |

∫ 1

0

rN−1r−2(β+1)d r

= β2|SN |

∫ 1

0

r−2β+N−3d r.

L a d e rn ìe re in té g ra le e st fi n i c a r −2β + N − 3 > −1. E n fi n , e n p ro c é d a n t c o m m e
d a n s le c a s N = 2, o n v é rifi e q u e le s d é riv é e s fa ib le e t c la ssiq u e c o ı̈n c id e n t.

Exercice 4.3.3 Le but de cet exercice est de montrer que le Théorème de trace 4.3.13

n’est p as v rai si l’ouvert Ω n’est p as rég ulier. S oit l’ouvert Ω ⊂ R
2 défi ni p ar 0 < x < 1

et 0 < y < xr avec r > 2 (voir la F ig ure 4.2 ). S oit la fonction v(x) = xα. M ontrer
que v ∈ H1(Ω) si et seulement si 2α + r > 1, tandis que v ∈ L2(∂Ω) si et seulement
si 2α > −1. C onclure. (O n p eut aussi montrer av ec ce même exemp le que le Théorème
4.3.5 de densité et la P rop osition 4.4.2 de p rolong ement ne sont p as v rais p our un tel
ouvert.)

C o rrectio n . O n a
∫

Ω

|v|2d xd y =

∫

Ω

x2αd xd y =

∫ 1

0

(
∫ xr

0

x2αd y

)

d x =

∫ 1

0

x2α+rd x.

A in si, v ∈ L2(Ω) si e t se u le m e n t si 2α + r > −1. D e p lu s, ∂v/∂y = 0 et ∂v/∂x =
αxα−1. O n e n d é d u it q u e v ∈ H1(Ω) si e t se u le m e n t si 2(α − 1) + r > −1, c ’e st à
d ire 2α + r > 1. D ’a u tre p a rt,

∫

∂Ω

|v(x)|2d s = 1 +

∫ 1

0

x2α(1 + r2x2r−2)1/2d x

(l’in té g ra le d u m e m b re d e d ro ite p ro v ie n t d e l’in té g ra tio n d e v(x) le lo n g d e la p a rtie
d u b o rd d e Ω p a ra m é tré e p a r la fo n c tio n (0, 1) 3 x 7→ xr ∈ ∂Ω). C o m m e r > 2,
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la fo n c tio n (1 + r2x2r−2)1/2 e st b o rn é e su r (0, 1) e t v ∈ L2(∂Ω) si e t se u le m e n t si
2α > −1. S i r e st stric te m e n t su p é rie u r à 2, il e x iste α te l q u e 1 − r < 2α < −1.
D a n s c e c a s, v ∈ H1(Ω) e t v|∂Ω /∈ L2(∂Ω). L e T h é o rè m e 4.3.13 e st m is e n d é fa u t
d a n s c e c a s. E n e ff e t, o n in tro d u it la su ite c ro issa n te d e fo n c tio n s vn ∈ H1(Ω)∩C(Ω)
d é fi n ie p a r

vn(x) = m in (v(x), n).

L a su ite vn c o n v e rg e v e rs v d a n s H1(Ω) e t vn
|∂Ω c o n v e rg e p re sq u e p a rto u t v e rs v|∂Ω.

O n a a lo rs
lim

n
‖vn‖H1(Ω) = ‖v‖H1(Ω)

e t

lim
n

‖vn‖L2(Ω) =

∫
∂Ω

|v|∂Ω(x)|2d s = + ∞.

Q u e l q u e so it K > 0, p o u r n a sse z g ra n d , o n a d o n c

‖vn‖L2(∂Ω) > K ‖vn‖H1(Ω),

c e q u i a ch è v e la d é m o n stra tio n .

R e m a rq u e 4.3.1 Pour être tout à fait rigoureux, on ne peut pas conclure direc-

tem ent du fait que v ∈ H1(Ω) et v|∂Ω /∈ L2(∂Ω) que le th éorèm e de T race 4.3.13

est erroné. E n eff et, on pourrait tout à fait im aginer que l’application T race γ0 soit

prolongeab le en une fonction continue de H1(Ω) dans L2(∂Ω), m ais telle que γ0(v)
et v|∂Ω ne cöıncident pas.

E x e rc ic e 4.3.4 Le but de cet exercice est de montrer qu’il ne peut pas y avoir de

notion de trace pour des fonctions de L2(Ω), c’est-à-dire qu’il n’existe pas de constante

C > 0 telle que, pour toute fonction v ∈ L2(Ω), on a

‖v|∂Ω‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖L2(Ω).

P our simplifi er, on ch oisit comme ouvert Ω la boule unité. C onstruire une suite de

fonctions rég ulières dans Ω ég ales à 1 sur ∂Ω et dont la norme dans L2(Ω) tend vers

z éro. C onclure.

C o rre c tio n .

S o it T u n e fo n c tio n ré g u lìe re d e [0; + ∞[ à v a le u rs d a n s R
+ te lle q u e T (0) = 1,

T (s) = 0 p o u r s > 1 et 0 ≤ T (s) ≤ 1 p o u r to u t s. O n d é fi n it la su ite un d e fo n c tio n s
d e la b o u le Ω à v a le u rs d a n s R p a r

un(x) = T (n(1 − |x|)).

P o u r to u t n, q u e l q u e so it x ∈ ∂Ω, |un(x)| = 1. D ’a u tre p a rt, la su ite |un(x)| e st
m a jo ré e p a r 1 p o u r to u t x ∈ Ω. E n fi n , un(x) = 0 p o u r to u t x a p p a rte n a n t à la b o u le
d e ra y o n 1 − 1/n. A in si, d ’a p rè s le th é o rè m e d e L e b e sg u e , ‖un‖L2(Ω) → 0, e t q u e l
q u e so it C, p o u r n a sse z g ra n d ,

‖un‖L2(∂Ω) = ‖u0‖L2(∂Ω) > C‖un‖L2(Ω).

L ’o p é ra te u r tra c e d é fi n it d e C0(Ω)∩L2(Ω) d a n s L2(∂Ω) n ’e st p a s c o n tin u e . A fo rtio ri,
il n e p e u t ê tre p ro lo n g é e n u n e a p p lic a tio n c o n tin u e d e L2(Ω) d a n s L2(∂Ω).



Chapitre 5

É T U D E M A T H É M A T IQ U E D E S

P R O B L È M E S E L L IP T IQ U E S

E x erc ice 5.2 .1 A l’aide de l’approche variationnelle démontrer l’existence et l’unicité

de la solution de
{

−∆u + u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(5 .1 )

où Ω est un ouvert q uelconq ue de l’espace R
N , et f ∈ L2(Ω). M ontrer en particulier q ue

l’ajout d’un terme d’ordre z éro au L aplacien permet de ne pas avoir b esoin de l’hypothèse

q ue Ω est b orné.

Co rrectio n .

1 e r É ta p e . R e ch e rch e d e la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle .
O n m u ltip lie l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r u p a r u n e fo n c tio n te st v n u lle su r ∂Ω. P a r

in té g ra tio n p a r p a rtie , o n o b tie n t q u e

∫

Ω

(

∇u · ∇v + u(x)v(x)
)

d x =

∫

Ω

fv d x.

A fi n q u e c e tte e x p re ssio n a it u n se n s, il su ffi t d e ch o isir u e t v d a n s H1
0 (Ω). L e

p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l a sso c íe à l’́e q u a tio n (5 .1 ) c o n siste d o n c à d é te rm in e r u ∈
H1

0 (Ω) te l q u e

a(u, v) = L(v) p o u r to u t v ∈ H1
0 (Ω),

o ù

a(u, v) =

∫

Ω

(

∇u · ∇v + u(x)v(x)
)

d x

e t

L(v) =

∫

Ω

fv d x.

2 e m e É ta p e . R é so lu tio n d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l.
L a c o n tin u ité d e a(., .) e t L(.) e st é v id e n te d e m ê m e q u e la c o e rc iv ité d e la fo rm e

b ilin é a ire a(., .). E n e ff e t,

a(u, u) = ‖u‖2
H1(R2).

5 1
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L e s h y p o th è se s d u T h é o rè m e d e L a x -M ilg ra m so n t ré u n ie s. Il e x iste d o n c u n e so -
lu tio n u n iq u e a u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l. O n v é rifi e e n fi n e n e ff e c tu a n t le s m ê m e
in té g ra tio n s p a r p a rtie q u e lo rs d e la p re m ìe re é ta p e q u e ∇u e st u n é ĺe m e n t d e
H(d iv ) e t q u e −∆u + u = f e n ta n t q u ’́e ĺe m e n ts d e L2(Ω) e t d o n c p re sq u e p a rto u t
d a n s Ω. E n fi n , c o m m e u ∈ H1

0
(Ω), e t q u e Ω est u n o u v e rt ré g u lie r, la tra c e d e u e st

b ie n d é fi n ie e t u = 0 p re sq u e p a rto u t su r ∂Ω.

Exercice 5.2.2 Soit Ω u n ou v e rt b orn é d e R
N . A l’a id e d e l’a p p roc h e v a ria tion n e lle

d é m on tre r l’e x iste n c e e t l’u n ic ité d e la solu tion d u p rob l̀e m e su iv a n t d e con v e c tion -

d iff u sion
{

V · ∇u − ∆u = f d a n s Ω
u = 0 su r ∂Ω

(5.2)

où f ∈ L2(Ω) e t V e st u n e fon c tion ré g u liè re à v a le u rs v e c torie lle s te lle q u e d iv V = 0
d a n s Ω.

C o rrectio n .

1 e r É ta p e . R e ch e rch e d e la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle .
O n m u ltip lie l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r u p a r u n e fo n c tio n te st v n u lle su r ∂Ω. P a r

in té g ra tio n p a r p a rtie , o n o b tie n t la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle su iv a n te :
T ro u v e r u ∈ H1

0
(Ω) te l q u e

a(u, v) = L(v) p o u r to u t v ∈ H1

0
(Ω),

o ù

a(u, v) =

∫

Ω

(

∇u · ∇v + (V · ∇u)v
)

d x

e t

L(v) =

∫

Ω

fv d x .

2è m e É ta p e . R é so lu tio n d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l.
A fi n d ’a p p liq u e r le T h é o rè m e d e L a x -M ilg ra m , la se u le h y p o th è se n o n triv ia le

à v é rifi e r e st la c o e rc iv ité d e la fo rm e b ilin é a ire a(., .).

a(u, u) =

∫

Ω

(

∇u · ∇v + (V · ∇u)u
)

d x

O r
∫

Ω

(V · ∇u)u d x =

∫

Ω

(

d iv (uV )u − d iv (V )|u|2
)

d x

= −

∫

∂Ω

(V · ∇u)u d x .

A in si,
a(u, u) = ‖∇u‖2

L2(Ω)

e t la c o e rc iv ité d e a(., .) se d é d u it d e l’in é g a lité d e P o in c a ré .
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3è m e É ta p e . É q u iv a le n c e a v e c l’́e q u a tio n .

∫

Ω

∇u · ∇v d x =

∫

Ω

(

fv − (V · ∇u)v
)

d x .

A in si,
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∇u · ∇v d x

∣

∣

∣

∣

≤ (‖f‖L2(Ω) + ‖V ‖L∞(Ω)‖u‖H1(Ω))‖v‖L2(Ω),

e t ∇u e st u n é ĺe m e n t d e H(d iv ). O n e n d é d u it d o n c p a r in té g ra tio n p a r p a rtie q u e

−∆u + V · ∇u = f e n ta n t q u ’́e ĺe m e n ts d e L2(Ω).

Exercice 5.2.3 On reprend les notations et hypothèses de l’Exercice 5.2.2. M ontrer

q u e tou t v ∈ H1
0 (Ω) v érifi e

∫

Ω

vV · ∇v d x = 0 .

M ontrer q u e la solu tion de la form u lation variationnelle du prob lèm e de convection dif-

fu sion ne m inim ise pas dans H1
0 (Ω) l’énerg ie

J(v) =
1

2

∫

Ω

(

|∇v|2 + vV · ∇v
)

d x −

∫

Ω

fv d x .

C o rrectio n . O n a d ’o re s e t d é jà p ro u v é d a n s l’e x e rc ic e p ré c é d e n t q u e
∫

Ω

vV · ∇v d x = 0

p o u r to u t v ∈ H1
0 (Ω). A in si,

J(v) = 1/2

∫

Ω

(

|∇v|2 + v(V · ∇v)
)

d x −

∫

fv d x

= 1/2

∫

Ω

|∇v|2 d x −

∫

fv d x

O r le m in im ise u r u su r H1
0 (Ω) d e J e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s

{

−∆u = f d a n s Ω
u = 0 su r ∂Ω,

e t n ’a d o n c a u c u n e ra iso n (sa u f c a s e x c e p tio n n e l) d ’̂e tre so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x
lim ite s

{

V · ∇u − ∆u = f d a n s Ω
u = 0 su r ∂Ω,

Exercice 5.2.4 On considère à nou v eau le prob lèm e au x lim ites

{

−∆u = f dans Ω
u = 0 su r ∂Ω

(5.3)
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où Ω e st un ouv e rt b orn é d e l’e sp a c e R
N , e t f e st un se con d m e m b re q ui a p p a rtie n t

à l’e sp a c e L2(Ω). O n sup p ose q ue l’ouv e rt Ω e st sy m é triq ue p a r ra p p ort à l’h y p e rp la n
xN = 0 d e m ê m e q ue la d on n é e f (i.e . f(x′, xN) = f(x′,−xN)). M on tre r q ue la
solution d e (5 .3 ) a la m ê m e sy m é trie . M on tre r q ue (5 .3 ) e st é q uiv a le n t à un p rob l̀e m e
a ux lim ite s p osé sur Ω+ = Ω ∩ { xN > 0} a v e c un e con d ition a ux lim ite s d e N eum a n n
sur Ω ∩ { xN = 0}.

Correction. S o it u la so lu tio n d e (5.3 ). O n d é fi n it

v ∈ H1(Ω) p a r v(x′, xn) = u(x′,−xn).

O n a a lo rs p o u r to u t (x′, xn) ∈ Ω,

−∆v(x′, xn) = −∆u(x′,−xn) = f(x′,−xn) = f(x′, xn).

D e p lu s, p o u r to u t é ĺe m e n t (x′, xn) d u b o rd d e Ω, (x′,−xn) ∈ ∂Ω et

v(x′, xn) = u(x′,−xn) = 0.

A in si, v e st é g a le m e n t so lu tio n d u p ro b l̀e m e s a u x lim ite s (5.3 ). C o m m e u e st l’u n iq u e
so lu tio n d e c e sy stè m e , u = v e t u(x′, xn) = u(x′,−xn). O n n o te Γ N = Ω ∩ { xn = 0}
e t n la n o rm a le e x té rie u re à Ω+. M o n tro n s q u e ∂u/∂n = 0 su r Γ N . S i o n su p p o se
q u e u e st ré g u lie r, la n u llité d e la d é riv é e n o rm a le su r Γ N d é c o u le d ire c te m e n t d e la
re la tio n u(x′, xn) = u(x′,−xn). S a n s h y p o th è se d e ré g u la rité su r u, o n p e u t u tilise r
la d é fi n itio n fa ib le d e la tra c e n o rm a le d ’́e ĺe m e n ts d e H(d iv ). S o it ϕ ∈ C∞

c (Ω). O n
p o se ψ(x′, xn) = (ϕ(x′,−xn) + ϕ(x′, xn))/2 . O n a

〈

∂u

∂n
, ψ

〉

H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN )

=

∫

Ω+

∆uψ d x+

∫

Ω+

∇u · ∇ψ d x

=

∫

Ω+

fψ d x+

∫

Ω+

∇u · ∇ψ d x.

D e m ê m e ,
〈

∂u

∂n
, ψ

〉

H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN )

= −

∫

Ω−

fψ d x−

∫

Ω−

∇u · ∇ψ d x

= −

∫

Ω+

fψ d x−

∫

Ω+

∇u · ∇ψ d x

(p a r ch a n g e m e n t d e v a ria b le (x′, xn) → (x′,−xn)).
O r ψ|ΓN

= ϕ|ΓN
, a in si,

〈

∂u

∂n
, ϕ

〉

H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN )

= −

〈

∂u

∂n
, ϕ

〉

H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN )

e t ∂u/∂n = 0 su r Ω ∩ { xn = 0}. A in si, u e st é g a le m e n t so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x
lim ite s















−∆u = f d a n s Ω+

u = 0 su r ∂Ω ∩ { xn > 0}

∂u

∂n
= 0 su r Ω ∩ { xn = 0}.
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Exercice 5.2.5 Démontrer que l’unique solution u ∈ H1(Ω) d e la formula tion v a ria -
tionnelle

∫

Ω

(∇u · ∇v + uv) d x =

∫

∂Ω

gv d s +

∫

Ω

fv d x ∀ v ∈ H1(Ω). (5.4 )

v érifi e l’estima tion d ’énerg ie suiv a nte

‖u‖H1(Ω) ≤ C
(

‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(∂Ω)

)

,

où C > 0 est une consta nte qui ne d ép end p a s d e u, f et g.

C o rrectio n . Il su ffi t d ’a p p liq u e r la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle (5.4 ) à la fo n c tio n
te st v = u. O n e n d é d u it q u e

‖u‖2
H1(Ω) =

∫

Ω

(

|∇u|2 + |u|2
)

d x =

∫

∂Ω

gu d s +

∫

Ω

fu d x .

E n a p p liq u a n t l’in é g a lité d e C a u ch y -S ch w a rz a u d e u x ìe m e m e m b re ,

‖u‖2
H1(Ω) ≤ ‖g‖L2(∂Ω)‖u‖L2(∂Ω) + ‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω).

P a r le T h é o rè m e d e T ra c e , il e x iste d o n c u n e c o n sta n te p o sitiv e C te lle q u e

‖u‖2
H1(Ω) ≤ C

(

‖g‖L2(∂Ω) + ‖f‖L2(Ω)

)

‖u‖H1(Ω)

e t
‖u‖H1(Ω) ≤ C

(

‖g‖L2(∂Ω) + ‖f‖L2(Ω)

)

Exercice 5.2.6 O n sup p ose que Ω est un ouvert b orné rég ulier d e c la sse C1. A l’a id e
d e l’a p p roc h e v a ria tionnelle d émontrer l’ex istence et l’unic ité d e la solution d u L a p la c ien
a v ec une cond ition a ux limites d e F ourier

{

−∆u = f d a ns Ω
∂u

∂n
+ u = g sur ∂Ω

(5.5)

où f ∈ L2(Ω) et g est la tra ce sur ∂Ω d ’une fonction d e H1(Ω). O n d émontrera
l’inég a lité suiv a nte (qui g énéra lise celle d e P oinc a ré)

‖v‖L2(Ω) ≤ C
(

‖v‖L2(∂Ω) + ‖∇v‖L2(Ω)

)

∀ v ∈ H1(Ω).

C o rrectio n .

1 e r É ta p e . R e ch e rch e d e la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle .
O n m u ltip lie l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r u p a r u n e fo n c tio n te st v. P a r in té g ra tio n

p a r p a rtie , o n o b tie n t
∫

Ω

∇u · ∇v d x −

∫

∂Ω

∂u

∂n
vd s =

∫

Ω

fv d x .

E n fi n , c o m m e ∂u/ ∂n = g − u su r ∂Ω, o n e n d é d u it q u e
∫

Ω

∇u · ∇v d x −

∫

∂Ω

(g − u)vd s =

∫

Ω

fv d x .
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L a fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle re te n u e c o n siste d o n c à tro u v e r u ∈ H1(Ω) te l q u e

a(u, v) = L(v) p o u r to u t v ∈ H1(Ω),

o ù

a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v d x +

∫

∂Ω

uvd s

e t

L(v) =

∫

Ω

fv d x +

∫

∂Ω

gvd s .

2 è m e É ta p e . R é so lu tio n d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l.
A fi n d ’a p p liq u e r le th é o rè m e d e L a x -M ilg ra m , la se u le h y p o th è se n o n triv ia le à

v é rifi e r e st la c o e rc iv ité d e la fo rm e b ilin é a ire a(., .). A c e t e ff e t, o n v a m o n tre r q u ’il
e x iste u n e c o n sta n te C te lle q u e p o u r to u t v ∈ H1(Ω),

‖v‖L2(Ω) ≤ C
(

‖v‖L2(∂Ω) + ‖∇v‖L2(Ω)

)

.

L a c o e rc iv ité e st a lo rs é v id e n te . A fi n d ’́e ta b lir c e d e rn ie r ré su lta t, o n ra iso n n e p a r
c o n tra d ic tio n : S u p p o so n s q u e p o u r to u t n, il e x iste vn te l q u e

‖vn‖L2(Ω) > n
(

‖vn‖L2(∂Ω) + ‖∇vn‖L2(Ω)

)

.

Q u itte a c o n sid é re r la su ite vn/‖vn‖L2(Ω) a u lie u d e vn, o n p e u t su p p o se r q u e p o u r
to u t n, ‖vn‖L2(Ω) = 1 . A in si, la su ite vn e st b o rn é e d a n s H1(Ω) e t d ’a p rè s le th é o rè m e
d e R e llich , il e x iste u n e so u s su ite vn′ c o n v e rg e n te d a n s L2(Ω) v e rs u n é ĺe m e n t v d e
H1(Ω). D e p lu s, ∇vn′ c o n v e rg e v e rs z é ro d a n s L2(Ω). A in si, vn′ e st u n e su ite d e
C a u ch y d e H1(Ω), v a p p a rtie n t a H1(Ω) e t ∇v = 0 . D ’a p rè s la P ro p o sitio n 4.2.5,
o n e n d é d u it q u e v e st u n e c o n sta n te . L ’a p p lic a tio n tra c e é ta n t c o n tin u e d e H1(Ω)
d a n s L2(∂Ω), la tra c e d e v su r le b o rd d e Ω est é g a le à la lim ite d e s tra c e s d e vn′

su r le b o rd d e Ω. O r lim n ‖vn′‖L2(∂Ω) = 0 , a in si v = 0 su r ∂Ω. F in a le m e n t, v é ta n t
c o n sta n te , v = 0 d a n s to u t Ω, c e q u i c o n tre d it le fa it q u e ‖v‖L2(Ω) = 1 .

3 e m e É ta p e . É q u iv a le n c e a v e c le p ro b l̀e m e a u x lim ite s.
T o u t d ’a b o rd , o n é ta b lit e n a p p liq u a n t la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle à d e s é ĺe -

m e n ts v ∈ C∞

c
(Ω) q u e ∇u e st u n é ĺe m e n t d e H(d iv ) e t p a r in té g ra tio n p a r p a rtie

q u e
−∆u = f d a n s Ω.

D e p lu s, p o u r to u te fo n c tio n v ∈ H1(Ω),

∫

∂Ω

(

∂u

∂n
+ u

)

v d x =

∫

Ω

(

(∆u)v + ∇u · ∇v + uv
)

d x

=

∫

Ω

(

− fv + ∇u · ∇v + uv
)

d x =

∫

∂Ω

gvd s .

O n e n d é d u it e n p a rtic u lie r q u e ∂u/∂n e st u n é ĺe m e n t d e L2(∂Ω) et q u e

∂u

∂n
+ u = g p re sq u e p a rto u t su r ∂Ω.
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Remarque 5.2.1 En toute rigueur, l’intégrale
∫

∂Ω

(

∂u
∂n

+ u
)

v d x n’est a p riori pas

correctem ent d éfi nie. C epend ant, com m e ∇u est un élém ent d e H(d iv ), il ad m et une

trace norm ale sur ∂Ω. A insi, le calcul p réc éd ent reste valab le en toute généralité

quitte à rem p lacer l’intégrale d e bord par le croch et d e d ualité
〈

∂u
∂n

+ u,v
〉

H−1/2,H1/2
.

Enfi n, com m e on p rouve fi nalem ent que ∂u/ ∂n ap partient à L2(∂Ω), l’utilisation d e

l’intégrale
∫

∂Ω

(

∂u
∂n

+ u
)

v d x est justifi ée a posteriori.

E x erc ice 5.2.7 On suppose que Ω est un ouvert b orné connexe. A l’a id e d e l’a pproc h e
v a ria tionnelle d ém ontrer l’ex istence et l’unic ité d e la solution d u L a pla c ien a v ec d es
cond itions a ux lim ites m êĺees







−∆u = f d a ns Ω
∂u
∂n

= 0 sur ∂ΩN

u = 0 sur ∂ΩD

(5.6 )

où f ∈ L2(Ω), et (∂ΩN ,∂ΩD) est une pa rtition d e ∂Ω telle que les m esures superfi c ielles
d e ∂ΩN et ∂ΩD sont non nulles (voir la F ig ure 4.1). (U tiliser la R em a rque 4.3 .18 .)

C o rrec tio n .

L a fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle s’́e ta b lit n a tu re lle m e n t : Il s’a g it d e tro u v e r u ∈ V
te l q u e

a(u,v) = L(v) p o u r to u t v ∈ V

o ù
V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 su r ∂ΩD}

a(u,v) =

∫

Ω

∇u · ∇v d x

e t

L(v) =

∫

Ω

fv d x .

L ’a p p lic a tio n tra c e é ta n t c o n tin u e , l’e sp a c e v e c to rie l V , im a g e ré c ip ro q u e d ’u n fe rm é
p a r u n e a p p lic a tio n c o n tin u e , e st u n so u s e sp a c e fe rm é d e H1(Ω). A in si, V e st u n
e sp a c e d e H ilb e rt. L e s fo rm e s b ilin é a ire e t lin é a ire a e t L é ta n t c o n tin u e s, il n e re ste
p lu s q u ’̀a é ta b lir la c o e rc iv ité d e la fo rm e b ilin é a ire a p o u r p o u v o ir a p p liq u e r le
T h é o rè m e d e L a x -M ilg ra m e t e n d é d u ire l’e x iste n c e e t l’u n ic ité d ’u n e so lu tio n a u
p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l. Il s’a g it d o n c d ’́e ta b lir l’in é g a lité d e ty p e P o in c a ré su iv a n te :
Il e x iste C > 0 te l q u e p o u r to u t v ∈ V ,

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω).

C e tte in é g a lité s’́e ta b lit p a r c o n tra d ic tio n (v o ir la d e u x ìe m e d é m o n stra tio n d e l’in -
é g a lité d e P o in c a ré 4 .3 .10 ). S u p p o so n s q u e c e tte in é g a lité so it fa u sse p o u r to u te
c o n sta n te C. D a n s c e c a s, p o u r to u t e n tie r n, il e x iste un ∈ V te l q u e

‖un‖L2(Ω) > n‖∇un‖L2(Ω).

Q u itte à d iv ise r un p a r sa n o rm e L2, o n p e u t su p p o se r q u e ‖un‖L2 = 1 . A in si, un

e st b o rn é d a n s H1(Ω) e t d ’a p ré s le T h é o rè m e d e R e llich , il e x iste u n e so u s-su ite un′
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d e un e t u n é ĺe m e n t u d e L2(Ω) te ls q u e un′ c o n v e rg e v e rs u e n n o rm e L2. O r ∇un

c o n v e rg e v e rs z é ro . O n e n d é d u it q u e un e st d e C a u ch y d a n s H1(Ω). E n p a rtic u lie r,
u a p p a rtie n t à H1(Ω) e t le g ra d ie n t d e u e st é g a l à la lim ite d e s g ra d ie n ts d e un′ ,
c ’e st à d ire ∇u = 0. D ’a p rè s la P ro p o sitio n 4.2.5, o n e n d é d u it q u e u e st u n e
c o n sta n te . C o m m e u a p p a rtie n t à V , la re stric tio n d e u à ∂ΩD e st n u lle . L a m e su re
su p e rfi c ie lle d e ∂ΩD é ta n t n o n n u lle , o n e n d é d u it q u e u = 0, c e q u i c o n tre d it le fa it
q u e ‖u‖L2(Ω) = lim n′ ‖un′‖L2(Ω) = 1 .

E n fi n , si u e st u n e so lu tio n d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l, o n e n d é d u it q u e ∇u
a p p a rtie n t à H(d iv ) e t q u e −∆u = f e n ta n t q u ’́e ĺe m e n ts d e L2(Ω). E n fi n , p o u r
to u t é ĺe m e n t v d e V , o n a

〈

∂u

∂n
, v

〉

H−1/2,H1/2

=

∫

Ω

∆uv + ∇u · ∇v d x = 0.

Q u itte à su p p o se r Ω et ∂ΩN a sse z ré g u lie rs, la tra c e d e s fo n c tio n s V su r le b o rd
e st é g a l à l’e n se m b le d e s fo n c tio n s d e H1/2(Ω) d e su p p o rt in c lu s d a n s ∂ΩN . A in si,
la re stric tio n d e ∂u/∂n à ∂ΩN e st n u lle . E n fi n , u = 0 p re sq u e p a rto u t su r ∂ΩD c a r
u ∈ V . A in si, la so lu tio n u d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l e st b ie n so lu tio n d u p ro b l̀e m e
a u x lim ite s in itia l.

E x e rc ic e 5.2.8 Démontrer l’inégalité de Poincaré-Wirtinger : si Ω est b orné, régu lier

et connexe, il ex iste u ne constante C > 0 telle q u e, p ou r tou t v ∈ H1(Ω),

‖v − m(v)‖L2(Ω) ≤ C‖∇v‖L2(Ω) avec m(v) =

∫

Ω
v d x

∫

Ω
d x

. (5.7 )

C o rre c tio n . O n p e u t d é m o n tre r c e tte in é g a lité p a r c o n tra d ic tio n . O n su p p o se q u e
l’in é g a lité d e P o in c a ré W irtin g e r e st fa u sse . D a n s c e c a s, p o u r to u t e n tie r n a tu re l
n ≥ 1 , il e x iste u n é ĺe m e n t un d e H1(Ω) te l q u e

‖un − m(un)‖L2(Ω) > n‖∇un‖L2(Ω),

o ù m e st la m o y e n n e d é fi n ie p a r

m(un) =

∫

Ω

un d x

/
∫

Ω

d x .

O n p o se vn = (un − m(un))/ | | un − m(un)‖L2(Ω). L a su ite vn v é rifi e l’́e q u a tio n

1 = ‖vn‖L2(Ω) > n‖∇vn‖L2(Ω). (5.8)

A in si, la su ite vn e st b o rn é e d a n s H1(Ω). C o m m e Ω est b o rn é ré g u lie r, d ’a p rè s le
T h é o rè m e d e R e llich , o n p e u t e x tra ire d e vn u n e so u s-su ite c o n v e rg e n te d a n s L2(Ω)
v e rs u n é ĺe m e n t v d e L2(Ω). P a r c o m m o d ité , o n n o te d e n o u v e a u vn c e tte su ite .
C o m m e vn e st c o n v e rg e n te d a n s L2(Ω), c ’e st u n e su ite d e C a u ch y d e L2(Ω). D e p lu s,
d ’a p rè s l’́e q u a tio n (5.8), ∇vn c o n v e rg e v e rs 0 d a n s L2(Ω). A in si, vn e st u n e su ite d e
C a u ch y d a n s H1(Ω). C o m m e H1(Ω) e st u n e sp a c e d e H ilb e rt, il e st c o m p le t : T o u te
su ite d e C a u ch y e st c o n v e rg e n te e t vn c o n v e rg e d a n s H1(Ω). A in si,

‖∇v‖L2(Ω) = lim
n

‖∇vn‖L2(Ω) ≤ lim
n

(1 /n) = 0,
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m(v) = lim
n

m(vn) = 0 ,

‖v‖L2(Ω) = lim
n

‖vn‖L2(Ω) = 1 .

C o m m e ∇v = 0 , m(v) = 0 e t Ω est c o n n e x e , v e st u n e c o n sta n te d e m o y e n n e n u lle
d ’a p rè s la P ro p o sitio n 4.2.5. A in si, v = 0 et ‖v‖L2(Ω) = 1 , c e q u i e st a b su rd e .

E x e rc ic e 5.2.9 On suppose que Ω est un ouvert b orné connexe rég ulier. S oit f ∈
L2(Ω). On consid ère la form ula tion v a ria tionnelle suiv a nte : trouver u ∈ H1(Ω) tel que

∫

Ω

∇u · ∇v d x +

(
∫

Ω

u d x

) (
∫

Ω

v d x

)

=

∫

Ω

fv d x ∀ v ∈ H1(Ω).

D ém ontrer l’ex istence et l’unic ité d e la solution d e cette form ula tion v a ria tionnelle. Q uel

prob l̀em e a ux lim ites a -t-on a insi résolu ? E n pa rticulier, si on suppose que
∫

Ω
f d x = 0 ,

quel prob l̀em e d éj̀a étud íe retrouve-t-on ?

C o rre c tio n .

1 . E x iste n c e
S o it

a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v d x +

(
∫

Ω

u d x

) (
∫

Ω

v d x

)

(5.9)

e t

L(v) =

∫

Ω

f(x)v(x) d x.

L e p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l p o sé c o n siste à d é te rm in e r u ∈ H1(Ω) te l q u e

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1(Ω).

A fi n d ’a p p liq u e r le T h é o rè m e d e L a x -M ilg ra m , la se u le h y p o th è se n o n triv ia le à
v é rifi e r p o rte su r la c o e rc iv ité d e la fo rm e b ilin é a ire a(., .). E n ra iso n n a n t p a r l’a b -
su rd e (c o m m e lo rs d e la d e u x ìe m e d é m o n stra tio n d e l’in é g a lité d e P o in c a ré 4.3 .1 0 ),
o n é ta b lit q u ’il e x iste C > 0 te l q u e p o u r to u t u ∈ H1(Ω),

‖u‖2
H1(Ω) ≤ Ca(u, u)

(O n u tilise ic i le fa it q u e Ω est b o rn é c o n n e x e ). L e T h é o rè m e d e L a x -M ilg ra m n o u s
a ssu re a lo rs l’e x iste n c e e t l’u n ic ité d e la so lu tio n d e (5.9).
2 . D é te rm in a tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s

S o it ϕ ∈ C∞

c (Ω),

∫

Ω

∇u · ∇ϕ(x) d x = −

(
∫

Ω

u(x) d x

) (
∫

Ω

ϕ(x) d x

)

+

∫

Ω

f(x)ϕ(x) d x.

D ’a p rè s l’in é g a lité d e C a u ch y -S ch w a rz ,

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∇u · ∇ϕ(x) d x

∣

∣

∣

∣

≤

(

|Ω|1/2

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

u d x

∣

∣

∣

∣

+ ‖f‖L2(Ω)

)

‖ϕ‖L2(Ω).
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A in si, ∇u ∈ H(d iv ) e t

−d iv (∇u) = f −

∫

Ω

u d x d a n s Ω.

D e p lu s, e n a p p liq u a n t la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle à v = 1, o n o b tie n t q u e

∫

Ω

u d x =
1

|Ω|

∫

Ω

f d x.

E n fi n , c o m m e ∇u ∈ H(d iv ), la tra c e d e ∂u/ ∂n su r la fro n tìe re d e Ω est c o rre c te m e n t
d é fi n ie e t o n é ta b lit a isé m e n t q u e ∂u/ ∂n = 0. L e p ro b l̀e m e a u x lim ite s ré so lu c o n siste
d o n c à tro u v e r u ∈ H1(Ω) te l q u e















−∆u = f − |Ω|−1

∫

Ω

f d x d a n s Ω

∂u

∂n
= 0 su r ∂Ω.

D a n s le c a s p a rtic u lie r
∫

Ω
f d x = 0, u e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e d e N e u m a n n (5.25).

E x e rc ic e 5.2.1 0 Soit Ω u n ou v e rt b orn é e t K u n com p a c t con n e x e d e R
N in c lu s d a n s

Ω (on su p p ose q u e Ω \ K e st ré g u lie r). Soit f ∈ L2(Ω). O n con sid è re u n p rob l̀e m e d e
con d u c tion d a n s Ω où K e st u n e in c lu sion p a rfa ite m e n t con d u c tric e , c ’e st-à -d ire q u e
l’in con n u e u (la te m p é ra tu re ou le p ote n tie l é le c triq u e , p a r e x e m p le ) e st con sta n te d a n s
K (c e tte con sta n te e st a u ssi in con n u e ). O n su p p ose q u ’il n ’y a p a s d e te rm e sou rc e d a n s
K. C e p rob l̀e m e se m od é lise p a r















−∆u = f d a n s Ω \ K
u = C su r ∂K
∫

∂ K

∂ u

∂ n
d s = 0 su r ∂K

u = 0 su r ∂Ω,

où C e st u n e con sta n te in con n u e à d é te rm in e r. T rou v e r u n e form u la tion v a ria tion n e lle
d e c e p rob l̀e m e a u x lim ite s e t d é m on tre r l’e x iste n c e e t l’u n ic ité d ’u n e solu tion (u, C).

C o rre c tio n . O n in tro d u it l’e sp a c e v e c to rie l

X = {u ∈ H1(Ω \ K) : u = 0 su r ∂Ω ; v = co n sta n te su r ∂K}.

m u n i d e la n o rm e d e H1(Ω \ K). N o to n s q u e X e st u n e sp a c e d e H ilb e rt. E n e ff e t,
c ’e st u n so u s e sp a c e fe rm é d e H1(Ω \ K).
1e re É ta p e . D é te rm in a tio n d e la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle .

O n m u ltip lie l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r u su r Ω \ K p a r u n é ĺe m e n t v d e X. P a r
in té g ra tio n p a r p a rtie , o n e n d é d u it q u e

∫

Ω\K

∇u · ∇v(x) d x +

∫

∂ K

∂u

∂n
(x)v(x)d s =

∫

Ω\K

f(x)v(x) d x (5 .10)
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C o m m e v(x) e st c o n sta n te su r ∂K, o n a

∫

∂K

∂u

∂n
(x)v(x)d s =

(
∫

∂K

∂u

∂n
d s

)

v(∂K).

E n fi n , d ’a p rè s l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r ∂u/ ∂n su r ∂K,

∫

∂K

∂u

∂n
(x)v(x)d s = 0 .

L ’́e q u a tio n (5 .10 ) v é rifi é e p a r u se sim p lifi e e n

∫

Ω\K

∇u · ∇v(x) d x =

∫

Ω\K

f(x)v(x) d x.

L a fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle a sso c íe e a u p ro b l̀e m e a u x lim ite s c o n siste à tro u v e r
u ∈ X te l q u e

a(u, v) = L(v), (5 .11)

o ù a(., .) e st la fo rm e b ilin é a ire d é fi n ie su r X p a r

a(u, v) =

∫

Ω\K

∇u · ∇v(x) d x

e t L(.) la fo rm e lin é a ire

L(v) =

∫

Ω\K

f(x)v(x) d x.

2em e É ta p e . E x iste n c e d e so lu tio n .
L ’a p p lic a tio n d u T h é o rè m e d e L a x -M ilg ra m e st triv ia le e t n o u s a ssu re l’e x i-

ste n c e e t l’u n ic ité a u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l (5 .11).
3 e m e É ta p e . É q u iv a le n c e a v e c le p ro b l̀e m e a u x lim ite s.

O n a p p liq u e d a n s u n p re m ie r te m p s la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle à u n e fo n c tio n
v ∈ C∞

c
(Ω \ K). O n e n d é d u it q u e ∇u ∈ H(d iv ) e t q u e

−∆u = f p o u r p re sq u e to u t x ∈ Ω \ K.

C o m m e ∇u ∈ H(d iv ), ∂u/ ∂n a d m e t u n e tra c e (a u m o in s a u se n s fa ib le su r ∂K).
E n a p p liq u a n t la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle à u n é ĺe m e n t q u e lc o n q u e v d e X, o n e n
d é d u it q u e

∫

∂K

∂u

∂n
(x) d x = 0 su r ∂K.

E n fi n , le s c o n d itio n s d e ty p e D irich le t u = 0 su r ∂Ω et u =co n sta n te su r ∂K o n t é té
in c lu se s d a n s la d é fi n itio n d e l’e sp a c e X a u q u e l a p p a rtie n t u.

Exercice 5.2.11 Montrer que si u1 ∈ H1(Ω1) et u2 ∈ H1(Ω2) sont solutions d e
(5.33) a v ec (5.34 ) et ui = 0 sur ∂Ω, p our i = 1, 2, a lors la fonction u d éfi nie com m e
ui d a ns Ωi, i = 1, 2, est l’unique solution d a ns H1

0
(Ω) d e (5.39 ).
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Correction.

T o u t d ’a b o rd , la fo n c tio n a in si d é fi n ie e st b ie n u n é ĺe m e n t d e H1

0
. E n e ff e t, u e st

c o n tin u e e t le s re stric tio n s d e u à Ω1 e t Ω2 a p p a rtie n n e n t re sp e c tiv e m e n t à H1(Ω1)
e t H1(Ω2). D ’a p rè s le L e m m e 4 .3 .1 9 , u e st d o n c u n é ĺe m e n t d e H1(Ω). E n fi n , u = 0
su r ∂Ω. N o to n s q u e p o u r p re sq u e to u t x ∈ Ω,

∇u(x) =

{

∇u1(x) si x ∈ Ω1

∇u2(x) si x ∈ Ω2.

S o it v u n é ĺe m e n t d e H1

0
(Ω). O n in tro d u it v1 e t v2 le s re stric tio n s d e v à Ω1 e t

Ω2. O n n o te n la n o rm a le e x té rie u re à Ω1.
∫

Ω1

k1∇u1 · ∇v1 d x =

∫

Ω1

fv1 d x +

∫

Γ

k1∇u1.n d x

e t
∫

Ω2

k2∇u2 · ∇v2 d x =

∫

Ω2

fv2 d x −

∫

Γ

k2∇u2.n d x

P a r so m m a tio n , o n o b tie n t
∫

Ω

A∇u · ∇v d x =

∫

Ω

fv d x,

le s d e u x te rm e s d e fl u x su r l’in te rfa c e Γ se c o m p e n sa n t. O n e n d é d u it q u e A∇u e st
u n é ĺe m e n t d e H(d iv ) e t q u e

−d iv (A∇u) = f e n ta n t q u ’́e ĺe m e n ts d e L2(Ω).

O n a d o n c p ro u v é q u e u e st l’u n iq u e so lu tio n d e (5 .3 9 ).

E x ercice 5 .2 .1 2 Montrer l’existence et l’unicité de la solution de

{

−d iv (A∇u) + u = f dans Ω
∂u

∂n A

= g sur ∂Ω

avec f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(∂Ω).

Correction. L a fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle c o n siste à tro u v e r u ∈ H1(Ω) te l q u e

a(u,v) = L(v) p o u r to u t v ∈ H1(Ω)

o u

a(u,v) =

∫

Ω

(

A∇u · ∇v + uv
)

d x

e t

L(v) =

∫

Ω

fv d x +

∫

∂Ω

gvd s .

L ’e x iste n c e d ’u n e so lu tio n à c e p ro b l̀e m e d é c o u le d ’u n e a p p lic a tio n a isé e d u th é o rè m e
d e L a x -M ilg ra m . E n fi n , le L e m m e 5 .2 .1 3 re ste v a la b le p o u r u n o p é ra te u r e llip tiq u e



63

d u d e u x ìe m e o rd re à c o e ffi c ie n ts v a ria b le s, p o u rv u q u e A so it su ffi sa m m e n t ré g u lie r.
E n p a rtic u lie r, si p o u r to u t i e t j, aij ∈ C1(Ω), u ∈ H2(Ω). A in si, o n o b tie n t q u e

−d iv (A∇u) = f e n ta n t q u ’́e ĺe m e n ts d e L2(Ω),

q u e la tra c e ∂ u
∂ nA

e st b ie n d é fi n ie su r ∂Ω et q u e

∂u

∂nA

= g d a n s L2(∂Ω).

Exercice 5.2.13 Montrer que l’application (non-linéaire) v → v+ est continue d e
L2(Ω) d ans lui-m êm e, ainsi que d e H1(Ω) d ans lui-m êm e (utiliser le fait que ∇u = 0
presque partout sur l’ensem b le u−1(0)).

C o rrectio n .

L a c o n tin u ité d e l’a p p lic a tio n v → v+ d e L2(Ω) d a n s L2(Ω) e st é v id e n te , c a r
L ip sch itz ie n n e . E n e ff e t, p o u r to u t u, v ∈ L2(Ω), o n a

‖v+ − u+‖L2(Ω) ≤ ‖v − u‖L2(Ω).

L a c o n tin u ité d e c e tte a p p lic a tio n d e H1(Ω) d a n s lu i m ê m e e st u n p e u p lu s d é lic a te .
C o n sid é ro n s u n e su ite vn c o n v e rg e a n t v e rs v d a n s H1(Ω). S o it vn′ u n e so u s-su ite
e x tra ite q u e lc o n q u e d e vn. D e c e tte so u s su ite , o n p e u t e x tra ite u n e n o u v e lle so u s-
su ite vn′′ c o n v e rg e a n t p re sq u e p a rto u t. O n a

‖∇v+
n′′ −∇v+‖L2(Ω) =‖1v

n′′>0∇vn′ − 1v>0∇v‖L2(Ω)

≤ ‖1v
n′′>0(∇vn′ −∇v)‖L2(Ω) + ‖(1v

n′′>0 − 1v>0)∇v‖L2(Ω)

≤ ‖∇vn′′ −∇v‖L2(Ω) + ‖(1v
n′′>0 − 1v>0)∇v‖L2(Ω).

Il e st c la ir q u e le p re m ie r te rm e d u se c o n d m e m b re c o n v e rg e v e rs z é ro . E n fi n ,

‖(1v
n′′>0 − 1v>0)∇v‖2

L2(Ω) =

∫

Ω\v−1(0)

(1v
n′′>0 − 1v>0)

2|∇v|2 d x.

c a r ∇v = 0 p re sq u e p a rto u t su r v−1(0). C o m m e l’a p p lic a tio n x → 1x >0 e st c o n tin u e
su r R \ { 0},

1v
n′′>0(x) → 1v>0(x) p o u r p re sq u e to u t x ∈ Ω \ v−1(0).

A in si, d ’a p rè s le th é o rè m e d e c o n v e rg e n c e d o m in é e d e L e b e sg u e ,

‖(1v
n′′>0 − 1v>0)∇v‖L2(Ω) → 0 lo rsq u e n ′ ′ → 0

et
∇v+

n′′ → ∇v+ d a n s L2(Ω).

O n e n d é d u it q u e to u te la su ite ∇v+
n c o n v e rg e v e rs ∇v+. E n e ff e t, d a n s le c a s

c o n tra ire , il e x iste ra it u n ré e l ε > 0, e t u n e so u s-su ite vn′ d e vn te ls q u e

‖∇v+
n′ −∇v+‖L2(Ω) > ε ,

c e q u i c o n tre d it le fa it q u ’o n p u isse c o n stru ire u n e so u s-su ite vn′′ d e vn′ te lle q u e
∇v+

n′′ → ∇v+ d a n s L2(Ω). E n c o n c lu sio n , o n a m o n tré q u e si vn → v d a n s H1(Ω),
a lo rs v+

n → v+ d a n s L2(Ω) e t ∇v+
n → ∇v+ d a n s L2(Ω). E n d ’a u tre s te rm e s, v+

n → v+

d a n s H1(Ω) e t l’a p p lic a tio n q u i à v a sso c ie v+ e st c o n tin u e d e H1(Ω) d a n s H1(Ω).
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Exercice 5.3.1 Montrer que l’application de L2(Ω)N dans H1
0 (Ω)N qui à f fait cor-

respondre u, unique solution faib le de

{

−d iv (2µ e(u) + λ tr(e(u)) Id ) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.

, (5 .12)

est linéaire continue.

C o rrectio n .

L a lin é a rité d e c e tte a p p lic a tio n e st é v id e n te . L a c o n tin u ité e st u n e c o n sé q u e n c e
d u T h é o rè m e d e L a x -M ilg ra m (q u ’o n a a p p liq u é p o u r d é m o n tre r l’e x iste n c e e t l’u n i-
c ité d e la so lu tio n d e (5 .12)). O n p e u t re tro u v e r la c o n tin u ité d ire c te m e n t, e n a p p li-
q u a n t la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle à la fo n c tio n te st v = u. O n o b tie n t

∫

Ω

(

|e(u)|2 + (d iv u)2
)

d x =

∫

Ω

f · u d x.

E n c o m b in a n t c e tte é g a lité à l’in é g a lité d e K o rn

C

∫

Ω

(

|e(u)|2 + (d iv u)2
)

d x ≥ ‖u‖2
H1(Ω)

e t à l’in é g a lité d e C a u ch y -S ch w a rz , o n e n d é d u it q u e

‖u‖H1(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω).

Exercice 5.3.2 S oit Ω un ouvert connexe de R
N . S oit l’ensem b le R des “ m ouvem ents

rig ides” de Ω défi ni par

R =
{

v(x) = b + Mx avec b ∈ R
N , M = −M t m atrice antisy m étrique

}

. (5 .13 )

Montrer que v ∈ H1(Ω)N v érifi e e(v) = 0 dans Ω si et seulem ent si v ∈ R.

C o rrectio n . T o u t d ’a b o rd , si v a p p a rtie n t à R, o n a é v id e m m e n t e(v) = 0 .
R é c ip ro q u e m e n t, so it v ∈ H1(Ω)N te lle q u e e(v) = 0 . O n p o se w = 1

2
(∇v − (∇v)t),

p a rtie a n tisy m é triq u e d e ∇v,

wij =
1

2

(

∂ui

∂xj

−
∂uj

∂xi

)

.

L a fo n c tio n wij e st u n é ĺe m e n t d e L2(Ω). D e p lu s, e n e ff e c tu a n t d iv e rse s in té g ra tio n s
p a r p a rtie , o n p e u t é ta b lir q u e p o u r to u te fo n c tio n ϕ ∈ C∞

c (Ω),

∫

Ω

wij

∂ϕ

∂xk

d x =

∫

Ω

eik(v)
∂ϕ

∂xj

− ejk(v)
∂ϕ

∂xj

d x.

C o m m e e(v) = 0 , o n e n d é d u it q u e p o u r to u t k,

∂wij

∂xk

= 0 .
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A in si, ch a q u e wij a d m e t u n e d é riv é e fa ib le L2(Ω) n u lle e t d ’a p rè s la P ro p o sitio n
4.2.5, il e x iste u n e m a tric e c o n sta n te M te lle q u e wij(x) = M p re sq u e p a rto u t. D e
p lu s, w é ta n t a n tisy m é triq u e , M l’e st é g a le m e n t. P u isq u e e(v) = 0 , o n e n d é d u it q u e

∇v = M.

E n fi n ,

∇(v − Mx) = 0 .

D e n o u v e a u p a r a p p lic a tio n d e la P ro p o sitio n 4.2.5, o n e n d é d u it q u ’il e x iste u n
v e c te u r c o n sta n t b te l q u e

v(x) = b + Mx p o u r p re sq u e to u t x ∈ Ω.

E x e rc ic e 5.3 .3 Montrer que u ∈ V =
{

v ∈ H1(Ω)N tel que v = 0 sur ∂ΩD

}

est
l’unique solution d e la form ula tion v a ria tionnelle

∫

Ω

2µe(u) · e(v) d x +

∫

Ω

λ d iv u d iv v d x =

∫

Ω

f · v d x +

∫

∂ΩN

g · v d s ∀ v ∈ V. (5.14 )

si et seulem ent si u réa lise le m inim um sur V d e l’́energ ie

J(v) =
1

2

∫

Ω

(

2µ|e(v)|2 + λ|d iv v|2
)

d x −

∫

Ω

f · v d x −

∫

∂ΩN

g · v d s . (5.15)

(Ind ic a tion : on p ourra s’insp irer d e la P rop osition 3.3.4).

C o rre c tio n . Il su ffi t d ’a p p liq u e r la P ro p o sitio n 3 .3 .4 à la fo rm e b ilin é a ire

a(u,v) =

∫

Ω

(

2µe(u) · e(v) + λ(d iv u)(d iv v)
)

d x

e t à la fo rm e lin é a ire

L(v) =

∫

Ω

f · v d x +

∫

∂ΩN

g · vd s ,

su r l’e sp a c e d e H ilb e rt V .

E x e rc ic e 5.3 .4 S oit Ω un ouvert b orné connexe d e R
N . O n consid ère le sy stèm e d e

l’́ela stic ité a v ec la cond ition d e N eum a nn (5 .5 9 ) sur tout le b ord ∂Ω. Montrer que la
cond ition d ’́equilib re (v ec torielle)

∫

Ω

f d x +

∫

∂Ω

g d s = 0

est une cond ition nécessa ire et suffi sa nte d ’ex istence et d ’unic ité d ’une solution d a ns
H1(Ω)N (l’unic ité éta nt ob tenue “ à un m ouvem ent d e corp s rig id e” p rès, c ’est-à -d ire à
l’a d d ition d e Mx + b p rès a v ec b ∈ R

N et M une m a trice a ntisy m étrique consta nte).
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Correction.

E n in té g ra n t l’́e q u a tio n su r Ω , o n o b tie n t, su ite à u n e in té g ra tio n p a r p a rtie , la
c o n d itio n d e c o m p a tib ilité

∫

Ω

f dx +

∫

∂Ω

gds = 0 .

S o u s c e tte c o n d itio n , o n v a m o n tre r q u e le p ro b l̀e m e a u x lim ite s a v e c c o n d itio n
d e N e u m a n n a d m e t u n e u n iq u e so lu tio n d a n s l’e sp a c e V , q u o tie n t d e H1(Ω )N p a r
l’e sp a c e d e s m o u v e m e n ts rig id e s R. L a fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle e st a isé e à é ta b lir
e t c o n siste à tro u v e r u ∈ V te l q u e

a(u, v) = L(v) p o u r to u t v ∈ V

o ù

a(u, v) =

∫

Ω

(

2µ e(u) · e(v) + λ(d iv u)(d iv v)
)

dx

e t

L(v) =

∫

Ω

f · v dx +

∫

∂Ω

g · v

N o to n s q u e a(u, v) e t L(v) so n t to u te s d e u x c o rre c te m e n t d é fi n ie s. L e u rs v a le u rs so n t
in d é p e n d a n te s d e s re p ré se n ta n t u e t v ch o isit d a n s H1(Ω ). L e se u l p o in t d é lic a t a fi n
d ’a p p liq u e r le th é o rè m e d e L a x -M ilg ra m c o n siste à p ro u v e r la c o e rc iv ité d e la fo rm e
b ilin é a ire , c ’e st à d ire q u ’il e x iste u n e c o n sta n te C te lle q u e

‖u‖2
V ≤ Ca(u, u) p o u r to u t u ∈ V. (5 .1 6)

o ù

‖u‖V = in f
M ,b

‖u + M.x + b‖H1(Ω), a v e c M m a tric e a n tisy m é triq u e e t b ∈ R
n.

S u p p o so n s q u e la re la tio n (5 .1 6) so it fa u sse p o u r to u t C. D a n s c e c a s, il e x iste u n e
su ite un d ’́e ĺe m e n ts d e V te lle q u e

1 = ‖un‖
2
V ≥ n a(un, un).

R a p p e lo n s q u ’il e x iste ν te l q u e

a(u, u) ≥ ν‖e(u)‖2
L2(Ω)..

A in si,
1 = ‖un‖

2
V ≥ νn ‖e(un)‖2

L2(Ω)

D ’a p rè s le th é o rè m e d e R e llich , il e x iste u n e so u s-su ite un′ c o n v e rg e n te d a n s L2(Ω )
q u o tie n té p a r R. D e p lu s, c o m m e e(un′) te n d v e rs z é ro , o n e n d é d u it q u e un′ c o n v e rg e
d a n s V v e rs u n é ĺe m e n t u te l q u e e(u) = 0 . D ’a p rè s l’e x e rc ic e p ré c é d e n t, il e x iste
M m a tric e a n tisy m é triq u e e t b ∈ R

N te ls q u e u(x) = M.x + b. E n d ’a u tre s te rm e s,
u = 0 d a n s V , c e q u i c o n tre d it le fa it q u e ‖u‖V = 1 . A fi n d e p ro u v e r q u e la so lu tio n
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d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s, o n p ro c è d e c o m m e
p o u r le L a p la c ie n . E n p a rtic u lie r, a fi n d e d o n n e r u n se n s à σ.n, il se ra it n é c e ssa ire d e
m o n tre r q u e u e st e n fa it u n é ĺe m e n t d e H2(Ω) (c e q u ’o n a a d m it p o u r le L a p la c ie n ).
A d é fa u t, o n p e u t to u jo u rs u tilise r le fa it q u e σ e st u n é ĺe m e n t d e H(d iv ) e t u tilise r
la d é fi n itio n fa ib le d e la tra c e d e la n o rm a le d e σ su r le b o rd c o m m e é ĺe m e n t d e
H−1/2(∂Ω)(v o ir T h é o rè m e 4.4.7)

E x e rc ic e 5 .3 .5 On suppose que Ω est un ouvert b orné d e R
N et que f ∈ L2(Ω)N .

M ontrer l’ex istence et l’unic ité d ’une solution fa ib le d a ns H1

0
(Ω)N a u sy stèm e d e L a m é

{

−µ∆u − (µ + λ)∇(d iv u) = f d a ns Ω
u = 0 sur ∂Ω.

(5 .1 7)

sa ns utiliser l’inég a lité d e K orn. V érifi er qu’on peut a ff a ib lir les h ypoth èses d e positiv ité

sur les coeffi c ients d e L a m é en supposa nt seulem ent que µ > 0 et µ + 2λ > 0.

C o rre c tio n . L a fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle c o n siste à tro u v e r u ∈ H1

0
(Ω) te l q u e

a(u, v) = L(v) p o u r to u t v ∈ H1

0
(Ω),

o ù

a(u, v) =

∫

Ω

(

µ∇u · ∇v + (λ + µ)(d iv u)(d iv v)
)

d x

e t

L(v) =

∫

fv d x .

A fi n d ’a p p liq u e r le th é o rè m e d e L a x -M ilg ra m , la se u le h y p o th è se n o n triv ia le à
v é rifi e r e st la c o e rc iv ité d e la fo rm e b ilin é a ire a(., .). O r

∫

Ω

(d iv u)2 d x =

∫

Ω

∑

i,j

∂ui

∂x i

∂uj

∂x j

d x

P a r in té g ra tio n p a r p a rtie , il v ie n t

∫

Ω

(d iv u)2 d x =

∫

Ω

∑

i,j

∂ui

∂x j

∂uj

∂x i

d x =

∫

Ω

∇u · (∇u)t d x

≤

∫

Ω

|∇u||(∇u)t| d x =

∫

Ω

|∇u|2 d x .

A in si,

a(u, u) ≥

∫

Ω

(µ + m in (0, λ + µ))|∇u|2 d x

o u e n c o re

a(u, u) ≥

∫

Ω

m in (µ, λ + 2µ)|∇u|2 d x .

L a fo rm e b ilin é a ire a(., .) e st d o n c c o e rc iv e d è s q u e µ > 0 et λ + 2µ > 0, c e q u i
é ta b lit l’e x iste n c e d ’u n e so lu tio n u n iq u e a u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l. O n m o n tre q u e u

e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s e n p ro c é d a n t c o m m e p o u r le L a p la c ie n .
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Exercice 5.3.6 Vérifier l’équivalence de (5.17) et (5.12) si λ et µ so nt co nstants.
M o ntrer que (5.17) et (5.12) ne so nt p lus équivalents si λ et µ so nt des fo nctio ns
(rég ulières), m êm e si o n rem p lace l’équatio n vecto rielle de (5.17) p ar

−d iv (µ∇u) −∇((µ + λ)d iv u) = f dans Ω.

C o rrectio n . S o it u la so lu tio n d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l d e l’́e la stic ité lin é a risé e
a v e c c o n d itio n d e D irich le t, p o u r to u t v ∈ C∞

c (Ω)N ,

∫

Ω

µ
∑

i,j

(

∂ui

∂x j

+
∂uj

∂x i

)

∂vi

∂x j

d x +

∫

Ω

λ(d iv u)(d iv v) d x =

∫

Ω

f · v d x .

O r p a r in té g ra tio n p a r p a rtie ,

∫

Ω

µ
∂uj

∂x i

∂vi

∂x j

d x = −

∫

Ω

uj

∂

∂x i

(

µ
∂vi

∂x j

)

d x

= −

∫

Ω

µuj

∂2vi

∂x j∂x i

d x −

∫

Ω

uj

∂µ

∂x i

∂vi

∂x j

d x

=

∫

Ω

∂µuj

∂x j

∂vi

∂x i

d x −

∫

Ω

uj

∂µ

∂x i

∂vi

∂x j

d x

=

∫

Ω

µ
∂uj

∂x j

∂vi

∂x i

d x +

∫

Ω

uj

(

∂µ

∂x j

∂vi

∂x i

−
∂µ

∂x i

∂vi

∂x j

)

d x .

A in si,

∫

Ω

µ
∑

i,j

(

∂ui

∂x j

+
∂uj

∂x i

)

∂vi

∂x j

d x +

∫

Ω

λ(d iv u)(d iv v) d x =

∫

Ω

µ∇u · ∇v + (λ + µ)(d iv u)(d iv v) d x +

∫

Ω

u.((d iv v)∇µ − (∇v)t
∇µ)d x .

S i µ e st c o n sta n t, u e st d o n c é g a le m e n t l’u n iq u e so lu tio n d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l
c o n sista n t à tro u v e r u d a n s H1

0
(Ω)N te l q u e p o u r to u t v ∈ H1

0
(Ω)N ,

∫

Ω

(

µ∇u · ∇v + (λ + µ)(d iv u)(d iv v)
)

d x =

∫

Ω

f · v d x ,

q u i e st é q u iv a le n t a u p ro b l̀e m e a u x lim ite s c o n sista n t à tro u v e r u te l q u e

{

−µ∆u −∇ · ((µ + λ)d iv u) = f d a n s Ω,

u = 0 su r ∂Ω.

S i d e p lu s λ e st c o n sta n t, o n re tro u v e le p ro b l̀e m e a u x lim ite s (5 .1 7 ). E n fi n , si µ

n ’e st p a s c o n sta n t, o n n e p e u t rie n d ire .

Exercice 5.3.7 L e b ut de cet ex ercice est de tro uver une so lutio n p articulière du
sy stèm e de l’élasticité linéarisée dans le cas d’une fo rce de cisaillem ent anti-p lan. O n
co nsidère un do m aine cy lindrique h o m o g ène Ω de lo ng ueur L > 0 et de sectio n ω, o ù
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ω est un ouvert borné connexe régulier de R
N−1 (les coeffi cients de L a m é λ et µ sont

consta nts). A utrem ent dit, Ω = ω × (0, L ), et p our x ∈ Ω, on note x = (x′, xN) a vec
0 < xN < L et x′ ∈ ω. O n considère le p roblèm e a ux lim ites suiva nt















−d iv (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id ) = 0 da ns Ω
σn = g sur ∂ ω × (0, L )
u′ = 0 sur ω × { 0, L }
(σn) · n = 0 sur ω × { 0, L }

(5 .18 )

où on a utilisé la nota tion, p our un vecteur v = (v1, ..., vN), v = (v′, vN) a vec v′ ∈ R
N−1

et vN ∈ R. O n sup p ose q ue la force surfa ciq ue g est du ty p e “ cisa illem ent a nti-p la n” ,
c’est-à -dire q ue g′ = (g1, ..., gN−1) = 0. M ontrer q ue la solution uniq ue de (5 .1 8 ) est
donnée p a r u = (0, ..., 0, uN) où uN(x′) est la solution du L a p la cien suiva nt

{

−∆′uN = 0 da ns ω
µ ∂ u N

∂ n
= gN sur ∂ ω

où ∆′ est le L a p la cien da ns la va ria ble x′ ∈ R
N−1.

Correction. S o it uN la so lu tio n d u p ro b l̀e m e d e L a p la c e
{

−∆′uN = 0 su r ω
µ ∂ u N

∂ n
= gN su r ∂ ω

O n p o se u = (0, · · · , 0, uN). P o u r to u t i e t j te ls q u e i, j < N ,

eij(u) = 0

eiN(u) = eNi(u) =
1

2

∂ uN

∂ xi

eNN(u) = 0.

E n p a rtic u lie r, tr(e(u)) = 0. O n e n d é d u it q u e ,

−d iv (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id ) = −µ(0, · · · , 0, ∆′uN) = 0.

D e p lu s,
σ(u)eN = 2µe(u)eN = µ(∇′uN , 0).

A in si, p o u r p re sq u e to u t x ∈ ω × { 0, L }, (σn) · n = 0. E n fi n , p o u r p re sq u e to u t
x ∈ ∂ ω × (0, L ), n = (n′, 0) e t

σn = 2µ

(

N−1
∑

k= 1

ejknk

)

j

= 2µ(0, · · · , 0, 1/2∇′uN .n′) = (0, · · · , 0, gN).

A in si, u e st b ie n l’u n iq u e so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s (5 .18 ).

E x ercice 5 .3 .8 G énéra liser l’E xercice 5.3.7 a u ca s d’une condition a ux lim ites la téra le
du ty p e

u′ = 0 et (σn) · eN = gN sur ∂ ω × (0, L ).
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Correction. L a so lu tio n d u p ro b l̀e m e d e l’́e la stic ité lin é a risé e n ’e st p a s m o d ifi é e
p a r le ch a n g e m e n t d e s c o n d itio n s a u x lim ite s p ro p o sé su r ∂ω × (0,L).

E x ercice 5 .3 .9 A l’aide de l’approche variationnelle démontrer l’existence et l’unicité

de la solution de l’éq uation des plaq ues







∆ (∆u) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω
∂u
∂n

= 0 sur ∂Ω
(5 .1 9 )

où f ∈ L2(Ω). O n pourra remarq uer q ue, si u ∈ H2
0 (Ω), alors ∂u

∂x i

∈ H1
0 (Ω) et

∫

Ω

|∆u|2 d x =
N

∑

i,j= 1

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂2u

∂xi∂xj

∣

∣

∣

∣

2

d x.

O n admettra le résultat de rég ularité suivant : si w ∈ L2(Ω) et f ∈ L2(Ω) vérifi ent pour

tout v ∈ C∞

c (Ω)

−

∫

Ω

w∆v d x =

∫

Ω

fv d x,

alors (θw) ∈ H2(Ω) q uelle q ue soit la fonction θ ∈ C∞

c (Ω).

Correction.

L a fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle a sso c íe e à l’́e q u a tio n d e s p la q u e s (5 .1 9 ) c o n siste à
d é te rm in e r u ∈ H2

0 (Ω) te l q u e

a(u,v) = L(v) p o u r to u t v ∈ H2
0 (Ω) (5 .2 0)

o ù

a(u,v) =

∫

Ω

∆u∆v d x e t L(v) =

∫

Ω

fv d x

(v o ir E x e rc ic e 3 .2 .4 ). A fi n d ’a p p liq u e r le T h é o rè m e d e L a x -M ilg ra m , la se u le h y -
p o th è se n o n triv ia le m e n t v é rifi é e e st la c o e rc iv ité d e la fo rm e b ilin é a ire a(., .). O r
p o u r to u t u ∈ H2

0 (Ω), o n é ta b lit su ite à d e u x in té g ra tio n s p a r p a rtie su c c e ssiv e s q u e

a(u,u) =
∑

i,j

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂2u

∂xi∂xj

(x)

∣

∣

∣

∣

2

d x = ‖∇ 2u‖2
L2 .

E n a p p liq u a n t d e u x fo is l’in é g a lité d e P o in c a ré , o n o b tie n t q u ’il e x iste d e s c o n sta n te s
C e t C ′ p o sitiv e s te lle s q u e p o u r to u t é ĺe m e n t u d e H2

0 (Ω),

‖u‖2
L2(Ω) ≤ C‖∇ u‖2

L2 ≤ C ′‖∇ 2u‖2
L2 = C ′a(u,u).

L a c o e rc iv ité d e a(., .) e st d o n c é ta b lie e t il e x iste u n e u n iq u e so lu tio n a u p ro b l̀e m e
v a ria tio n n e l (5 .2 0).
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R e ste à é ta b lir q u e la so lu tio n d u p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e
a u x lim ite s. S o it K u n c o m p a c t d e Ω et θ ∈ C∞

c (Ω) te lle q u e θ = 1 su r K. P o u r
to u te fo n c tio n v ∈ C∞

c (Ω) à su p p o rt in c lu s d a n s K,
∫

Ω

θ(x)∆u(x)∆v(x) d x =

∫

Ω

∆u(x)∆v(x) d x =

∫

Ω

f(x)v(x) d x.

D ’a p rè s le ré su lta t d e ré g u la rité a d m it, θ∆u e st u n é ĺe m e n t d e H2(Ω). Il e st d o n c
lic ite d ’e ff e c tu e r d e u x in té g ra tio n s p a r p a rtie su c c e ssiv e s su r le m e m b re d e g a u ch e
d e l’́e q u a tio n p ré c é d e n te . O n e n d é d u it q u e

∫

Ω

∆(θ(x)∆u(x))v(x) d x =

∫

Ω

f(x)v(x) d x.

E n d ’a u tre s te rm e s, p o u r p re sq u e to u t x ∈ K,

∆(∆u)(x) = f(x).

C e tte re la tio n re ste v a la b le p o u r p re sq u e to u t x ∈ Ω : Il su ffi t d e c o n sid é re r u n e
su ite Kn d e c o m p a c ts te ls q u e ∪nKn = Ω. E n fi n , c o m m e u ∈ H2

0 (Ω), la so lu tio n d u
p ro b l̀e m e v a ria tio n n e l v é rifi e a u to m a tiq u e m e n t le s c o n d itio n s a u b o rd u = ∂ u/ ∂ n =
0.

Exercice 5.3.10 Soit V l’e sp a c e d e s c h a m p s d e v ite sse à d iv e rg e n c e n u lle . Soit J(v)
l’́e n e rg ie d é fi n ie p ou r v ∈ V p a r

J(v) =
1

2

∫

Ω

µ|∇v|2 d x −

∫

Ω

f · v d x. (5 .21)

Soit u ∈ V la solu tion u n iq u e d e la form u la tion v a ria tion n e lle
∫

Ω

µ∇u · ∇v d x =

∫

Ω

f · v d x ∀ v ∈ V. (5 .22)

M on tre r q u e u e st a u ssi l’u n iq u e p oin t d e m in im u m d e l’́e n e rg ie , c ’e st-à -d ire q u e J(u) =
m in v∈V J(v). R é c ip roq u e m e n t, m on tre r q u e , si u ∈ V e st u n p oin t d e m in im u m d e
l’́e n e rg ie J(v), a lors u e st la solu tion u n iq u e d e la form u la tion v a ria tion n e lle (5 .2 2 ).

C o rrectio n . Il su ffi t d ’a p p liq u e r la P ro p o sitio n 3.3.4 à la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle
(5 .22) p o u r c o n c lu re .

Exercice 5.3.11 L e b u t d e c e t e x e rc ic e e st d e trou v e r u n e solu tion p a rtic u liè re d e s
é q u a tion s d e Stok e s d a n s u n c a n a l re c tilig n e d e se c tion u n iform e , a p p e ĺe e p rofi l d e P oi-
se u ille . Soit Ω = ω× (0,L) où L > 0 e st la lon g u e u r d u c a n a l e t ω sa se c tion , u n ou v e rt
b orn é con n e x e ré g u lie r d e R

N−1. P ou r x ∈ Ω, on n ote x = (x′,xN) a v e c 0 < xN < L
e t x′ ∈ ω. O n con sid è re le p rob l̀e m e a u x lim ite s su iv a n t























∇p − µ∆u = 0 d a n s Ω
d iv u = 0 d a n s Ω
u = 0 su r ∂ ω × (0,L)
pn − µ ∂ u

∂ n
= p0n su r ω × { 0}

pn − µ ∂ u
∂ n

= pLn su r ω × { L}

(5 .23 )
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où p0 e t pL son t d eux p re ssion s con sta n te s. M on tre r q ue la solution un iq ue d e (5 .2 3 )
e st d on n é e p a r

p(x) = p0 +
xN

L
(pL − p0),

e t u = (0, ..., 0, uN) où uN(x′) e st la solution d u L a p la c ie n suiv a n t

{

−µ∆′uN = − (pL−p0)

L
d a n s ω

uN = 0 sur ∂ω

où ∆′ e st le L a p la c ie n d a n s la v a ria b le x′ ∈ R
N−1.

Correction. O n p o se
p(x) = p0 + xN(pL − p0)/ L,

e t u = (0, · · · , 0, uN) o ù uN e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s

{

−µ∆′uN = − (pL−p0)

L
d a n s ω

uN = 0 su r ∂ω.

O n v a m o n tre r q u e (u, p) e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s (5 .23 ). O n a

∇p = (0, · · · , 0, (pL − p0)/ L),

∆u = (0, · · · , 0, ∆′uN),

d ’o ù
∇p − µ∆u = (0, · · · , 0, (pL − p0)/ L − µ∆′uN) = 0.

D e p lu s,

d iv (u) =
∂uN

∂xN

= 0.

E n fi n , c o m m e
{

∂ u
∂ n

= 0 et p = p0 su r ω × { 0},
p = p1 su r ω × { L}

le s c o n d itio n s a u x lim ite s im p o sé e s a u x e x tré m ité s d u p ro fi l so n t é g a le m e n t
v é rifi é e s.

E x ercice 5 .3 .1 2 G é n é ra lise r l’E x e rc ic e 5.3.11 a u c a s d e s é q ua tion s d e N a v ie r-S tok e s







(u · ∇)u + ∇p − µ∆u = f d a n s Ω
d iv u = 0 d a n s Ω
u = 0 sur ∂Ω.

(5 .24 )

Correction. A v e c le s m ê m e s n o ta tio n s q u e l’e x e rc ic e p ré c é d e n t, o n v é rifi e q u e

(u · ∇)u = 0,

a in si, u e st é g a le m e n t so lu tio n d e s é q u a tio n s d e N a v ie r-S to k e s.



Chapitre 6

MÉ T H O D E D E S É L É ME N T S

F IN IS

E x erc ice 6.2 .1 Appliquer la méthode des éléments finis P1 au prob lème
{

−u′′ = f dans ]0, 1 [
u(0) = α, u(1 ) = β,

V érifier que les conditions aux limites de D irichlet non-homog ènes apparaissent dans le

second memb re du sy stème linéaire qui en découle.

Co rrectio n . L a fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle , issu e d e l’u tilisa tio n d e s é ĺe m e n ts fi n is
P1, c o n siste à d é te rm in e r

uh ∈ Vh :=
{

vh ∈ C0([0, 1 ];R) : v|[xi,xi+1] ∈ P1 p o u r to u t i ∈ { 0, · · · , n}
}

o ù xi = i/ (n + 1 ) te l q u e

∫ 1

0

u′

hv
′

hd x =

∫ 1

0

fvhd x p o u r to u te fo n c tio n vh ∈ V0h = Vh ∩ H1
0 (0, 1 ),

e t
uh(0) = α, uh(1 ) = β.

O n n o te (φi)i= 0, · · · ,n+ 1 la b a se d e Vh d é fi n ie p a r φi(xj) = δi,j. E n u tilisa n t φj c o m m e
fo n c tio n te st, o n o b tie n t, à l’a id e d e la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle , q u e p o u r to u t
0 < j < n + 1 ,

n+ 1
∑

i= 0

(uh)i

∫ 1

0

φ′

iφ
′

j d x =

∫

fφj d x.

L e s c o n d itio n s a u x lim ite s im p liq u e n t q u e (uh)0 = α e t (uh)n+ 1 = β, a in si

n
∑

i= 1

(uh)i

∫ 1

0

φ′

iφ
′

j d x =

∫

fφjd x −
∫ 1

0

(αφ′

0 + βφ′

n+ 1)φ
′

j d x.

D é te rm in e r Uh = ((uh)i)1≤i≤n c o n siste d o n c à ré so u d re le sy stè m e lin é a ire

KhUh = bh,

7 3
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o ù la m a tric e Kh e st id e n tiq u e à c e lle o b te n u e a v e c d e s c o n d itio n s d e D irich le t
h o m o g è n e s, ta n d is q u e le se c o n d m e m b re e st d é fi n i p a r

(bh)i =

∫ xi+1

xi−1

fφ id x, p o u r to u t 1 < i < n ,

(bh)1 = α/ h +

∫ x2

0

fφ 1 d x

(bh)n = β / h +

∫

1

xn−1

fφ n d x.

Exercice 6.2.2 On reprend le problème de Neumann

{

−u′′ + au = f dans ]0, 1[
u′(0) = α, u′(1) = β .

(6 .1)

en supposant q ue la fonc tion a(x) = 0 dans Ω. M ontrer q ue la matrice du sy stème linéaire

issu de la méth ode des éléments fi nis P1 est sing ulìere. M ontrer q u’on peut néanmoins

résoudre le sy stème linéaire si les données v érifi ent la condition de compatibilité

∫

1

0

f(x) d x = α − β ,

et q ue cette condition est préserv ée si l’on utilise des formules de q uadrature. C omparer

ce résultat av ec le T h éorème 5.2.18.

C o rrectio n . L e sy stè m e lin é a ire o b te n u e n c o n sid é ra n t a = 0 est

KhUh = bh, (6 .2 )

o ù

Kh =
1

h















1 −1 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
0 −1 1















e t bh e st d é fi n i c o m m e d a n s le c a s a 6= 0. L ’a p p lic a tio n Kh e st a u to -a d jo in te e t
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p o sitiv e . E n e ff e t, p o u r to u t (vi) ∈ R
n+2, o n a

Khv · v = h−1

(

(v0 − v1)v0 + (vn+1 − vn)vn+1 +
n

∑

i= 1

(−vi+1 + 2vi − vi−1)vi

)

= h−1

(

(v0 − v1)v0 + (vn+1 − vn)vn+1 +
n

∑

i= 1

(vi − vi+1)vi + (vi − vi−1)vi

)

= h−1

(

(v0 − v1)v0 + (vn+1 − vn)vn+1 +
n

∑

i= 1

(vi − vi+1)vi +
n−1
∑

i= 0

(vi+1 − vi)vi+1

)

= h−1

(

(v0 − v1)
2 + (vn+1 − vn)2 +

n−1
∑

i= 1

(vi − vi+1)
2

)

= h−1

n
∑

i= 0

(vi − vi+1)
2.

P a r c o n tre Kh n ’e st p a s d é fi n ie . D e l’e x p re ssio n p ré c é d e n te , o n d é d u it q u e Khv ·v = 0
si e t se u le m e n t si vi = vi+1 p o u r to u t i = 0 , · · · , n . A in si, le n o y a u d e l’a p p lic a tio n Kh

e st l’e sp a c e v e c to rie l d e d im e n sio n u n e n g e n d ré p a r (1 , · · · , 1 ) e t l’im a g e d e Kh e st
e x a c te m e n t l’o rth o g o n a l d e (1 , · · · , 1 ). L e sy stè m e lin é a ire (6 .2) a d m e t u n e so lu tio n
si e t se u le m e n t si bh ∈ (1 , · · · , 1 )⊥, c ’e st à d ire

n+1
∑

i= 0

(bh)i = 0 .

D ’a p rè s l’e x p re ssio n d e bh, c e tte c o n d itio n é q u iv a u t à

∫

1

0

f(x) d x + β − α =
n+1
∑

i= 0

∫

1

0

f(x)φi(x) d x + β − α =
n+1
∑

i= 0

(bh)i = 0 .

Exercice 6.2.3 Appliquer la méthode des différences finies (voir le Chapitre 2) au
prob lème de D irichlet

{

−u ′ ′ = f dans ]0 , 1 [
u(0 ) = u(1 ) = 0 .

(6 .3 )

V érifier qu’avec un schéma centré d’ordre deux , on ob tient un sy stème linéaire à résoudre
avec la même matrice Kh (à un coeffi cient multiplicatif près) mais avec un second
memb re bh différent. M ême question pour le prob lème de N eumann (6 .1 ).

C o rrectio n . C o n d itio n s a u x lim ite s d e D irich le t
L a m é th o d e d e s d iff é re n c e s fi n ie s, b a sé e su r u n sch é m a c e n tré d ’o rd re 2, n o u s

c o n d u it à ré so u d re , d a n s le c a s d u L a p la c ie n a v e c c o n d itio n s d e D irich le t, le sy stè m e















−
ui−1 − 2ui + ui+1

h2
= f(xi) p o u r to u t 0 < i < n + 1 ,

u0 = 0 ,

un+1 = 0 .
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O n d o it d o n c ré so u d re le sy stè m e

KhUh = bh

o ù Uh = (ui)1≤i≤n, Kh e st la m a tric e d ’o rd e n

Kh =
1

h2















2 −1 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
0 −1 2















e t bh =







f(x1)
...

f(xn)






.

L a m a tric e Kh d iff è re d e la m a tric e o b te n u e p a r la m é th o d e d e s d iff é re n c e s fi n ie s
à u n fa c te u r m u ltip lic a tif 1/ h p rè s. L a m é th o d e d e s é ĺe m e n ts fi n is c o n d u it à u n e
e x p re ssio n d iff é re n te d u se c o n d m e m b re

bE F

h
=

(∫

xi

xi−1

f(x)
x − xi

h
d x +

∫

xi+ 1

xi

f(x)
xi+ 1 − xi

h
d x

)

1≤i≤n

.

E n p ra tiq u e , o n u tilise u n e fo rm u le d e q u a d ra tu re p o u r é v a lu e r le s in té g ra le s d é fi n is-
sa n t bE F

h
. S i o n u tilise la fo rm u le d e s tra p è z e s, o n o b tie n t

bE F

h
= h(f(xi))1≤i≤n.

A v e c u n te l ch o ix , le s d e u x m é th o d e s c o n d u ise n t a u m ê m e sy stè m e lin é a ire .
C o n d itio n s a u c lim ite s d e N e u m a n n

P o u r le p ro b l̀e m e d e N e u m a n n , le sy stè m e o b te n u , su ite à la d isc ré tisa tio n p a r
d iff é re n c e s fi n ie s, c o n siste à d é te rm in e r (ui)0≤i≤n+ 1 te l q u e























−
ui−1 − 2ui + ui+ 1

h
+ ha(xi)ui = hf(xi) p o u r to u t 0 < i < n + 1,

u1 − u0

h
= α

un+ 1 − un

h
= β .

Il s’a g it d o n c d e ré so u d re le sy stè m e lin é a ire KhUh = bh o ù Uh = (ui)0≤i≤n+ 1, Kh e st
la m a tric e d ’o rd re n + 2

Kh =
1

h2















−h h 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
0 −h h















+















0 · · · 0
a(x1)

...
. . .

...
a(xn)

0 · · · 0















e t bh = (α, f(x1), · · · , f(xn, β )T . A lo rs q u e le re ste d u sch é m a e st d ’o rd re d e u x ,
la d isc ré tisa tio n d e s c o n d itio n s a u x lim ite s p ro p o sé e e st se u le m e n t d ’o rd re u n . Il
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en ré su lte u n e p e rte d e p ré c isio n d u sch é m a . A fi n d e p a llie r c e t in c o n v é n ie n t, o n
p ro p o se la d isc ré tisa tio n d e s c o n d itio n s a u x lim ite s d ’o rd re d e u x su iv a n te

u1 − u
−1

2h
= α e t

un+ 2 − un

2h
= β ,

o ù x
−1 e t xn+ 2 so n t d e s n o e u d s fi c tifs. S i o n é lim in e d u sy stè m e lin é a ire fi n a l le s

d e g ré s d e lib e rté a rtifi c ie lle m e n t in tro d u its, o n o b tie n t le s e x p re ssio n s su iv a n te s

Kh =
1

h2















2 −2 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
0 −2 2















+















a(x0) 0 · · · 0
0 a(x1)
...

. . .
...

a(xn) 0
0 · · · 0 a(xn+ 1)















e t bh = (−2α
h

+ f(x0), f(x1), · · · , f(xn,
2β

h
+ f(xn+ 1))

T . L e sy stè m e o b te n u p a r la
m é to d e d e s é ĺe m e n ts fi n is, d è s lo rs q u ’o n u tilise la fo rm u le d e s tra p è z e s p o u r é v a lu e r
le s in té g ra le s, e st é q u iv a le n t. P lu s p ré c isé m e n t, o n a a lo rs

Kh '
1

h















1 −1 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
0 −1 1















+ h















a(x0) 0 · · · 0
0 a(x1)
...

. . .
...

a(xn) 0
0 · · · 0 a(xn+ 1)















e t bh = h(−1α
h

+ f(x0)
2

, f(x1), · · · , f(xn,
2β

h
+ f(xn+ 1

2
))T .

Exercice 6.2.4 On considère (n + 2) m a sses p onctu elles (a lig nées) situ ées a u x p oints
xj = j/ (n + 1) p ou r 0 ≤ j ≤ n + 1 et reliées entre voisines p a r des ressorts de m êm e
ra ideu r k > 0. On a p p liq u e à ch a q u e m a sse p onctu elle u ne force long itu dina le fj. D a ns
l’h y p oth èse de p etits dép la cem ents (long itu dina u x ) écrire l’́energ ie tota le du sy stèm e
q u ’il fa u t m inim iser (on discu tera le ca s des ex trém ités lib res ou fi x ées). Interp réter la
rech erch e de la p osition d’́eq u ilib re du sy stèm e en term es d’́eĺem ents fi nis.

C o rrectio n . O n n o te uj le d é p la c e m e n t d e la m a sse j. L ’a llo n g e m e n t d u re sso rt
situ é e n tre le s m a sse s j e t j + 1 est

δ L j = uj+ 1 − uj .

S o u s l’h y p to h è se d e p e tits d é p la c e m e n ts, l’́e n e rg ie é la stiq u e d u re sso rt e st u n e fo n c -
tio n q u a d ra tiq u e d e l’a llo n g e m e n t é g a le à k

2
(uj+ 1 −uj)

2. L ’́e n e rg ie to ta le d u sy stè m e
e st é g a le à la so m m e le l’́e n e rg ie é la stiq u e d e ch a q u e re sso rt e t d e l’́e n e rg ie p o te n tie lle
d u e a u x fo rc e s a p p liq u é e s a u x m a sse s, so it

J(u) =
n

∑

j= 0

k

2
(uj+ 1 − uj)

2 −

n+ 1
∑

j= 0

ujfj.
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S i le s d e u x e x tré m ité s so n t fi x é e s, l’́e n e rg ie e st à m in im ise r su r l’e n se m b le d e s v e c te u rs
u te l q u e u0 = un+ 1 = 0 . S i u n iq u e m e n t l’u n e d e s e x tré m ité s (p a r e x e m p le x0),
l’e sp a c e d e m in im isa tio n e st l’e n se m b le d e u te ls q u e u0 = 0 . S i a u c u n e e x tré m ité
n ’e st fi x é e , l’e sp a c e d e m in im isa tio n n ’ a p a s à ê tre c o n tra in t. P a r c o n tre , l’e x iste n c e
d ’u n m in im ise u r n ’e st a ssu ré e q u e si la c o n d itio n d e c o m p a tib ilité

n+ 1
∑

j= 0

fj = 0

est v é rifi é e .
Il y a u n e fo rte sim ilitu d e e n tre le p ro b l̀e m e o b te n u e st la ré so lu tio n d e l’́e q u a tio n

−k∆u = f

p a r é ĺe m e n t é ĺe m e n ts fi n is P1, q u i c o n siste à m in im ise r l’́e n e rg ie

I(u) =
k

2
‖∇ u‖2

L2(0,1) −

∫ 1

0

f(x)u(x) d x

su r l’e sp a c e d e d isc ré tisa tio n Vh. S o it uh u n é ĺe m e n t d e Vh e t Uh le s c o o rd o n n é e s d e
uh d a n s la b a se c la ssiq u e d e Vh. O n a a lo rs

I(uh) =
n

∑

j= 0

k

2
(U j+ 1

h − U
j

h)2∆x −
n+ 1
∑

j= 0

(
∫ 1

0

f(x)φj(x) d x

)

U
j

h .

S i o n u tilise la fo rm u le d e s tra p è z e s a fi n d ’́e v a lu e r l’in té g ra le a p p a ra issa n t d a n s la
d é fi n itio n d e I, o n o b tie n t

I(uh) =
n

∑

j= 0

k

2
(U j+ 1

h − U
j

h)2∆x −
n+ 1
∑

j= 0

f(xj)φjU
j

h∆x.

E n p o sa n t fj = (∆x)2f(xj), o n re tro u v e l’e x p re ssio n J à u n c o e ffi c ie n t ∆x p rè s.

Exercice 6.2.5 Démontrer l’équivalent du Théorème 6.2.6 de converg ence p our le
p rob lème de N eumann (6 .1 ).

C o rrectio n . L a d é m o n stra tio n e st id e n tiq u e m o t p o u r m o t à c e lle e ffe c tu é e d a n s
le c a s d e c o n d itio n s a u x lim ite s d e D irich le t. L ’o p é ra te u r d ’in te rp o la tio n rh u tilisé
e st id e n tiq u e . D a n s le c a s d e c o n d itio n s a u x lim ite s d e D irich le t, o n u tilise e n fa it
sa re stric tio n à H1

0 (Ω ) q u i e st à v a le u rs d a n s H1
0 (Ω ) ∩ Vh , c e q u i c o n stitu e l’u n iq u e

d iff é re n c e .

Exercice 6.2.6 E n g énéralisant les arg uments p réc édents, démontrer le Théorème
6.2.1 4 .
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Correction. D ’a p rè s le L e m m e d e C é a 6 .1 .2 , il e x iste u n e c o n sta n te C in d é p e n -
d a n te d e h te lle q u e

‖u− uh‖H1(0,1) ≤ C in f
vh∈V0h

‖u− vh‖H1(0,1),

o ù V0h e st l’e sp a c e d e s é ĺe m e n ts fi n is P2 n u ls a u x b o rd s. A fi n d e m a jo re r le te rm e d e
d ro ite , o n in tro d u it l’o p é ra te u r d ’in te rp o la tio n d e l’e sp a c e d e s fo n c tio n s ré g u lìe re s
d a n s V0h q u i à v a sso c ie

rhv =
n∑

j= 1

v(xj)ψj +
n∑

j= 0

v(xj+ 1/2)ψj+ 1/2.

D a n s le c a s h = 1 , il e x iste d e s c o n sta n te s C0 e t C1 te lle s q u e

‖r1v − v‖L2(0,1) ≤ C0‖v
′′′‖L2(0,1)

e t
‖(r1v)

′ − v′‖L2(0,1) ≤ C1‖v
′′′‖L2(0,1).

S o it h = 1 /(n+ 1 ), o n a

‖rhv − v‖2
L2(0,1) =

∫ 1

0

|(rhv − v)(x)|2 d x =
n∑

j= 0

∫ (j+ 1)h

jh

|(rhv − v)(x)|2 d x.

O n p o se vj(x) = v(h(j + x)). P a r ch a n g e m e n t d e v a ria b le , o n a

‖rhv − v‖2
L2(0,1) = h

n∑
j= 0

∫ 1

0

|(r1vj − vj)(x)|
2 d x ≤ C2

0h
n∑

j= 0

‖v′′′j ‖
2
L2(0,1) .

E n e ff e c tu a n t d e n o u v e a u u n ch a n g e m e n t d e v a ria b le , o n é ta b lit q u e

‖v′′′j ‖
2
L2(0,1) = h5

∫ (j+ 1)h

hj

|v′′′(x)|2 d x.

A in si,
‖rhv − v‖L2(0,1) ≤ C0h

3‖v′′′‖L2(0,1) .

O n p ro c è d e d e m ê m e p o u r é ta b lir q u e

‖(rhv − v)′‖L2(0,1) ≤ C1h
2‖v′′′‖L2(0,1) .

E n ra sse m b la n t c e s d e u x ré su lta ts, o n e n d é d u it q u ’il e x iste u n e c o n sta n te C2 te lle
q u e

‖rhv − v‖H1(0,1) ≤ C2h
2‖v′′′‖L2(0,1),

e t d ’a p rè s le L e m m e d e C é a q u ’il e x iste u n e c o n sta n te C3 te lle q u e

‖u− uh‖H1(0,1) ≤ C3h
2‖u′′′‖L2(0,1) .
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Exercice 6.2.7 Calculer explicitement la matrice de rigidité Kh asso ciée au pro b lème

co nsistant à tro uv er

uh ∈ V0h := {v ∈ C1([0, 1 ]) tel q ue v[xj ,xj+1] ∈ P3 po ur to ut 0 ≤ j ≤ n } ∩ H2
0 (Ω )

tel q ue
∫ 1

0

u′′h(x)v
′′
h(x) d x =

∫ 1

0

f(x)vh(x) d x ∀ vh ∈ V0h. (6 .4 )

C o rrectio n . L a m a tric e d e rig id ité Kh a sso c íe e a u p ro b l̀e m e (6 .4 ) p e u t-ê tre d é c o m -
p o sé e e n n × n m a tric e s b lo c s 2 × 2 , Ai,j, d e so rte q u e si Uh = (uj, u

′
j)1≤j≤n e t

Vh = (vj, v
′
j)1≤j≤n, o n a it

Vh · KhUh =
n
∑

i,j= 1

(vi, v
′
i) · Ai,j(uj, u

′
j).

C h a q u e m a tric e Ai,j e st d é fi n ie p a r

Ai,j =

(

∫ 1

0
φi(x)φj(x) d x

∫ 1

0
φi(x)ψj(x) d x

∫ 1

0
ψi(x)φj(x) d x

∫ 1

0
ψi(x)ψj(x) d x

)

E n c o m p a ra n t le s su p p o rts d e s fo n c tio n s d e b a se s, o n c o n sta te q u e Ai,j = 0 d è s q u e
|i− j| > 1 . Il su ffi t d o n c d e d é te rm in e r le s m a tric e s Ai,j p o u r |i− j| ≤ 1 . Il e st d o n c
n é c e ssa ire d e d é te rm in e r le s m a tric e s Ai−1,i, Ai,i e t Ai+ 1,i. L a fo rm e b ilin é a ire d e la
fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle é ta n t sy m é triq u e , la m a tric e Kh e st e lle m ê m e sy m é triq u e .
O n e n d é d u it q u e la m a tric e Ai,i e st sy m é triq u e e t q u e Ai−1,i = AT

i,i−1 = AT
i+ 1,i. N o u s

n ’a v o n s d o n c q u e 7 c o e ffi c ie n ts à d é te rm in e r (4 p o u r la m a tric e Ai+ 1,i e t 3 p o u r la
m a tric e Ai,i), so it

Ai+ 1,i =

(

∫ 1

0
φ′′

i+ 1φ
′′
i d x

∫ 1

0
φ′′

i+ 1ψ
′′
i d x

∫ 1

0
ψ′′

i+ 1φ
′′
i d x

∫ 1

0
ψ′′

i+ 1ψ
′′
i d x

)

e t

Ai,i =

(

∫ 1

0
|φ′′

i |
2 d x

∫ 1

0
φ′′

iψ
′′
i d x

∫ 1

0
φ′′

iψ
′′
i d x

∫ 1

0
|ψ′′

i |
2 d x

)

A fi n d e d é te rm in e r c e s in té g ra le s, o n e ff e c tu e le ch a n g e m e n t d e v a ria b le X = (x −
xi)/ h. O n o b tie n t e n u tilisa n t la p a rité d e s fo n c tio n s d e b a se

Ai+ 1,i = h−3

(

∫ 1

0
φ′′(X − 1 )φ′′(X) d X

∫ 1

0
φ′′(X − 1 )ψ′′(X) d X

∫ 1

0
ψ′′(X − 1 )φ′′(X) d X

∫ 1

0
ψ′′(X − 1 )ψ′′(X) d X

)

e t

Ai,i = h−3

(

∫ 1

0
|φ′′(X)|2 d x 0

0
∫ 1

0
|ψ′′(X)|2 d x

)
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E n fi n , su r [0 , 1] o n a

φ′′(X) = 12X − 6 ; φ′′(X − 1) = −12X + 6

et
ψ′′(X) = 6X − 4 ; ψ′′(X − 1) = 6X − 2.

F in a le m e n t, su ite à u n c a lc u l d e p rim itiv e é ĺe m e n ta ire , il v ie n t

Ai+1,i = h−3

(

−3 −6
6 2

)

e t

Ai,i = h−3

(

6 0
0 8

)

.

A in si,

Kh = h−3

























6 0 −3 6
0 8 −6 2

−3 −6 6 0 −3 6
6 2 0 8 −6 2

−3 −6 6 0
. . .

6 2 0 8
. . .

. . . . . .

























Exercice 6.3.1 Soit Th u n m a illa g e d e Ω p ou r Ω ou v e rt sim p le m e n t con n e x e p oly g on a l
d e R

2. O n n ote nt le n om b re d e tria n g le s d e Th, nc le n om b re d e fa c e s ou coté s d e s
tria n g le s (u n coté com m u n à d e u x tria n g le s n ’e st com p té q u ’u n e se u le fois), ns le n om b re
d e som m e ts d u m a illa g e , e t n0s le n om b re d e som m e ts in té rie u rs d u m a illa g e (q u i n e
son t p a s su r ∂Ω). D é m on tre r le s re la tion s, d ite s d ’E u le r, nt +ns = nc +1 e t 3nt +ns =
2nc + n0s.

C o rrectio n . P lu tô t q u e d e v é rifi e r le s re la tio n s d ’E u le r, o n se p ro p o se d e le s re -
tro u v e r d ire c te m e n t e n e ff e c tu a n t u n ra iso n n e m e n t p a r ré c u rre n c e . O n ch e rch e à
d é te rm in e r s’il e x iste u n (o u p lu sie u rs) v e c te u r L ∈ Z

4 e t u n e n tie r α te l q u e p o u r
to u t m a illa g e d ’u n o u v e rt sim p le m e n t c o n n e x e , L ·x+α = 0 o ù x = (nt, nc, ns, ns0).
T o u t d ’a b o rd , la re la tio n d o it ê tre v é rifi é e p a r le m a illa g e triv ia l c o n stitu é d ’u n
u n iq u e tria n g le . O n a d o n c

L · (1, 3, 3, 0 ) + α = 0 .

C o n sid é ro n s u n m a illa g e d e Ω co m p o rta n t p lu sie u rs tria n g le s. O n ch o isit u n ch e m in
à l’in té rie u r d e Ω co n stitu é d ’u n e su c c e ssio n d ’a rê te s re lia n t d e u x so m m e ts d istin c ts
d u b o rd . L ’o u v e rt Ω é ta n t sim p le m e n t c o n n e x e , c e ch e m in sé p a re Ω en d e u x o u v e rts
sim p le m e n t c o n n e x e s Ω1 e t Ω2. O n n o te x1 e t x2 le s v e c te u rs c o m p o sé s d u n o m b re
d e tria n g le s, d ’a rê te s, d e so m m e ts e t d e so m m e ts in té rie u rs d e ch a c u n d e s m a illa g e s.
O n n o te ñc e t ñs le s n o m b re s d e c o té s e t d e so m m e t d u ch e m in . O n v é rifi e q u e

x = x1 + x2 + (0 ,−ñc,−ñs, ñs − 2).
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D e p lu s, ñs = ñc + 1. S i L · x1 + α = 0 et L · x2 + α = 0, o n a L · x + α = 0 si e t
se u le m e n t si

ñcL · (0,−1,−1, 1) + L · (0, 0,−1,−1) − α = 0.

C o m m e ñc e st q u e lc o n q u e , o n e n d é d u it q u e le s c o n d itio n s n é c e ssa ire s e t su ffi sa n te s
p o u r q u e la re la tio n L · x + α = 0 so it v é rifi é e p o u r to u t m a illa g e so n t

L · (1, 3, 3, 0) = L · (0, 0, 1, 1) = −α e t L · (0,−1,−1, 1) = 0,

o u e n c o re L ∈ V e c t((−2, 1, 0, 1);(−1, 0, 1, 1)) e t α = −L · (0, 0, 1, 1). A in si, o n a
u n iq u e m e n t d e u x re la tio n s d ’E u le r in d é p e n d a n te s :

−2nt + nc + ns0 = 1 et − nt + ns + ns0 = 2.

O n v é rifi e e n fi n q u e c e s re la tio n s so n t é q u iv a le n te s à c e lle s p ro p o sé e s p a r l’́e n o n c é .

Exercice 6.3.2 Soit K u n N -sim p le x e d e som m e ts (aj)1≤j≤N + 1. M on tre r q u e tou t

p oly n ôm e p ∈ P1 se m e t sou s la form e

p(x) =
N + 1
∑

j= 1

p(aj)λj(x),

où le s (λj(x))1≤j≤N + 1 son t le s coord on n é e s b a ry c e n triq u e s d e x ∈ R
N .

C o rrectio n . S o it p u n p o ly n ô m e d e d e g ré u n e t K u n N -sim p le x e d e so m m e ts
(aj)1≤j≤N + 1. C o m m e x =

∑N + 1

j λj(x)aj, e t q u e l’a p p lic a tio n q u i à x a sso c ie p(x) −
p(0) e st lin é a ire , o n a

p(x) − p(0) =

(N + 1
∑

j= 1

λj(x)p(aj)

)

−

(

N + 1
∑

j= 1

λj(x)

)

p(0).

C o m m e
∑

j λj = 1, o n e n d é d u it q u e

p(x) =
N + 1
∑

j= 1

λj(x)p(aj).

Exercice 6.3.3 Soit K u n N -sim p le x e d e som m e ts (aj)1≤j≤N + 1.

Soit (ajj′)1≤j< j′≤N + 1 le s p oin ts m ilie u x d e s a rê te s d e K d é fi n is p a r le u r coord on n é e s

b a ry c e n triq u e s

λj(ajj′) = λj′(ajj′) =
1

2
, λl(ajj′) = 0 p ou r l 6= j, j ′.

V é rifi e r q u e Σ2 e st p ré c isé m e n t con stitu é d e s som m e ts e t d e s p oin ts m ilie u x d e s a rê te s

e t q u e tou t p oly n ôm e p ∈ P2 se m e t sou s la form e

p(x) =
N + 1
∑

j= 1

p(aj)λj(x) (2λj(x) − 1) +
∑

1≤j< j′≤N + 1

4p(ajj′)λj(x)λj′(x),

où le s (λj(x))1≤j≤N + 1 son t le s coord on n é e s b a ry c e n triq u e s d e x ∈ R
N .
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Correction. O n n o te Pn,p l’e n se m b le d e s p o ly n ô m e s d e d e g ré n d e p v a ria b le s. O n
in tro d u it Q ∈ P2,N + 1 le p o ly n ô m e d e R

N + 1, d e d e g ré 2 d é fi n i p a r

Q(X1, · · · , XN + 1) = p

(

N + 1
∑

j= 1

Xjaj

)

.

S o it qj e t qjj′ le s é ĺe m e n ts d e P2,N + 1 d é fi n is p a r

qj(X1, · · · , XN + 1) = Xj(2Xj − 1 ) p o u r to u t 1 ≤ j ≤ N + 1
et qjj′(X1, · · · , XN + 1) = 4XjXj′ p o u r to u t 1 ≤ j < j′ ≤ N + 1

L a fa m ille (qj, qjj′) c o n stitu é e d e l’e n se m b le d e c e s p o ly n ô m e s e st u n e fa m ille lib re .
E n e ff e t, si (ej) e st la b a se c a n o n iq u e d e R

N + 1, o n a p o u r to u t 1 ≤ k ≤ N + 1

qj(ek) = δk
j e t qjj′(ek) = 0 ,

e t p o u r to u t c o u p le (k, l) te l q u e 1 ≤ k < l ≤ N + 1 ,

qjj′((ek + el)/2) = δk
j δ

l
j′ e t qj(ek) = 0 .

O n n o te R l’e sp a c e e n g e n d ré p a r (qj, qjj′). O n d é d u it é g a le m e n t d e s re la tio n s p ré -
c é d e n te s q u e l’e sp a c e R e st e n so m m e d ire c te a v e c l’e n se m b le d e s p o ly n ô m e s d iv i-
sib le s p a r

q0(X1, · · · , XN + 1) = 1 −

N + 1
∑

j= 1

Xj,

so it

R ⊕ q0P1,N + 1 ⊂ P2,N + 1.

E n fi n , n o to n s q u e

d im (P2,N + 1) = N + 2 + (N + 1 )(N + 2)/2, d im (R) = N + 1 + N(N + 1 )/2,

e t d im (P1,N + 1) = N + 2.

A in si,

d im (R) + d im (P1,N + 1) = (N + 1 )(N + 2)/2 + N + 2 = d im (P2,n+ 1)

e t

R ⊕ q0P1,N + 1 = P2,N + 1.

Il e x iste d o n c u n u n iq u e c o u p le Q1 ∈ R e t Q2 ∈ q0P1,N + 1 te l q u e Q = Q1 + Q2. O n
p e u t a isé m e n t d é te rm in e r la d é c o m p o sitio n d e Q1 d a n s la b a se (qj, qjj′). E n e ff e t,

Q1 =
N + 1
∑

j= 1

Q(ej)qj +
∑

1≤j< j′≤N + 1

Q((ej + e′j)/2)qj,j′ ,
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c ’e st à d ire

Q1 =
N + 1∑

j= 1

p(aj)qj +
∑

1≤j< j′≤N + 1

p(ajj′)qj,j′ ,

E n fi n , c o m m e p o u r to u t x ∈ R
N ,

∑
j λj(x) = 1 , o n a p(x) = Q(λj(x)) = Q1(λj(x)),

d ’o ù

p(x) =
N + 1∑

j= 1

p(aj)λj(x)(2λj(x) − 1 ) +
∑

1≤j< j′≤N + 1

4p(ajj′)λj(x)λj′(x).

Exercice 6.3.4 Soit Th u n m a illa g e d e Ω p ou r Ω ou v e rt sim p le m e n t con n e x e p oly g on a l
d e R

2. O n n ote nt le n om b re d e tria n g le s d e Th, nc le n om b re d e fa c e s ou coté s d e s
tria n g le s (u n coté com m u n à d e u x tria n g le s n ’e st com p té q u ’u n e se u le fois), ns le n om b re
d e som m e ts d u m a illa g e , e t n0s le n om b re d e som m e ts in té rie u rs d u m a illa g e . M on tre r
q u e le s d im e n sion s d e l’e sp a c e Vh d ’́e ĺe m e n ts fi n is d e L a g ra n g e d ’ord re k e t d e son sou s
e sp a c e V0h d e s fon c tion s s’a n n u la n t su r le b ord d u d om a in e son t

d im Vh =
k(k − 1 )

2
nt + kns − k + 1 , d im V0h =

k(k + 1 )

2
nt − kns + k + 1 .

C o rrectio n . P o u r u n tre illis d ’o rd re k, o n c o m p te (k + 1 )(k + 2)/2 é ĺe m e n ts, d o n t
3k su r le b o rd d u tria n g le . E n p a rtic u lie r, u n tre illis d ’o rd re k c o m p te (k + 1 )(k +
2)/2 − 3k = (k − 1 )(k − 2)/2 p o in ts “ in te rn e s” , 3(k − 1 ) p o in ts situ é s à l’in té rie u r
d e s a rê te s e t 3 a u x so m m e ts.

L a d im e n sio n d e Vh e st é g a le a u n o m b re to ta l d e d e g ré s d e lib e rté . A l’in té rie u r
d e ch a q u e tria n g le , o n c o m p te (k−1 )(k−2)/2 d e g ré s d e lib e rté so it nt(k−1 )(k−2)/2,
a u x q u e ls il fa u t a jo u te r le s d e g ré s d e lib e rté situ é s à l’in té rie u r d e s a rê te s, so it
(k − 1 )nc d e g ré s d e lib e rté e t le s ns so m m e ts d u m a illa g e . A u to ta l,

d im (Vh) =
(k − 1 )(k − 2)

2
nt + (k − 1 )nc + ns

D ’a p rè s la p re m ìe re fo rm u le d ’E u le r (v o ir E x e rc ic e 6.3.1 ), nc = nt + ns − 1 . A in si,

d im (Vh) =
(k − 1 )(k − 2)

2
nt + (k− 1 )nt + kns + (1 − k) =

(k − 1 )k

2
nt + kns + 1 − k.

L e n o m b re d e d e g ré s d e lib e rté d e V0h e st é g a l à c e lu i d e Vh, a u q u e l il fa u t so u stra ire
le s d e g ré s d e lib e rté situ é s su r le b o rd ∂Ω d u d o m a in e q u i e n c o m p te k(ns − n0s).
O n a d o n c

d im (V0h) =
(k − 1 )k

2
nt + kns + 1 − k − k(ns − n0s) =

(k − 1 )k

2
nt + kn0s + 1 − k.

D ’a p rè s le s fo rm u le s d ’E u le r,

n0s =3nt + ns − 2nc

=3nt + ns − 2(nt + ns − 1 )

=nt − ns + 2.
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A in si

d im (V0h) =
(k − 1)k

2
nt + knt − kns + 1 + k =

(k + 1)k

2
nt − kns + 1 + k.

Exercice 6.3.5 Démontrer la formule (6.43) en d imension N = 2, c ’est à d ire
∫

K

λ1(x)α1λ2(x)α2λ3(x)α3 d x = 2A ire (K)
α1!α2!α3!

(α1 + α2 + α3 + 2)!
, (6 .5)

où K est un simp lex e d e R
2, λi(x) sont les coord onnées b ary centriq ues d e x et αi d es

entiers naturels.

C o rrectio n . O n p o se

I =

∫

K

λα1

1 (x)λα2

2 (x)λα3

3 (x) d x.

S o it ai le s so m m e ts d e K, e t F l’a p p lic a tio n d e

S = {(λ1, λ2) ∈ R
2

+ : λ1 + λ2 ≤ 1}

à v a le u rs d a n s K d é fi n ie p a r

F (λ1, λ2) = λ1a1 + λ2a2 + (1 − λ1 − λ2)a3.

L ’a p p lic a tio n F e st u n d iff é o m o rp h ism e d e S d a n s K. E n e ff e c tu a n t le ch a n g e m e n t
d e v a ria b le s x = F (λ1, λ2) d a n s l’e x p re ssio n d e I, o n o b tie n t

I = 2A ire (K)

∫

S

λα1

1 λα2

2 λα3

3 d λ1d λ2, (6 .6 )

a v e c λ3 = 1− (λ1 + λ2). Il re ste d o n c à c a lc u le r l’in té g ra le fi g u ra n t d a n s le te rm e d e
d ro ite .

∫

S

λα1

1 λα2

2 λα3

3 d λ1d λ2 =

∫

1

0

λα1

1

(
∫

1−λ1

0

λα2

2 (1 − λ1 − λ2)
α3d λ2

)

d λ1.

O n e ff e c tu e le ch a n g e m e n t d e v a ria b le λ2 = (1 − λ1)t d a n s l’in té g ra le se lo n λ2.

∫

S

λα1

1 λα2

2 λα3

3 d λ1d λ2 =

∫

1

0

λα1

1 (1 − λ1)
α2+α3+1d λ1

∫

1

0

tα2(1 − t)α3d t

P a r in té g ra tio n p a r p a rtie su c c e ssiv e s, o n m o n tre q u e
∫

1

0

tn(1 − t)md t =
n!m!

(n + m + 1)!
.

A in si,
∫

S

λα1

1 λα2

2 λα3

3 d λ1d λ2 =
α1!(α2 + α3 + 1)!

(α1 + α2 + α3 + 2)!

α2!α3!

(α2 + α3 + 1)!
=

α1!α2!α3!

(α1 + α2 + α3 + 2)!
.

q u i c o m b in é e a v e c (6 .6 ) n o u s d o n n e (6 .5).
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Exercice 6.3.6 Montrer que les formules de quadrature

∫

K

ψ(x) d x ≈ V o lu m e (K)ψ(a0), (6.7 )

avec a0 = (N + 1)−1
∑N + 1

i= 1 ai, le b ary centre de K, et

∫

K

ψ(x) d x ≈
V o lu m e (K)

N + 1

N + 1
∑

i= 1

ψ(ai). (6.8)

sont exac tes p our ψ ∈ P1.

C o rrectio n . S o it p u n p o ly n ô m e d e d e g ré 1, il e x iste q p o ly n ô m e d e d e g ré 1 e n λ
te l q u e q(λ(x)) = p(x). O r

∫

K
1d x = V o lu m e (K) e t

∫

K
λk d x = V o lu m e (K)

N + 1

∑

i λk(ai).
O n e n d é d u it d o n c q u e

∫

K

q(λ(x)) =
V o lu m e (K)

N + 1

∑

i

q(λ(ai)),

e t q u e la fo rm u le (6.8) e st e x a c te p o u r le s p o ly n ô m e d e d e g ré 1. D e p lu s, c o m m e
p e st lin é a ire , p(a0) = 1/(N + 1)

∑

i p(ai), c e q u i é ta b lit l’e x a c titu d e d e la fo rm u le
(6.7 )

Exercice 6.3.7 S oit K un triang le de R
2 de sommets (ai)1≤i≤3 et de b ary centre a0.

S oit (aij)1≤i< j≤3 les p oints milieux des seg ments d’ex trémités ai, aj. Montrer que la

formule de quadrature

∫

K

ψ(x) d x ≈
A ire (K)

3

∑

1≤i< j≤3

ψ(aij)

est exac te p our ψ ∈ P2, tandis que la formule

∫

K

ψ(x) d x ≈
A ire (K)

60

(

3
3
∑

i= 1

ψ(ai) + 8
∑

1≤i< j≤3

ψ(aij) + 2 7ψ(a0)

)

est exac te p our ψ ∈ P3.

C o rrectio n . C o m m e p ré c é d e m m e n t, il su ffi t d e v é rifi e r l’e x a c titu d e d e s fo rm u le s
p o u r le s p o ly n ô m e s d e la fo rm e

p(x) = q(λ1(x), λ2(x), λ3(x)),

o ù (λi) so n t le s c o o rd o n n é e s b a ry c e n triq u e s d e x e t q e st u n p o ly n ô m e d e tro is
v a ria b le s d e d e g ré 2 o u 3. E n d ’a u tre s te rm e s, il s’a g it d e v é rifi e r q u e p o u r to u t
p o ly n ô m e q d e tro is v a ria b le s e t d e d e g ré d e u x

∫

K

q(λ1(x), λ2(x), λ3(x))d x = T2(q), (6.9 )
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o ù

T2(q) =
A ire (K)

3

∑

1≤i<j≤3

q((ei + ej)/2 )

e t q u e p o u r to u t p o ly n ô m e q d e tro is v a ria b le s e t d e d e g ré tro is,
∫

K

q(λ1(x), λ2(x), λ3(x))d x = T3(q), (6 .10)

o ù

T3(q) =
A ire (K)

6 0

(

3
3
∑

i= 1

q(ei) + 8
∑

1≤i<j≤3

q((ei + ej)/2 ) + 2 7q((e1 + e2 + e3)/3)

)

.

O n n o te

S(α1, α2, α3) =

∫

K

λα1

1 λ
α2

2 λ
α3

3 d x = 2 A ire (K)
α1!α2!α3!

(α1 + α2 + α3 + 2 )!

L e s é q u a tio n s (6 .9 ) e t (6 .10) so n t lin é a ire s p a r ra p p o rt a u p o ly n ô m e q. Il su ffi t d o n c
d e le s é ta b lir p o u r u n e b a se d e l’e n se m b le d e s p o ly n ô m e s d e tro is v a ria b le s d e d e g ré
d e u x e t tro is re sp e c tiv e m e n t. O n p e u t p a r e x e m p le v é rifi e r q u e , p o u r to u t αi ∈ N

te l q u e
∑

3

i= 1
αi ≤ 2 ,

S(α1, α2, α3) = T2(X
α1

1 Xα2

2 Xα3

3 )

e t p o u r to u t αi ∈ N te l q u e
∑

3

i= 1
αi ≤ 3,

S(α1, α2, α3) = T3(λ
X1

1 Xα2

2 Xα3

3 ).

P a r d e s c o n sid é ra tio n s d ’in v a ria n c e , le n o m b re d e v é rifi c a tio n s se lim ite à 4 c a s p o u r
la p re m ìe re fo rm u le e t 7 c a s p o u r la se c o n d e , e t o n a

S(0, 0, 0) = A ire (K) =T2(1) =T3(1),

S(1, 0, 0) = A ire (K)/3 =T2(X1) =T3(X1),

S(1, 1, 0) = A ire (K)/12 =T2(X1X2) =T3(X1X2),

S(2 , 0, 0) = A ire (K)/6 =T2(X
2

1 ) =T3(X
2

1 ),

S(1, 1, 1) = A ire (K)/6 0 =T3(X1X2X3),

S(2 , 1, 0) = A ire (K)/30 =T3(X
2

1X2),

S(3, 0, 0) = A ire (K)/6 0 =T3(X
3

1 ).

Exercice 6.3.8 Soit (bi)1≤i≤I d e s p oin ts d ’u n N -sim p le x e K e t (ωi)1≤i≤I d e s p oid s

ré e ls. Soit u n e form u le d e q u a d ra tu re

∫

K

ψ(x) d x ≈ V o lu m e (K)
I
∑

i= 1

ωiψ(bi)

q u i soit e x a c te p ou r ψ ∈ Pk. M on tre r q u e , p ou r u n e fon c tion ré g u liè re ψ, on a

1

V o lu m e (K)

∫

K

ψ(x) d x =
I
∑

i= 1

ωiψ(bi) + O(hk+ 1),

où h e st le d ia m è tre d e K.
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Correction. S o it ψ u n e fo n c tio n d e c la sse Ck+1. E n e ff e c tu a n t u n d é v e lo p p e m e n t d e
T a y lo r, il e x iste u n e c o n sta n te C te lle q u e p o u r to u t é ĺe m e n t a d u d o m a in e (b o rn é )
c o n sid é ré , il e x iste u n p o ly n ô m e Ta d é p e n d a n t d e ψ, d e d e g ré a u p lu s k te l q u e

|ψ(a+ u) − Ta(u)| ≤ C|u|k+1.

C o n sid é ro n s u n sim p le x e K d e c e n tre d e g ra v ité a0, p a r in té g ra tio n d e la fo rm u le
p ré c é d e n te su r le s é ĺe m e n ts u te ls q u e a0+u ∈ K (e n p a rtic u lie r, |u| < h), o n o b tie n t
q u e

∣

∣

∣

∣

∫

K

ψ d x−

∫

K

Ta0
(u) d x

∣

∣

∣

∣

≤ C V o l(K)hk+1.

L a fo rm u le d e q u a d ra tu re é ta n t e x a c te p o u r le s p o ly n ô m e s d e d e g ré in f́e rie u r o u é g a l
à k, o n a d o n c

∣

∣

∣

∣

∣

∫

K

ψ d x− V o l(K)
∑

i

ωiTa0
(bi − a0)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C V o l(K)hk+1.

E n u tilisa n t à n o u v e a u le d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r d e ψ e n a0, o n e n d é d u it q u e

∣

∣

∣

∣

∣

∫

K

ψ d x− V o l(K)
∑

i

ωiψ(bi)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C ′ V o l(K)hk+1

o ù C ′ e st u n e c o n sta n te in d é p e n d a n te d e h, c e q u i a ch è v e la d é m o n stra tio n .

E x ercice 6 .3 .9 On considère le carré Ω =] − 1,+1[2 m aillé su iv ant la F ig u re 6 .1 .
C alcu ler la m atrice de rig idité Kh des élém ents fi nis P1 ap p liq u és au L ap lacien avec
condition au x lim ites de N eu m ann (on u tilisera les sy m étries du m aillag e).

1 5 2

4

8

7

6

3

9

Fig. 6 .1 – E x e m p le d e m a illa g e e t d e n u m é ro ta tio n d e s n œ u d s.

Correction. O n n o te Vh l’e sp a c e d e s é ĺe m e n ts fi n is P1 a sso c íe a u m a illa g e 6 .1.
L ’e sp a c e Vh e st d e d im e n sio n 9. P o u r to u t i ∈ { 1, · · · , 9}, o n n o te φi la fo n c tio n
d e b a se a sso c íe e a u iè m e n œ u d (o n u tilise la n u m é ro ta tio n d e s n œ u d s in d iq u é e su r
la fi g u re ). E n d ’a u tre s te rm e s, φi e st l’u n iq u e é ĺe m e n t d e Vh te l q u e φi(xj) = δij
p o u r to u t in d ic e j ∈ { 1, · · · , 9}. L a m a tric e d e rig id ité a sso c íe e à la ré so lu tio n d u
L a p la c ie n e st d é fi n ie p o u r to u t c o u p le d ’in d ic e s i e t j p a r

(Kh)i,j =

∫

Ω

∇φi · ∇φj d x.
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O n a d o n c 81 c o e ffi c ie n ts à d é te rm in e r ! C e p e n d a n t, d è s q u e φi e t φj so n t à su p p o rt
d isjo in t, (Kh)i,j = 0. E n fi n , e n u tilisa n t le s sy m é trie s d u m a illa g e , o n c o n sta te q u ’il
su ffi t d e c a lc u le r six c o e ffi c ie n ts d e la m a tric e d e rig id ité , le s a u tre s s’e n d é d u isa n t
a isé m e n t. E n l’o c c u rre n c e , o n d o it c a lc u le r (Kh)1,1, (Kh)1,5, (Kh)1,9, (Kh)5,5, (Kh)5,9

e t (Kh)9,9. L e g ra d ie n t d e s fo n c tio n s d e b a se φi e st c o n sta n t su r ch a q u e m a ille , q u i
so n t to u te s d e m ê m e a ire 1/2. L e c a lc u l d e n o s 9 c o e ffi c ie n ts e st d o n c a isé e t

(Kh)1,1 = 1, (Kh)1,5 = −1/2, (Kh)1,9 = 0, (Kh)5,5 = 2, (Kh)5,9 = −1, (Kh)9,9 = 4 .

E n ra sse m b la n t c e s ré su lta ts, o n o b tie n t

Kh =





























1 0 0 0 −1/2 0 0 −1/2 0
0 1 0 0 −1/2 −1/2 0 0 0
0 0 1 0 0 −1/2 −1/2 0 0
0 0 0 1 0 0 −1/2 −1/2 0

−1/2 −1/2 0 0 2 0 0 0 −1
0 −1/2 −1/2 0 0 2 0 0 −1
0 0 −1/2 −1/2 0 0 2 0 −1

−1/2 0 0 −1/2 0 0 0 2 −1
0 0 0 0 −1 −1 −1 −1 4





























Exercice 6.3.10 Appliquer la méthode des éléments finis P1 au prob lème de D irichlet
{

−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

(6 .11)

dans le carré Ω =]0, 1[2 avec le maillag e triang ulaire uniforme de la F ig ure 6.12. M ontrer
que la matrice de rig idité Kh est la même matrice que celle que l’on ob tiendrait par
application de la méthode des diff érences finies (à un facteur multiplicatif h2 près), mais
que le second memb re bh est diff érent.

Fig. 6 .2 – M a illa g e tria n g u la ire u n ifo rm e d ’u n c a rré

C o rrectio n . O n n o te n le n o m b re d e m a ille s situ é e s su r l’u n d e s b o rd s d u d o m a in e .
S o it h = 1/(n + 1), la ta ille d ’u n e m a ille . O n n o te xi,j = (xi, xj) le s so m m e ts d u
m a illa g e o ù xi = ih (o n a 0 < i, j < n). O n n u m é ro te le s n œ u d s d u m a illa g e lig n e
p a r lig n e . E n d ’a u tre s te rm e s, o n p o se ai+jn = xi,j p o u r to u t 0 < i, j < n. E n fi n , o n
n o te φk la fo n c tio n d e b a se P1 a sso c íe e a u n œ u d ak. L a fi g u re c i-d e sso u s re p ré se n te
le g ra d ie n t d ’u n e fo n c tio n d e b a se φk (c o n sta n t su r ch a q u e tria n g le ).
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(

1/h
0

)

(

1/h
1/h

)

(

0

1/h

)

−
(

0

1/h

)

−
(

1/h
1/h

)

−
(

1/h
0

)

O n ch e rch e à c a lc u le r Ahk,l =
∫

Ω
∇φk · ∇φl d x . S i k = l,

Ahk,k =

∫

Ω

|∇φk|
2 d x .

L e g ra d ie n t ∇φk e st n u l su r to u t Ω à l’e x c lu sio n d e s 6 tria n g le s c o n te n a n t ak. S u r
ch a c u n d ’e n tre e u x , |∇φk|

2 e st c o n sta n t, é g a le à 1/h2 su r q u a tre d ’e n tre e u x , 2 /h2

su r le s d e u x a u tre s. E n fi n , l’a ire d e s tria n g le s d u m a illa g e é ta n t é g a le à h2/2 ,

Ahk,k = 4.

S i ak e t al so n t d e s n œ u d s v o isin s, c ’e st à d ire si k = l + 1, k = l − 1, k = l + n− 1,
k = l + n, k = l + n − 1, k = l − N o u k = l − n + 1, le s su p p o rts d e φk e t φl n e
so n t p a s d isjo in ts. C e p e n d a n t, le te rm e Ahk,l e st n u l d a n s le s c a s k = l − n + 1 et
k = l+n−1 (le s g ra d ie n ts d e s fo n c tio n s φk e t φl so n t o rth o g o n a u x ). D a n s le s a u tre s
c a s, o n a

Ahk,l = −1.

E n d ’a u tre s te rm e s, o n a

Ah =













D E 0
E D E

. . .
E D E

0 E D













o ù E e t D so n t le s m a tric e s (n − 1) × (n − 1)

D =













4 −1 0
−1 4 −1

. . .
−1 4 −1

0 −1 4













E =













−1 0
0 −1 0

. . .
0 −1 0

0 −1













.

O n o b tie n t d o n c e n e ff e t la m a tric e issu e d e la m é th o d e d e s d iff é re n c e s fi n ie s m u l-
tip líe e p a r h2. C e p e n d a n t, le se c o n d m e m b re d u sy stè m e lin é a ire o b te n u d iff è re ,
c a r

(bh)k =

∫

Ω

fφk d x 6= h2f(ak).
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Exercice 6.3.11 On reprend les notations de l’Exercice 6.3.10. On note n le nom b re
de points du m aillag e su r u n coté du carré (su pposé être le m êm e pou r ch aq u e coté).
On nu m érote “ lig ne par lig ne” les nœ u ds du m aillag e (ou les deg rés de lib erté). M ontrer
q u e la m atrice de rig idité Kh des élém ents fi nis P1 est de taille de l’ordre de n2 et de
larg eu r de b ande de l’ordre de 2n (pou r n g rand).

M ontrer q u e la m êm e m éth ode et le m êm e type de m aillag e pou r le cu b e Ω =]0, 1[3

condu isent à u ne m atrice de taille de l’ordre de n3 et de larg eu r de b ande de l’ordre de
2n2 (où n est le nom b re de nœ u ds le long d’u ne arête du cu b e Ω).

C o rrectio n . L a ta ille d e la m a tric e Kh e st e x a c te m e n t n2, ta n d is q u e sa d e m i-
la rg e u r d e b a n d e e st n, e n e ff e t, d è s q u e |k − l| > n, Khk,l = 0. D a n s le c a s d u
c u b e , o n n o te ai+jn+kn2 = (xi, xj, xk) le s n œ u d s d u m a illa g e , o ù xi = i/ (n + 1). L e
n o m b re d e d e g ré d e lib e rté e st d o n c é g a l à n3. E n fi n , si |k − l| > n2 + n, le su p p o rt
d e s fo n c tio n s te st φk e t φl so n t d isjo in ts. A in si, la m a tric e d u sy stè m e o b te n u à u n e
d e m i-la rg e u r d e b a n d e d e l’ o rd re d e n2 p o u r n g ra n d .

Exercice 6.3.12 On dit q u ’u ne m atrice carrée réelle B = (bij)1≤i,j≤n est u ne M -
m atrice si, pou r tou t i,

bii > 0,
n
∑

k=1

bik > 0, bij ≤ 0 ∀ j 6= i.

M ontrer q u e tou te M -m atrice est inv ersib le et q u e tou s les coeffi cients de son inverse
sont positifs ou nu ls.

C o rrectio n . S o it B u n e M -m a tric e e t X ∈ R
N te l q u e BX = Y ≥ 0. In tro d u iso n s

l’in d ic e i0 te l q u e
Xi0 = m in

1≤i≤N
Xi.

O n a a lo rs
Bi0i0Xi0 +

∑

j 6=i0

Bi0jXj = Yi0 ≥ 0,

d ’o ù
(

N
∑

j=1

Bi0j

)

Xi0 ≥
∑

j 6=i0

Bi0j(Xi0 − Xj).

D ’a p rè s la d é fi n itio n d e i0, le se c o n d m e m b re d e c e tte in é g a lité e st p o sitif o u n u l
C o m m e

∑N

j=1
Bi0j > 0, o n e n d é d u it q u e Xi0 ≥ 0 et d o n c q u e X ≥ 0. E n fi n , B e st

in v e rsib le c a r in je c tiv e . E n e ff e t, si BX = 0, BX ≥ 0 et B(−X) ≥ 0, d ’o ù X ≥ 0 et
−X ≥ 0, c ’e st à d ire X = 0. C o m m e BX ≥ 0 im p liq u e X ≥ 0, le s c o e ffi c ie n ts d e la
m a tric e B−1 so n t p o sitifs.

Exercice 6.3.13 On se place en dim ension N = 2. S oit uh la solu tion approch ée du
prob lèm e de D irich let (6 .1 1 ) ob tenu e par la m éth ode des élém ents fi nis P1. On su ppose
q u e tou s les ang les des triang les Ki ∈ T h sont inf́erieu rs ou ég au x à π / 2. M ontrer q u e
uh(x) ≥ 0 dans Ω si f(x) ≥ 0 dans Ω. Indication : on m ontrera q u e, pou r tou t ε > 0,
Kh + ε Id est u ne M -m atrice, où Kh est la m atrice de rig idité.
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Correction. S o it Kh la m a tric e d u sy stè m e issu d e la m é th o d e d e s é ĺe m e n ts fi n is,
a v e c c o n d itio n s d e D irich le t. Il su ffi t d e p ro u v e r q u e p o u r to u t ε > 0, Kh + εI e st
u n e M -m a tric e . E n e ff e t, d a n s c e c a s e t d ’a p rè s l’e x e rc ic e p ré c é d e n t,

(Kh + εI )−1 ≥ 0.

L ’a p p lic a tio n q u i à u n e m a tric e a sso c ie c o n in v e rse é ta n t c o n tin u e su r l’e n se m b le d e s
m a tric e s in v e rsib le s, o n e n d é d u it q u e

K−1

h ≥ 0.

T o u t d ’a b o rd , il e st c la ir q u e

(Kh)ii > 0 (6 .12)

p o u r to u t i. C o n sid é ro n s e n su ite d e u x so m m e ts d istin c ts Si e t Sj c o m m u n s à u n
tria n g le Tk d u m a illa g e . L e g ra d ie n t d e φi e st o rth o g o n a l a u c o té d u tria n g le Tk

o p p o sé à Si. Il e n e st d e m ê m e p o u r ∇φj. Il d é c o u le a lo rs d e s h y p o th è se s e ff e c tu é e s
su r le m a illa g e q u e

∇φi · ∇φj ≤ 0

su r Tk. L e ra iso n n e m e n t é ta n t v a la b le su r to u s le s tria n g le s d u m a illa g e , o n e n d é d u it
q u e

(Kh)ij =

∫
Ω

∇φi · ∇φj d x ≤ 0 p o u r to u t i 6= j. (6 .13 )

S o it n0 le n o m b re d e n œ u d s d u m a illa g e situ é s à l’in té rie u r d u d o m a in e Ω et n le
n o m b re d e n œ u d s to ta l, o n n u m é ro te le s n œ u d s Si d u m a illa g e d e so rte q u e Si ∈ ∂Ω
p o u r i > n0. C o m m e

1 =
n∑

j=1

φj,

p o u r to u t i, 0 < i ≤ n0,

0 =

∫
Ω

∇φi · ∇1 d x =
n∑

j=1

∫
Ω

∇φi · ∇φj d x .

A in si,
n0∑

j=1

∇φi · ∇φj d x = −

n∑
j=n0+ 1

∇φi · ∇φj d x .

O r o n a p ro u v é p ré c é d e m m e n t q u e le se c o n d m e m b re e st p o sitif. O n a d o n c m o n tré
q u e

n0∑
i=1

(Kh)ij ≥ 0. (6 .14 )

D e (6 .12), (6 .13 ), (6 .14 ), o n d é d u it q u e Kh + εI e st u n e M -m a tric e p o u r to u t ε > 0,
c e q u i a ch è v e la d é m o n stra tio n .
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Exercice 6.3.14 Appliquer la méthode des éléments finis Pk au sy stème de l’́elastic ité
(5.56). M ontrer en particulier que la matrice de rig idité Kh est dans ce cas d’ordre Nnd l

où N est la dimension d’espace et nd l est le nomb re de nœ uds de deg rés de lib erté.

C o rrectio n . L a fo rm u la tio n fa ib le d e l’́e la stic ité lin é a risé e c o n siste à d é te rm in e r
u ∈ H1

0
(Ω)N te l q u e

∫

Ω

(2 µ e(u) · e(v) + λ(d iv u)(d iv v)) d x =

∫

Ω

f · v d x p o u r to u t v ∈ H1

0
(Ω)N .

S o it Th u n m a illa g e ré g u lie r d e Ω, o n in tro d u it le s e sp a c e s d isc re ts

Vh = {u ∈ C(Ω;R)N : ui|K ∈ Pk p o u r to u t K ∈ Th}

e t
V0h = {u ∈ Vh : u = 0 su r ∂Ω}.

S o it (φi)i= 1,n dl
le s fo n c tio n s d e b a se a sso c íe e s a u d e g ré d e lib e rté d u tre illis d ’o rd re k

d u m a illa g e Th. L ’a p p ro x im a tio n v a ria tio n n e lle d u p ro b l̀e m e (5 .5 6) p a r la m é th o d e
d e s é ĺe m e n ts fi n is Pk c o n siste à d é te rm in e r u ∈ V0h te l q u e

∫

Ω

(2 µ e(u) · e(v) + λ(d iv u)(d iv v)) d x =

∫

Ω

f · v d x p o u r to u t v ∈ V0h,

c ’e st à d ire à ré so u d re le sy stè m e

KhUh = bh

o ù

(Kh)ij =

∫

Ω

(2 µ e(φi) · e(φj) + λ(d iv φi)(d iv φj)) d x

e t

(bh)i =

∫

Ω

f · φi d x.

L ’e x iste n c e d ’u n e so lu tio n à c e p ro b l̀e m e e st é v id e n te p a r a p p lic a tio n d u th é o rè m e
d e L a x -M ilg ra m . E n fi n , la d im e n sio n d e l’e sp a c e V0h e st é g a le à Nnd l o ù nd l e st le
n o m b re d e n œ u d s d e d e g ré s d e lib e rté .

Exercice 6.3.15 E xplic iter la matrice de rig idité Kh ob tenue par application de la
méthode des éléments finis Pk au prob lème de N eumann

{

−∆u + au = f dans Ω
∂ u
∂ n

= g sur ∂Ω,
(6 .1 5 )

avec f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(∂Ω), et a ∈ L∞(Ω) tel que a(x) ≥ a0 > 0 p.p. dans Ω.

C o rrectio n . L ’e sp a c e d ’a p p ro x im a tio n issu d e la m é th o d e d e s é ĺe m e n ts fi n is Pk,
a sso c íe a u p ro b l̀e m e d e N e u m a n n (6 .1 5 ) e st b a sé e su r l’e sp a c e d isc re t

Vh = {u ∈ C(Ω;R) : u|K ∈ Pk p o u r to u t K ∈ Th}.
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S o it (φi)i=1,n dl
le s fo n c tio n s d e b a se a sso c íe e s a u d e g ré d e lib e rté d u tre illis d ’o rd re

k d u m a illa g e Th. L ’a p p ro x im a tio n v a ria tio n n e lle c o n siste à ré so u d re le sy stè m e

KhUh = bh,

o ù

(Kh)ij =

∫

Ω

(∇φi · ∇φj + a φiφj) d x

e t

(bh)i =

∫

Ω

f φi d x .

Exercice 6.3.16 Montrer que la matrice de rigidité Kh ob tenue p ar ap p lication de la
méth ode des éléments fi nis Pk au p rob lème de convection-diff usion de l’E x ercice 5.2.2

est inv ersib le mais p as symétrique.

C o rrectio n . L ’e sp a c e d ’a p p ro x im a tio n v a ria tio n n e lle d u p ro b l̀e m e d e c o n v e c tio n
d iff u sio n d e l’E x e rc ic e 5 .2 .2 e st

V0h = {u ∈ C(Ω;R)N : ui|K ∈ Pk p o u r to u t K ∈ Th, u = 0 su r ∂Ω}.

S o it (φi)i=1,n dl
le s fo n c tio n s d e b a se a sso c íe e s a u d e g ré d e lib e rté d u tre illis d ’o rd re

k d u m a illa g e Th. L ’a p p ro x im a tio n v a ria tio n n e lle c o n siste à ré so u d re le sy stè m e

KhUh = bh,

o ù

(Kh)ij =

∫

Ω

(∇φi · ∇φj + (V · ∇φi)φk) d x

e t

(bh)i =

∫

Ω

f φi d x .

O n ra p p e lle q u e la d iv e rg e n c e d e V e st su p p o sé e n u lle . A in si, p o u r to u t uh e t vh

a p p a rte n a n t à V0h,
∫

Ω

(V · ∇uh)vh d x = −

∫

Ω

((d iv V )vhuh + (V · ∇vh)uh) d x = −

∫

Ω

(V · ∇vh)uh d x .

E n p a rtic u lie r, la m a tric e Kh e st e n g é n é ra l n o n sy m é triq u e , sa u f si to u t le s te rm e s
∫

Ω
(V · ∇φi)φk d x so n t n u ls. E n fi n , la m a tric e Kh e st in v e rsib le c a r in je c tiv e , e n e ff e t,

〈 KhUh, Uh〉 =

∫

Ω

∇uh · ∇uh + (V · ∇uh)uh d x =

∫

Ω

∇uh · ∇uh d x

e t 〈 KhUh, Uh〉 > 0 si Uh 6= 0 .

Exercice 6.3.17 O n se p rop ose de résoudre numériquement l’́equation des p laques
(5 .1 9 ) p ar une méth ode d’́eléments fi nis (de ty p e H ermite) en dimension N = 2 . P our
un maillage triangulaire Th on introduit l’esp ace discret

Vh =
{

v ∈ C1(Ω) tel que v |Ki
∈ P5 p our tout Ki ∈ Th

}

.
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Montrer que tout polynôme p ∈ P5 est c a ra c térisé d e ma nìere unique sur un tria ng le K
pa r les 2 1 v a leurs réelles suiv a ntes

v(aj),∇v(aj),∇∇v(aj),
∂ p(bj)

∂ n
j = 1, 2, 3, (6 .16 )

où (a1, a2, a3) sont les sommets d e K, (b1, b2, b3) les milieux d es cotés d e K, ta nd is que
∂ p(bj)/∂ n d ésig ne la d ériv ée norma le a u coté d e bj. Montrer que Vh est un sous-espa ce
d e H2(Ω ) d ont les éléments v sont c a ra c térisés d e ma nìere unique pa r les v a leurs (6 .1 6 )
pour c h a que sommet et milieu d ’a rête d u ma illa g e. E n d éd uire une méth od e d ’́eléments
fi nis (d ite d ’A rg yris) pour résoud re (5 .1 9 ).

Correction.

1. U n iso lv a n c e (é q u iv a le n t d u L e m m e 6 .3 .3 )
O n c o n sid è re l’a p p lic a tio n q u i à u n é ĺe m e n t d e P5 a sso c ie le s 21 v a le u rs (6 .16 ).

C o m m e P5 e st u n e sp a c e d e d im e n sio n 21, il su ffi t d e m o n tre r q u e c e tte a p p lic a tio n
e st in je c tiv e a fi n d e p ro u v e r q u ’e lle e st b ije c tiv e . E n fi n , q u itte à e ff e c tu e r u n ch a n g e -
m e n t d e v a ria b le s p a r u n e a p p lic a tio n a ffi n e , o n p e u t se c o n te n te r d e c o n sid é re r le c a s
d ’u n tria n g le é q u ila té ra l te l q u e a1 = (−1, 0 ), a2 = (1, 0 ). S o it p ∈ P5 a n n u la n t to u te s
le s v a le u rs (6 .16 ). M o n tro n s q u e p e st le p o ly n ô m e n u l. O n p o se q1(x1) = p(x1, 0 ) e t
q2(x1) = ∂ p/∂ x2(x1, 0 ). O n v é rifi e q u e

q1(±1) = q′
1
(±1) = q′′

1
(±1) = 0 .

C o m m e q1 e st u n p o ly n ô m e d e d e g ré a u p lu s 5, o n e n d é d u it q u e q1 = 0 . A in si, p
e st d iv isib le p a r x2 : il e x iste u n p o ly n ô m e q(x1, x2) te l q u e

p(x1, x2) = x2q(x1, x2).

D e m ê m e , o n v é rifi e q u e

q2(±1) = q′
2
(±1) = q2(0 ) = 0 .

C o m m e q2 e st u n p o ly n ô m e d e d e g ré a u p lu s 4 , o n a d o n c q2 = 0 . O r q2(x1) = q(x1, 0 ),
a in si q e st d iv isib le p a r x2. O n a d o n c p ro u v é q u e p e st d iv isib le p a r x2

2
. L e p o ly n ô m e q

e t se s d é riv é e s s’a n n u le n t le lo n g d e la d ro ite (a1, a2). P o u r d e s ra iso n s d ’in v a ria n c e ,
il e n e st d e m ê m e le lo n g d e s d ro ite s (a1, a3) e t (a2, a3). O n e n d é d u it q u e p e st
é g a le m e n t d iv isib le p a r (1 + x1 − x2/

√
3)2 e t (1 − x1 − x2/

√
3)2. A in si, p e st u n

p o ly n ô m e d e d e g ré a u p lu s 5 d iv isib le p a r u n p o ly n ô m e d e d e g ré 6 e t p = 0 .
2. R a c c o rd e m e n t a u n iv e a u d e s m a ille s

A fi n d e ré so u d re le p ro b l̀e m e , il n o u s fa u t p ro u v e r le L e m m e su iv a n t (é q u iv a le n t
d u L e m m e 6 .3 .4 ) :
L em m e. Soit K et K ′ d eu x tria n gles a y a n t u n e a rê te com m u n e Γ = (a1, a2). Soit

pk et pK′ d eu x é ĺe m en ts d e P5, a lors la fon ction v d é fi n ie su r K ∪ K ′ pa r

v(x) =

{

pK(x) si x ∈ K

pK′(x) si x ∈ K ′
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est de classe C1 si et seu lem en t si

pK(ai) = pK′(ai), ∇pK(ai) = ∇pK′(ai),

∇∇pK(ai) = ∇∇pK′(ai), ∂pK/ ∂n(b) = −∂pK′/ ∂n(b),
(6.17 )

o ù n désign e la n o rm ale extérieu r à K et b le m ilieu du segm en t [a1, a2].
Démonstration. L ’a p p lic a tio n v e st d e c la sse C1 si e t se u le m e n t si le s re stric tio n s
d e pK e t pK′ c o ı̈n c id e n t su r l’a rê te c o m m u n e Γ a u d e u x tria n g le s e t s’il e n e st d e m ê m e
p o u r le s p o ly n ô m e s ∂pK/ ∂n e t ∂pK′/ ∂n. O r le s p o ly n ô m e s pK e t pK′ c o ı̈n c id e n t su r
Γ si e t se u le m e n t si p o u r i = 1, 2 o n a

pK(ai) = pK′(ai),
∂pK

∂τ
(ai) =

∂pK′

∂τ
(ai) e t

∂2pK

∂τ 2
(ai) =

∂2pK′

∂τ 2
(ai)

(τ d é sig n e le v e c te u r u n ita ire ta n g e n t à l’a rê te ). D ’a u tre p a rt, le s re stric tio n s d e
∂pK/ ∂n e t d e ∂pK′/ ∂n à Γ so n t d e s p o ly n ô m e s d e d e g ré 4 é g a u x si e t se u le m e n t si
p o u r i = 1, 2 o n a

∂pK

∂n
(ai) =

∂pK′

∂n
(ai),

∂2pK

∂n2
(ai) =

∂2pK′

∂n2
(ai)

e t si
∂pK

∂n
(b) =

∂pK

∂n
(b).

C e q u i a ch è v e la p re u v e d u L e m m e .
3 . M é th o d e d ’A rg y ris

T o u t d ’a b o rd , l’e sp a c e

Vh = {v ∈ C1(Ω ) : v|Ki
∈ P 5 p o u r to u t Ki ∈ T h}

e st in c lu s d a n s H2(Ω ) (la d é riv é e d ’u n é ĺe m e n t d e Vh a p p a rtie n t à H1(Ω ) d ’a p rè s
le L e m m e 4 .3 .1 9 ). D ’a p rè s le p o in t p ré c é d e n t, u n é ĺe m e n t v d e Vh e st e n tìe re m e n t
d é te rm in é p a r le s v a le u rs d e v, ∇v e t ∇∇v a u x n œ u d s d u m a illa g e a in si q u e p a r
le s fl u x ∂v/ ∂n(bk), bk p a rc o u ra n t le s m ilie u x d e s a rê te s k d u m a illa g e (o n o rie n te
d e m a n ìe re a rb itra ire ch a c u n e d e s a rê te s). O n p e u t d o n c c o n stru ire u n e b a se d e Vh

fo rm é e d e s é ĺe m e n ts (ϕi,α)(i,α) e t (ψk) o ù i ∈ {1, · · · , ns}, α ∈ N
2 , |α| = α1 +α2 ≤ 2

et k ∈ {1, · · · , nc} d é fi n is p a r

∂βϕi,α(aj) = δi
jδ

β
α

∂ϕi,α

∂n
(bl) = 0 ;

∂βψk(aj) = 0 ;
∂ψk

∂n
(bl) = δk

l .

p o u r to u t j ∈ {1, · · · , ns}, l ∈ {1, · · · , nc} e t β ∈ N
2 te l q u e |β| ≤ 2.

A fi n d e ré so u d re l’́e q u a tio n d e s p la q u e s (5 .19), o n in tro d u it le so u s e sp a c e d e Vh

V0h = Vh ∩H
2
0 (Ω ).

L ’e sp a c e V0h e st l’e n se m b le d e s fo n c tio n s d e Vh, q u i s’a n n u le n t a in si q u e le u rs d é riv é e s
p a rtie lle su r ∂Ω . Il e st e n g e n d ré p a r le s é ĺe m e n ts (ϕi,α) e t (ψk) o ù i ∈ {1, · · · , ns0}
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et k ∈ {1, · · · , nc0} p a rc o u re n t re sp e c tiv e m e n t so m m e ts e t a rê te s n ’a p p a rte n a n t p a s
a u b o rd d e Ω . L ’a p p ro x im a tio n v a ria tio n n e lle c o n siste à tro u v e r uh ∈ V0h te l q u e

∫

Ω

∆uh∆vh dx =

∫

Ω

fvh dx p o u r to u t vh ∈ V0h.

D ’a p rè s le T h é o rè m e d e L a x -M ilg ra m , c e p ro b l̀e m e a d m e t u n e so lu tio n u n iq u e . E n fi n ,
il é q u iv a u t à ré so u d re le sy stè m e

KhUh = bh, (6.18 )

o ù la m a tric e d e rig id ité e st d é fi n ie p a r

Kh =

(

Dh Fh

F T
h Hh

)

,

o ù Dh e t Fh so n t d e s m a tric e s d é fi n ie s p a r b lo c s. L a m a tric e Dh e st c o n stitu é e d e
6 × 6 b lo c s, la m a tric e Fh e st u n v e c te u r c o lo n n e c o n stitu é d e 6 so u s-m a tric e s :

Dh =
(

E
ij

h

)

(i,j )∈{1, · · · ,6}2

Fh =
(

Gi
h

)

i∈{1, · · · ,6}
.

L e s so u s-m a tric e s Eij

h e t Gi
h so n t d é fi n ie s p a r

(

E
ij

h

)

kl
=

∫

Ω

∆ϕk,si
∆ϕl,si

dx , o ù (k, l) ∈ {1, · · · , ns0}
2

(

Gi
h

)

kl
=

∫

Ω

∆ϕk,si
∆ψl dx o ù (k, l) ∈ {1, · · · , ns0} × {1, · · · , nc0}

o ù si p a rc o u rt le s m u lti-in d ic e N
2 d e d e g ré in f́e rie u r o u é g a l à 2 (e n se m b le q u i c o n tie n t

6 é ĺe m e n ts). L a m a tric e Hh e st d é fi n ie p a r

(Hh)kl =

∫

Ω

∆ψk∆ψl dx

o ù (k, l) ∈ {1, · · · , nc0}
2. E n fi n , L e v e c te u r bh c o m p te 6ns0

+ nc0 c o m p o sa n te s e t e st
d é fi n i p a r

bh = (c1h, · · · , c
6
h, dh)

o ù cih ∈ R
ns0 e t dh ∈ R

nc0 so n t le s v e c te u rs

(

cih
)

k
=

∫

Ω

fhϕk,si
k ∈ {1, · · · , ns0} e t i ∈ {1, · · · , 6}

(dh)k =

∫

Ω

fhψk k ∈ {1, · · · , nc0}.

E n fi n , la so lu tio n uh d e l’a p p ro x im a tio n v a ria tio n n e lle e st te lle q u e

uh =
5

∑

i= 0

ns0
∑

k= 1

U ins0+k
h ϕk,si+ 1

+

nc0
∑

k= 1

U6ns0+k
h ψk,

o ù Uh e st so lu tio n d u sy stè m e (6.18 ).
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Exercice 6.3.18 Montrer que pour une suite de maillages réguliers, et pour des élé-

ments fi nis P1, l’opérateur d’interpolation rh v érifi e en dimension N = 2 ou 3

‖v − rhv‖L2(Ω ) ≤ Ch 2‖v‖H2(Ω ).

C o rrectio n . P a r c o n stru c tio n d e rhu, la re stric tio n d e rhu à u n N -sim p le x e Ki e st
sim p le m e n t rKi

u. P a r c o n sé q u e n t,

‖v − rhv‖
2
L2(Ω ) =

∑

Ki∈Th

‖v − rKi
v‖2

L2(Ki)
.

O n a p p liq u e la m a jo ra tio n (L e m m e 6.3.2 0 a v e c k = 1)

‖v − rKv‖L2(K) ≤ C‖B‖2|v|H2(K)

à ch a c u n d e s N -sim p le x e Ki. A in si,

‖v − rhv‖
2
L2(Ω ) ≤ C

∑

Ki∈Th

‖Bi‖
4|v|2

H2(K).

Il su ffi t d e c o m b in e r c e tte e stim a tio n a v e c l’in é g a lité

‖Bi‖ ≤ d ia m (Ki)/ ρ (K0) ≤ Ch

p o u r c o n c lu re .

Exercice 6.3.19 S oit K = [0 , 1]2 le cub e unité en dimension N = 2 de sommets

a1 = (0 , 0 ), a2 = (1, 0 ), a3 = (1, 1), a4 = (0 , 1). O n défi nit x3 = 1 − x1, x4 = 1 − x2,

et i comme la valeur de i modulo 4 . G râce à ses notations, c h aque sommet ai est défi ni

par x
i
= x

i+ 1 = 0 . V érifi er que les fonctions de b ase de Q1 sont

pi(x) = x
i+ 2xi+ 3 pour 1 ≤ i ≤ 4,

et que celles de Q2 sont

Pi(x) = x
i+ 2(2xi+ 2 − 1)x

i+ 3(2xi+ 3 − 1) pour 1 ≤ i ≤ 4
Pi(x) = −4x

i+ 2(xi+ 2 − 1)x
i+ 3(2xi+ 3 − 1) pour 5 ≤ i ≤ 8

P9(x) = 16x1x2x3x4.

C o rrectio n .

L e s é ĺe m e n ts d e Qk d é fi n is su r K so n t le s p o ly n ô m e s d e d e g ré a u p lu s k p a r
ra p p o rt à ch a c u n e d e s v a ria b le s x1 e t x2. D ’a p rè s le L e m m e 6.3.2 2 , il su ffi t d e v é rifi e r
q u e le s fo n c tio n s p ro p o sé e s s’a n n u le n t su r to u t le s p o in ts d u tre illis c o rre sp o n d a n t
e x p e c té u n p o in t, d iff é re n t p o u r ch a c u n e d ’e n tre e lle s, o ù e lle s p re n n e n t la v a le u r
u n .
1. F o n c tio n s d e b a se Q1.

L e s p o in ts d u tre illis so n t ai, i = 1, · · · , 4. P o u r d e s ra iso n s d e p é rio d ic ité d e s
fo rm u le s, il su ffi t d e v é rifi e r la fo rm e d e la fo n c tio n d e b a se p1. O r

p1(x) = x3x4 = (1 − x1)(1 − x2),
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q u i v a u t e n e ff e t 1 p o u r x = a1 e t z é ro su r le s a u tre s so m m e ts d u c a rré .
2. F o n c tio n s d e b a se Q2.

L e s p o in ts d u tre illis Σ 2 so n t le s so m m e ts, le s m ilie u x d e s a rê te s e t le c e n tre d u
c a rré K. P o u r d e s ra iso n s d e sy m é trie , se u l tro is fo n c tio n s d e b a se s so n t à é tu d ie r.
O n a

P1(x) = x3(2x3 − 1)x4(2x4 − 1) = (1 − x1)(1 − 2x1)(1 − x2)(1 − 2x2)

q u i v a u t 1 p o u r x = a1 e t z é ro su r le s a u tre s n œ u d s d u tre illis.

P5(x) = −4x3(x3 − 1)x4(2x4 − 1) = 4(1 − x1)x1(1 − x2)(1 − 2x2)

q u i v a u t 1 p o u r x = (a1 + a2)/2 et z é ro su r le s a u tre s n œ u d s d u tre illis. E n fi n ,

P9(x) = 16x1x2x3x4,

q u i v a u t 1 e n x = (a1 + a2 + a3 + a4)/4 et z é ro su r le s a u tre s n œ u d s d u tre illis.

Exercice 6.3.20 Montrer que pour la méthode des éléments finis P1/ b ulle pour la
v itesse et P1 pour la pression on a d im (K e rB∗

h
) = 1.

C o rrectio n . S o it rh ∈ Qh e t wh ∈ V0h (Qh e t V0h é ta n t le s e sp a c e s issu s re s-
p e c tiv e m e n t d e la d isc ré tisa tio n P1 d e la p re ssio n e t P1/ b u lle d e la v ite sse ). P a r
d é fi n itio n ,

Wh · B
∗

h
Rh = BhWh · Rh = −

∫

Ω

d iv (wh)rh d x =

∫

Ω

wh · ∇rh d x.

S i Rh a p p a rtie n t a u n o y a u d e B∗

h
, o n a

∫

Ω

wh · ∇rh d x = 0

p o u r to u t é ĺe m e n t wh ∈ V0h. E n p a rtic u lie r, si o n a p p liq u e l’́e g a lité p ré c é d e n te à
la fo n c tio n b u lle λ1(x) · · ·λN + 1(x)ek d e la m a ille Ki (le s λi so n t le s c o o rd o n n é e s
b a ry c e n triq u e s d e x d a n s la m a ille Ki e t k ∈ { 1, · · · , N }), o n o b tie n t

∇rh(Ki) · ek

(
∫

Ki

λ1(x) · · ·λN + 1(x) d x

)

= 0.

O r
(

∫

Ki

λ1(x) · · ·λN + 1(x) d x

)

> 0,

d ’o ù o n e n d é d u it q u e ∇rh(Ki) = 0. A in si, rh e st u n e fo n c tio n c o n sta n te e t

d im (B∗

h
) = 1.
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Exercice 6.3.21 On considère les équations de Stokes







∇p − µ∆u = f dans Ω
d iv u = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(6 .19 )

où µ > 0 est la v iscosité du fl uide en dim ension N = 1 (ce m odèle n’a aucun intérêt
p uisque sa solution ex p licite est u = 0 et p une p rim itiv e de f , m ais il p erm et de b ien
com p rendre les p rob lèm es de discrétisation). P our Ω = (0, 1), on considère le m aillag e
de p oints xj = jh avec h = 1/(n + 1) et 0 ≤ j ≤ n + 1. On défi nit la m éth ode de
diff érences fi nies centrées (d’ordre 2 ) suiv ante







µ
−uj+1+2uj−uj−1

h2 +
pj+1−pj−1

2h
= f(xj) p our 1 ≤ j ≤ n

uj+1−uj−1

2h
= 0 p our 1 ≤ j ≤ n

u0 = un+1 = 0.

M ontrer que ce sy stèm e d’́equations alg éb riques est m al p osé, et en p articulier que la
p ression (pj) est défi nie à l’addition d’une constante p rès ou d’un m ultip le d’une p ression
défi nie p ar ses com p osantes (1, 0, 1, 0, ..., 1, 0).

C o rrectio n . O n v é rifi e sa n s m a l q u e la p re ssio n e st d é fi n ie à l’a d d itio n d ’u n e
c o n sta n te p rè s o u d ’u n m u ltip le d e (1, 0, · · · , 1, 0). L o rsq u e n e st im p a ir, la situ a tio n
e st p a rtic u lìe re m e n t c ritiq u e , c a r uj n ’e st, d a n s c e c a s, p a s n o n p lu s d é te rm in é d e
m a n ìe re u n iq u e . D a n s to u s le s c a s, le sy stè m e e st m a l p o sé .



Chapitre 7

P R O B L È M E S A U X V A L E U R S

P R O P R E S

E x erc ice 7.1 .1 Soit Ω = R
N . M on tre r q u e u(x) = ex p (ik · x) e st u n e solu tion d e

−∆u = λu (7 .1 )

si |k|2 = λ. U n e te lle solu tion e st a p p e ĺe e on d e p la n e .

Co rrectio n . S o it u(x) = ex p (ik · x), o n a ∇u(x) = i e x p (ik · x)k e t

∆u = ∇ · ∇u = −|k|2 e x p (ik · x).

A in si, u e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n (7 .1 ) d è s q u e |k|2 = ω2.

E x erc ice 7.1 .2 Soit u n p ote n tie l ré g u lie r V (x). M on tre r q u e , si u(x, t) = e−iω tu(x)
e st solu tion d e

i
∂u

∂t
+ ∆u − V u = 0 d a n s R

N × R
+
∗
, (7 .2 )

a lors u(x) e st solu tion d e

−∆u + V u = ωu d a n s R
N . (7 .3 )

Co rrectio n . Il su ffi t d ’e ff e c tu e r le c a lc u l. E n e ff e t,

i
∂u

∂t
(x, t) = e−iω tωu(x) ∆u(x, t) = e−iω t∆u(x).

C o m m e u e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n d e S ch rö d in g e r (7 .2 ), o n e n d é d u it q u e

−∆u + V u = ωu.

E x erc ice 7.1 .3 Soit V (x) = Ax · x a v e c A m a tric e sy m é triq u e ré e lle d é fi n ie p ositiv e .

M on tre r q u e u(x) = ex p (−A1/2x · x/ 2 ) e st u n e solu tion d e (7 .3 ) si ω = tr(A1/2). U n e

te lle solu tion e st a p p e ĺe e é ta t fon d a m e n ta l.

1 0 1
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Correction.

S o it u(x) = ex p (−A1/2x · x/ 2). O n a

∇u = − e x p (−A1/2x.x/ 2)A1/2x = −uA1/2x

e t
∆u = d iv (∇u) = −d iv (uA1/2x)

O n ra p p e lle q u e p o u r to u te fo n c tio n f à v a le u rs ré e lle s e t σ à v a le u r v e c to rie lle ,
d iv (fσ) = ∇f · σ + f(d iv σ). A in si,

∆u = −(A1/2x) · ∇u − (d iv (A1/2x)u = (Ax · x)u − tr(A1/2)u,

e t u e st b ie n so lu tio n d e l’́e q u a tio n

−∆u + V u = tr(A1/2)u.

E x ercice 7 .2 .1 Montrer que l’application identité Id dans un espace de H ilb ert V de
dim ension infi nie n’est jam ais com pacte (utiliser le L em m e 7.2.6).

Correction.

L ’im a g e d e la b o u le u n ité p a r l’a p p lic a tio n Id e st é v id e m m e n t la b o u le u n ité .
S i l’a p p lic a tio n Id é ta it c o m p a c te , la b o u le u n ité se ra it re la tiv e m e n t c o m p a c te e t
d o n c c o m p a c te (la b o u le u n ité e st fe rm é e ), c e q u i e st im p o ssib le d ’a p rè s le L e m m e
7 .2 .6 q u i stip u le q u e la b o u le u n ité d ’u n e sp a c e d e H ilb e rt d e d im e n sio n in fi n ie n ’e st
ja m a is c o m p a c te .

E x ercice 7 .2 .2 S oit l’espace de H ilb ert `2 des suites réelles x = (xi)i≥1 telles que
∑

i≥1
|xi|

2 < +∞, m uni du produit scalaire 〈x,y〉 =
∑

i≥1
xiyi. S oit (ai)i≥1 une suite

de réels b ornés, |ai| ≤ C < +∞ pour tout i ≥ 1. O n défi nit l’application linéaire A
par Ax = (aixi)i≥1. V érifi er que A est continue. Montrer que A est com pacte si et
seulem ent si lim i→+∞ ai = 0.

Correction.

S o it x u n é ĺe m e n t d e `2,

‖Ax‖2

`2 =
∑

i

|aixi|
2 ≤ su p

i
|ai|

2
∑

i

|xi|
2 = su p

i
|ai|

2‖u‖2

`2 .

A in si, A e st u n e a p p lic a tio n c o n tin u e d e `2 d a n s `2.
S u p p o so n s q u e lim ai = 0. S o it xn u n e su ite d ’́e ĺe m e n ts d e la b o u le u n ité d e `2.

O n p o se yn = Axn. A fi n d e p ro u v e r q u e l’o p é ra te u r A e st c o m p a c t, o n v a c o n stru ire
u n e so u s-su ite d e yn c o n v e rg e n te . O n c o m m e n c e p a r c o n stru ire u n e su ite d e so u s-
su ite p a r ré c u rre n c e : O n p o se yn,0 = yn. P o u r to u t k, yn,k e st u n e su ite e x tra ite
d e yn,k−1 te lle q u e yn,k

k so it c o n v e rg e n te (c ’e st to u jo u rs p o ssib le p u isq u e p o u r to u t

k ≥ 1, yn,k
k e st b o rn é d a n s R). E n fi n , o n p ro c è d e à l’e x tra c tio n d ’u n e so u s-su ite

d ia g o n a le e n d é fi n issa n t la su ite zn = yn,n. R e ste à p ro u v e r q u e la su ite zn e st d e
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C a u ch y d a n s `2. S o it ε > 0, c o m m e ai c o n v e rg e v e rs 0, il e x iste l te l q u e p o u r to u t
i > l, |ai| < ε. O n e n d é d u it q u e p o u r to u t in d ic e n,

∑

i> l

|zn
i |

2 =
∑

i> l

|ai|2|yn,n
l |2 ≤ ε2‖yn,n‖2

`2 ≤ ε2.

N o to n s q u e p o u r to u t k, la su ite zn
k e st sim p le m e n t c o n v e rg e n te . A in si, p o u r n e t p

a sse z g ra n d , o n a
∑

i≤l

|zn
i − zp

i |
2 ≤ ε2.

E n c o m b in a n t c e s d e u x ré su lta ts, o n e n d é d u it q u e p o u r n e t p a sse z g ra n d ,

∑

i

|zn
i − zp

i |
2 ≤

∑

i≤l

|zn
i − zp

i | + 2
∑

i> l

(

|zn
i |

2 − |zp
i |

2
)

≤ 5ε2,

e t q u e ‖zn − zp‖`2 → 0 lo rsq u e n e t p c o n v e rg e n t v e rs l’in fi n i. A in si, A e st c o m p a c te .
R e ste à é ta b lir la ré c ip ro q u e . S u p p o so n s q u e la su ite ai n e c o n v e rg e p a s v e rs

z é ro . Il e x iste u n e c o n sta n te M > 0 te lle q u e p o u r to u t N , il e x iste i > N te l q u e
|ai| > M . O n p e u t d o n c d é fi n ir le s su ite s xn d e `2 e t in d e N te lle s q u e

P o u r to u t in d ic e k, xn
k = δin

k ,

|ain | > M

e t in stric te m e n t c ro issa n te . O n p o se yn = Axn. L a su ite xn e st b o rn é e d a n s `2,
ta n d is q u e la su ite yn d ’́e ĺe m e n ts d e `2 n ’a d m e t p a s d e so u s-su ite c o n v e rg e n te . E n
e ff e t, p o u r to u t n e t p o n a

‖un − up‖`2 >
√

2M.

A in si, A n ’e st p a s c o m p a c te .

Exercice 7.2.3 Soit U , V e t W trois e sp a c e s d e H ilb e rt d e d im e n sion in fi n ie , A u n e

a p p lic a tion lin é a ire con tin u e d e V d a n s W , e t B u n e a p p lic a tion lin é a ire con tin u e d e U
d a n s V . M on tre r q u e l’a p p lic a tion AB e st com p a c te d è s q u e A ou B e st com p a c te . E n

d é d u ire q u ’u n e a p p lic a tion lin é a ire con tin u e com p a c te n ’e st ja m a is in v e rsib le d ’in v e rse

con tin u e n d im e n sion in fi n ie .

C o rrectio n .

C o n sid é ro n s le c a s A c o m p a c te e t B c o n tin u e . C o m m e B e st c o n tin u e , il e x iste
u n ré e l M te l q u e l’im a g e d e la b o u le u n ité d e U p a r B so it in c lu se d a n s la b o u le d e
V , c e n tré e à l’o rig in e e t d e ra y o n M . C o m m e A e st c o m p a c te , l’im a g e d e la b o u le
d e ra y o n M p a r A e st re la tiv e m e n t c o m p a c te . O r to u t so u s-e n se m b le d ’u n e n se m b le
re la tiv e m e n t c o m p a c t e st re la tiv e m e n t c o m p a c t. L ’im a g e d e la b o u le u n ité d e U p a r
l’a p p lic a tio n AB e st d o n c re la tiv e m e n t c o m p a c te : l’a p p lic a tio n AB e st c o m p a c te .

C o n sid é ro n s le c a s A c o n tin u e e t B c o m p a c te . L ’im a g e d e la b o u le u n ité d e U
p a r B e st re la tiv e m e n t c o m p a c te d a n s V . O r l’im a g e p a r u n e a p p lic a tio n c o n tin u e
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d ’u n e n se m b le re la tiv e m e n t c o m p a c t e st re la tiv e m e n t c o m p a c t. L ’im a g e d e la b o u le
u n ité d e U p a r l’a p p lic a tio n AB e st re la tiv e m e n t c o m p a c te .

E n fi n , c o n sid é ro n s u n e a p p lic a tio n lin é a ire c o m p a c te in v e rsib le A . L ’a p p lic a tio n
in v e rse A−1 (q u i e st lin é a ire ) n e p e u t ê tre c o n tin u e . E n e ff e t, d a n s c e c a s l’a p p lic a tio n
id e n tité AA−1 se ra it c o m p a c te , c e q u i n ’e st ja m a is le c a s e n d im e n sio n in fi n ie .

Exercice 7.2.4 On reprend les notations et les hypothèses du Théorème 7.2.8. M on-

trer q ue, pour v ∈ V , l’́eq uation Au = v admet une uniq ue solution u ∈ V si et

seulement si v v érifi e
+∞
∑

k= 1

|〈v, uk〉|
2

λ2
k

< +∞.

C o rrectio n . S u p p o so n s q u ’il e x iste u te l q u e Au = v. P o u r to u t k, 〈Au, uk〉 =
〈v, uk〉 e t d o n c

〈u, uk〉 =
〈u, Auk〉

λk

=
〈Au, uk〉

λk

=
〈v, uk〉

λk

.

L a fa m ille (uk) fo rm a n t u n e b a se o rth o n o rm a le ,

∑

k

〈v, uk〉
2

λ2
k

=
∑

k

〈u, uk〉
2 = ‖u‖2 < +∞.

R é c ip ro q u e m e n t, si v v é rifi e la re la tio n p ré c é d e n te ,

u =
∑

k

〈v, uk〉

λk

uk

a p p a rtie n t à U (la sé rie e st c o n v e rg e n te ) e t Au = v. E n fi n , le sy sè m e Au = v n e
p e u t a d m e ttre p lu s d ’u n e so lu tio n . E n e ff e t, l’a p p lic a tio n A é ta n t d é fi n ie p o sitiv e ,
e lle e st in je c tiv e .

Exercice 7.2.5 S oit V = L2(0, 1) et A l’application linéaire de V dans V défi nie par

(Af)(x) = (x2 + 1) f(x). V érifi er q ue A est continue, défi nie positiv e, auto-adjointe

mais pas compacte. M ontrer q ue A n’a pas de valeurs propres. On pourra v érifi er aussi

q ue (A − λ Id ) est inv ersib le d’inv erse continu si et seulement si λ /∈ [1, 2].

C o rrectio n . C o n tin u ité

‖Af‖2
L2(0,1) =

∫ 1

0

(x2 + 1)2|f(x)|2 d x ≤

(

m a x
x∈(0,1)

(x2 + 1)2

)
∫ 1

0

|f(x)|2 d x.

A in si, ‖Af‖L2(0,1) ≤ 2‖f‖L2(0,1) e t A e st c o n tin u e .
P o sitiv ité e t sy m é trie

S o it f e t g é ĺe m e n ts d e L2(0, 1),

(Af, g)L2 =

∫ 1

0

(Af)g d x =

∫ 1

0

(x2 + 1)fg d x = (f, Ag)L2 .
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A in si, A e st a u to -a d jo in te . D e p lu s, A e st p o sitiv e c a r

(Af, f)L2 =

∫ 1

0

(x2 + 1)|f(x)|2 d x ≥ 0.

E n fi n , A e st d é fi n ie . E n e ff e t, si (Af, f) = 0, la fo n c tio n (x2 + 1)|f(x)|2 e st n u lle
p re sq u e p a rto u t, d o n c f = 0 (en ta n t q u ’́e ĺe m e n t d e L2(0, 1)).
V a le u rs p ro p re s

S u p p o so n s q u e f so it u n v e c te u r p ro p re d e A d e v a le u r p ro p re λ. D a n s c e c a s,
p o u r to u te fo n c tio n g ∈ L2(0, 1),

∫ 1

0

(x2 + 1)f(x)g(x) d x = (Af, g)L2 = λ(f, g)L2 = λ

∫ 1

0

f(x)g(x) d x.

O n e n d é d u it q u e

((x2 + 1)f − λf, g(x))L2 = 0.

E n ch o isissa n t g = (x2 + 1 − λ)f , o n e n d é d u it q u e

‖(x2 + 1 − λ)f‖L2 = 0

et q u e (x2 + 1 − λ)f(x) = 0 p re sq u e p a rto u t e t d o n c f(x) = 0 p re sq u e p a rto u t.
L ’a p p lic a tio n A n ’a d m e t p a s d e v e c te u r p ro p re n o n n u l.
In v e rsib ilité d e (A − λ Id ) S o it g ∈ L2(0, 1), o n ch e rch e f te l q u e (A − λ Id )f = g,
c ’e st à d ire te l q u e

(x2 + 1 − λ)f(x) = g(x)

p re sq u e p a rto u t. S i (A − λ Id ) e st in v e rsib le , f = (A − λ Id )−1g e st d é fi n it p a r

f(x) = (x2 + 1 − λ)−1g(x)

p o u r p re sq u e to u t x ∈]0, 1[. L ’in v e rse d e (x2 + 1 − λ) é ta n t d é fi n i, sa u f e n a u p lu s
d e u x p o in ts, f(x) e st c o rre c te m e n t d é fi n i p re sq u e p a rto u t.

S i λ n ’a p p a rtie n t p a s à l’in te rv a lle [1, 2 ], il e x iste C(λ) te l q u e (x2 + 1 − λ) >
C(λ) > 0. O n e n d é d u it q u e l’o p é ra te u r (A − λ Id ) e st b ie n in v e rsib le d e L2(0, 1)
d a n s L2(0, 1), d ’in v e rse c o n tin u e . E n e ff e t,

‖(A − λ Id )−1g‖L2(0,1) ≤ C(λ)−1‖g‖L2(0,1).

S i λ ∈ [1, 2 ], o n c o n sta te q u e si (A − λ Id ) é ta it in v e rsib le , (x2 + 1 − λ)−1 se ra it
u n é ĺe m e n t d e L2(0, 1) (p re n d re g = 1). C e c i n ’e st p a s le c a s. E n e ff e t le p o ly n ô m e
(x2 + 1 − λ) a d m e t u n e ra c in e d a n s l’in te rv a lle [1, 2 ]. A in si, (x2 + 1 − λ)−1 p ré se n te
u n e sin g u la rité (d u ty p e 1/ x o u 1/ x2) d o n t le c a rré n ’e st p a s d ’in té g ra le fi n ie :

∫ 1

0

(x2 + 1 − λ)−2 d x = + ∞.
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Exercice 7.3.1 Démontrer une variante du Théorème 7.3.2 où l’on remp lace l’hy -
p othèse de coerc ivité de la forme b ilinéaire a(·, ·) p ar l’hy p othèse p lus faib le q u’il ex iste
deux constantes p ositives η > 0 et ν > 0 telles q ue

a(v, v) + η‖v‖2

H
≥ ν‖v‖2

V
p our tout v ∈ V .

(Dans ce cas les valeurs p rop res (λk)k≥1 ne sont p as forc ément p ositives, mais vérifi ent
seulement λk + η > 0.)

C o rrectio n . U n ré e l λ e st v a le u r p ro p re d e (7.12 ) d e v e c te u r p ro p re u, si e t
se u le m e n t si

a(u, v) + η〈u, v〉H = (λ + η)〈u, v〉H p o u r to u t v ∈ V ,

c ’e st à d ire si u e st u n v e c te u r p ro p re a sso c íe à la fo rm e b ilin é a ire a(., .)+ η〈., .〉H d e
v a le u r p ro p re λ+η. C o m m e la fo rm e b ilin é a ire a(., .)+η〈., .〉H v é rifi e le s h y p o th è se s
d u T h é o rè m e 7.3.2 , il e x iste u n e b a se h ilb e rtie n n e d e H d e v e c te u rs p ro p re s uk d e
(7.12 ) d e v a le u rs p ro p re s λk − η o ù λk e st u n e su ite n o n b o rn é e , c ro issa n te d e ré e ls
p o sitifs.

Exercice 7.3.2 E n dimension N = 1, on considère Ω =]0, 1[. C alculer ex p lic itement
toutes les valeurs p rop res et les fonctions p rop res du L ap lac ien avec conditions aux limites
de Dirichlet

{

−∆uk = λkuk p .p . dans Ω
uk = 0 p .p . sur ∂Ω.

(7 .4 )

A l’aide de la décomp osition sp ec trale de ce p rob l̀eme (voir la R emarq ue 7.2.9 ), montrer
q ue la série

+∞
∑

k= 1

ak sin (kπx )

converg e dans L2(0, 1) si et seulement si
∑

+∞

k= 1
a2

k
< +∞, et dans H1(0, 1) si et seule-

ment si
∑

+∞

k= 1
k2a2

k
< +∞.

C o rrectio n . T o u t d ’a b o rd , to u te fo n c tio n p ro p re d u L a p la c ie n e n d im e n sio n 1 e st
d e c la sse C∞. A in si,

u ′ ′ + λu = 0

est u n e é q u a tio n d iff é re n tie lle c la ssiq u e d o n t le s so lu tio n s so n t d e la fo rm e

u = A sin (
√

λx ) + B c o s(
√

λx ).

L e s c o n d itio n s a u x lim ite s d e D irich le t im p liq u e n t q u e B = 0 (ca r u(0) = 0) e t√
λ = kπ o ù k e st u n e n tie r n a tu re l (c a r u(1) = 0). L e s v e c te u rs p ro p re s d u L a p la c ie n

u n id im e n sio n n e l a v e c c o n d itio n s a u x lim ite s d e D irich le t so n t d o n c le s fo n c tio n s

uk = 2 sin (kπx )

d e v a le u rs p ro p re s λk = k2π2. C o m m e l’in je c tio n d e H1
0 (0, 1) d a n s L2(0, 1) e st c o m -

p a c te e t q u e a(u, v) =
∫

1

0
∇u · ∇v d x e st u n e fo rm e b ilin é a ire sy m é triq u e , c o n tin u e



107

et c o e rc iv e su r H1
0 (]0, 1[), o n p e u t a p p liq u e r le T h é o rè m e 7.3.2. A in si, (uk/kπ ) e st

u n e b a se d e h ilb e rtie n n e H1(]0, 1[) e t (uk) u n e b a se h ilb e rtie n n e d e L2(]0, 1[). O n e n
d é d u it q u e la sé rie

∞∑

k= 1

ak sin (kx)

c o n v e rg e d a n s L2 si e t se u le m e n t si
∑

k a2
k < ∞ e t d a n s H1

0 si e t se u le m e n t si∑
k k2a2

k < ∞.

E x e rc ic e 7.3.3 On considère un parallélépipède

Ω =]0, L1[×]0, L2[× · · · ×]0, LN [,

où les (Li > 0)1≤i≤N sont des constantes positiv es. C alculer explicitem ent toutes les
valeurs propres et les fonctions propres du L aplacien avec conditions aux lim ites de
D irich let (7 .4 ).

C o rre c tio n .

S o it uk(x) = 2 sin (kπ x) le s fo n c tio n s p ro p re d u L a p la c ie n a v e c c o n d itio n s d e
D irich le t su r ]0, 1[. P o u r to u t e n tie r 0 < p < N + 1, e t to u t k ∈ N∗, o n p o se

up,k(x) = uk(x/Lp).

E n fi n , p o u r to u t k = (k1, · · · , kN) ∈ N
N
∗ , o n p o se

vk =
N∏

p= 1

up,kp
.

O n v é rifi e q u e p o u r k, vk e st u n e v a le u r p ro p re d u L a p la c ie n su r Ω a v e c c o n d itio n s
a u x b o rd s d e D irich le t d e v a le u r p ro p re

λk =

(
N∏

p= 1

kpπ /Lp

)2

.

P o u r c o n c lu re , il re ste à p ro u v e r q u e la fa m ille vk/
√

λk fo rm e u n e b a se d e L2(Ω ),
c ’e st à d ire q u e p o u r to u t w ∈ L2(Ω ) te l q u e ∀k ∈ N

p
∗,

〈vk, w〉L2(Ω) = 0, (7.5 )

o n a w = 0. S u p p o so n s q u e le ré su lta t so it é ta b li p o u r Ω d e d im e n sio n N − 1. O n
in tro d u it la fo n c tio n w̃ ∈ L2(]0, LN [) d é fi n ie p a r

w̃(xN) =

∫

eΩ

w(x)
∏

p< N

ukp
(xp) dx̃,

o ù Ω̃ =]0, L1[×...×]0, LN−1[ e t x̃ = (x1, · · · , xN−1). D ’a p rè s (7.5 ), p o u r to u t k ∈ N∗,
o n a ∫ LN

0

w̃(xN)uN,k(xN) dxN = 0.
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C o m m e la fa m ille uN,k/
√

π/Lp fo rm e u n e b a se d e L2(]0, LN [), o n e n d é d u it q u e
w̃(xN) = 0 p o u r p re sq u e to u t xN . A in si, p o u r p re sq u e to u t xN ∈]0, LN [, la fo n c tio n

wxN
(x̃) = w(x̃, xN) ∈ L2(Ω̃) e st te lle q u e

∫

eΩ

wxN
(x̃)

∏

p< N

ukp
(xp) dx̃ = 0,

e t d ’a p rè s l’h y p o th è se d e ré c u rre n c e , wxN
= 0, ce q u i a ch è v e la d é m o n stra tio n .

Exercice 7.3.4 On considère à nouveau un ouvert Ω p aralĺeĺep ip èdiq ue com m e dans
l’E x ercice 7.3.3. C alculer ex p licitem ent toutes les valeurs p rop res et les fonctions p rop res
du L ap lacien avec conditions aux lim ites de N eum ann sur tout le b ord ∂Ω.

C o rrectio n .

L e s fo n c tio n s p ro p re s d u L a p la c ie n 1D a v e c c o n d itio n s d e N e u m a n n su r ]0, 1[
so n t le s fo n c tio n s

uk(x) = co s(kπx)

d e v a le u rs p ro p re s k2π2. E n su iv a n t le m ê m e ra iso n n e m e n t q u e lo rs d e l’E x e rc ic e
7 .3 .3 , o n m o n tre q u e le s fo n c tio n s p ro p re s d u L a p la c ie n a v e c c o n d itio n s d e N e u m a n n
su r Ω =]0, L1[ × · · · × ]0, Lp[ so n t d e la fo rm e

uk(x) =
N∏

p= 1

c o s(kpπxp/Lp)

o ù k ∈ N
N . L a v a le u r p ro p re a sso c íe e à uk é ta n t

λk =

(
N∏

p= 1

kπ/Lp

)2

.

Exercice 7.3.5 On rep rend les notations et les h y p oth èses du T h éorèm e 7.3.5 . M on-
trer q ue la m eilleure (i.e. la p lus p etite) constante C dans l’inég alité de P oincaré (voir
la P rop osition 4 .3.1 0 ) est p récisém ent la p rem ière valeur p rop re λ1 de (7 .4 ).

C o rrectio n .

S o it uk, b a se h ilb e rtie n n e d e L2(Ω), fo n c tio n s p ro p re s d u L a p la c ie n a v e c c o n d i-
tio n s a u x lim ite s d e D irich le t (7 .4 ) e t λk le s v a le u rs p ro p re s a sso c íe e s (o rd o n n é e s p a r
o rd re c ro issa n t). S o it u u n é ĺe m e n t d e H1

0
(Ω).

‖u‖2

L2 =
∑

k

|〈 u, uk〉L2 |2 ≤ λ−1

1

∑

k

λk|〈 u, uk〉L2 |2 = λ−1

1
‖∇ u‖2

L2 .

A in si, l’in é g a lité d e P o in c a ré
∫

Ω

|v(x)|2 dx ≤ C

∫

Ω

|∇ v(x)|2 dx. (7 .6 )

e st v é rifi é e p o u r C = λ−1

1
. C e tte v a le u r e st o p tim a le c a r ‖u1‖

2

L2 = λ1
−1‖∇ u1‖

2

L2 .
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Exercice 7.3.6 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r e t con n e x e . M on tre r q u e la p re m iè re

v a le u r p rop re d u L a p la c ie n d a n s Ω a v e c con d ition a u x lim ite s d e N e u m a n n e st n u lle e t

q u ’e lle e st sim p le .

C o rrectio n .

T o u t d ’a b o rd , z é ro e st v a le u r p ro p re d u L a p la c ie n a v e c c o n d itio n s a u x lim ite s
d e N e u m a n n c a r

{

∆1 = 0 d a n s Ω
∂1

∂n
= 0 su r ∂Ω.

S i λ e st u n e v a le u r p ro p re d u L a p la c ie n d e fo n c tio n p ro p re u, o n a

‖∇u‖2

L2 = λ‖u‖2

L2 .

A in si, le s v a le u rs p ro p re s d u L a p la c ie n a v e c c o n d itio n s a u x lim ite s d e N e u m a n n so n t
stric te m e n t p o sitiv e s sa u f si ‖∇u‖L2 = 0 a u q u e l c a s λ = 0. C o m m e Ω est c o n n e x e ,
si λ = 0 la fo n c tio n u e st c o n sta n te . A in si, la p re m ìe re v a le u r p ro p re d u L a p la c ie n
a v e c c o n d itio n a u x lim ite s d e N e u m a n n e st 0 e t e lle e st sim p le .

Exercice 7.3.7 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r con n e x e d e c la sse C1 d e R
N . M on tre r

q u ’il e x iste u n e su ite c roissa n te (λk)k≥1 d e ré e ls p ositifs q u i te n d v e rs l’in fi n i, e t u n e b a se

h ilb e rtie n n e d e L2(Ω)N (uk)k≥1, te lle q u e c h a q u e uk a p p a rtie n t à H1

0
(Ω)N , e t il e x iste

u n e fa m ille d e p re ssion s pk ∈ L2(Ω) q u i v é rifi e n t







∇pk − µ∆uk = λkuk p .p . d a n s Ω
d iv uk = 0 p .p . d a n s Ω
uk = 0 p .p . su r ∂Ω.

C o rrectio n . O n in tro d u it l’e sp a c e d e H ilb e rt

V = {v ∈ H1

0
(Ω)N : d iv v = 0 p .p d a n s Ω}.

O n m u n it V d u p ro d u it sc a la ire

a(u,v) = µ

∫

Ω

∇u · ∇v d x .

L ’in je c tio n d e V d a n s L2(Ω)N é ta n t c o m p a c te (d ’a p rè s le T h é o rè m e d e R e llich ), il
e x iste u n e fa m ille p o sitiv e e t c ro issa n te d e v a le u rs p ro p re s λk e t uk ∈ V u n e b a se d e
L2(Ω)N te ls q u e

a(uk,v) = λk

∫

Ω

uk · v d x p o u r to u t v ∈ V .

P o u r to u t k, o n d é fi n it la fo rm e lin é a ire c o n tin u e Lk su r H1

0
(Ω)N p a r

Lk(v) = λk

∫

Ω

uk · v d x − a(uk,v)



110 CHAPITRE 7. PROBLÈM ES AU X V ALEU RS PROPRES

L a fo rm e lin é a ire Lk s’a n n u le su r V e t d ’a p rè s d e T h é o rè m e d e d e R a h m 5.3.9, il
e x iste pk ∈ L2(Ω) te l q u e

Lk(v) =

∫

Ω

pkd iv v d x p o u r to u t v ∈ H1

0
(Ω)N .

O n e n d é d u it e n p ro c é d a n t c o m m e lo rs d e la ré so lu tio n d u p ro b l̀e m e d e S to k e s q u e

−µ∆u + ∇pk = λkuk d a n s Ω

(A tte n tio n , d a n s c e tte e x p re ssio n , la so m m e −µ∆u+∇pk a p p a rtie n t à L2(Ω), c e q u i
n ’e st p a s fo rc é m e n t le c a s d e ch a c u n d e s te rm e s sa n s h y p o th è se s su p p ĺe m e n ta ire s
su r la ré g u la rité d e Ω). P a r d é fi n itio n , c o m m e le s é ĺe m e n ts uk a p p a rtie n n e n t à V ,

d iv (uk) = 0 d a n s Ω

et uk = 0 su r ∂Ω.

E x e rc ic e 7 .3.8 On considère le problème aux valeurs propres pour l’équation de Schrö-
ding er avec un potentiel quadratique V (x) = Ax · x où A est une matrice symétrique
défi nie positive (modèle de l’oscillateur harmonique)

−∆u + V u = λu dans R
N . (7 .7 )

On défi nit les espaces H = L2(RN) et

V =
{

v ∈ H1(RN) tel que |x|v(x) ∈ L2(RN)
}

.

M ontrer que V est un espace de H ilbert pour le produit scalaire

〈u,v〉V =

∫

RN

∇u(x) · ∇v(x) d x +

∫

RN

|x|2u(x)v(x) d x,

et que l’injection de V dans H est compacte. E n déduire qu’il existe une suite croissante
(λk)k≥1 de réels positifs qui tend vers l’infi ni et une base hilbertienne de L2(RN) (uk)k≥1

qui sont les valeurs propres et les fonctions propres de (7 .7 ). C alculer explicitement ses
valeurs et fonctions propres (on cherchera uk sous la forme pk(x) e x p (−Ax · x/ 2 ) où pk

est un polynôme de deg ré k − 1). Interpréter phy siquement les résultats.

C o rre c tio n .

1. V e st u n H ilb e rt
T o u t d ’a b o rd , il e st é v id e n t q u e 〈., .〉V d é fi n it b ie n u n p ro d u it sc a la ire su r V .

R e ste à m o n tre r q u e V m u n i d e la n o rm e a sso c íe e st c o m p le t p o u r p ro u v e r q u e V
e st u n e sp a c e d e H ilb e rt. S o it B1 la b o u le u n ité d e R

N e t B2 la b o u le d e ra y o n 2 .
P a r u n ra iso n n e m e n t p a r l’a b su rd e , o n m o n tre a isé m e n t q u ’il e x iste u n e c o n sta n te
C ≥ 1 te lle q u e

∫

B2

|u|2d x ≤ C

(
∫

B2

|∇u|2 d x +

∫

B2\B1

|u|2 d x

)

.
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O n e n d é d u it q u e p o u r u ∈ V ,

‖u‖H1(RN ) ≤ C‖u‖V .

E n e ff e t,

‖u‖2
L2(R) ≤

∫

B1

|u|2 d x +

∫

RN\B1

|x|2|u|2 d x

≤ C

(
∫

B2

|∇u|2 d x +

∫

B2\B1

|u|2 d x

)

+

∫

RN\B1

|x|2|u|2 d x

≤ (C + 1)‖u‖2
V .

A in si, si un e st u n e su ite d e C a u ch y d e V , e lle e st é g a le m e n t u n e su ite d e C a u ch y d e
H1(RN). Il e x iste d o n c u ∈ H1(RN) te lle q u e un c o n v e rg e v e rs u d a n s H1(RN) fo rt.
L a su ite |x|un é ta n t e lle m ê m e d e C a u ch y d a n s L2(RN), e lle c o n v e rg e d a n s L2(RN)
v e rs u n e lim ite v d e L2(RN). E n fi n , p o u r to u t φ ∈ C∞

c (RN),

lim
n→+∞

∫

RN

|x|un(x)φ(x)d x =

∫

RN

|x|u(x)φ(x) d x

=

∫

RN

v(x)φ(x) d x.

O n e n d é d u it q u e v = |x|u e t q u e un c o n v e rg e v e rs u d a n s V .
2 . C o m p a c ité

S o it un u n e su ite b o rn é e d e V , ‖un‖V < M , il e x iste u n e so u s-su ite e t u te lle
q u e un c o n v e rg e v e rs u d a n s L2(BR) su r to u te b o u le BR c e n tré e e n l’o rig in e d e ra y o n
R. P o u r to u t ré e l A > 0 ,

∫

RN

|u − un|
2 d x ≤

∫

|x|< A

|u − un|
2 d x + 1/ A 2

∫

|x|> A

|x|2|u − un|
2 d x

≤

∫

|x|< A

|u − un|
2 d x + 2 M / A 2.

P o u r n a sse z g ra n d , ‖u − un‖
2
L2(BA) ≤ M / A 2 e t

∫

RN

|u − un|
2 d x ≤ 3M / A 2.

O n e n d é d u it q u e un c o n v e rg e v e rs u d a n s L2(RN) fo rt. A in si, l’in je c tio n d e V d a n s
H e st c o m p a c te .
3. F o n c tio n s p ro p re s

L a fo rm e b ilin é a ire

a(u,v) =

∫

RN

(

∇u(x) · ∇v(x) + (A x · x)u(x)v(x)
)

d x

e st sy m é triq u e , c o n tin u e e t c o e rc iv e su r V . O n d é d u it d o n c d u T h é o rè m e 7.3.2 q u ’il
e x iste u n e b a se h ilb e rtie n n e d e L2(RN) fo rm é e d e v e c te u rs p ro p re s uk d e (7 .7 ) e t
d o n t le s v a le u rs p ro p re s a sso c íe e s λk so n t p o sitiv e s e t c o n v e rg e n t v e rs l’in fi n i.
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Exercice 7.3.9 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r d e R
N . O n con sid è re le p rob l̀e m e d e

v ib ra tion s p ou r l’́e q u a tion d e s p la q u e s a v e c con d ition a u x lim ite s d ’e n c a stre m e n t

{

∆ (∆u) = λu d a n s Ω
∂ u
∂ n

= u = 0 su r ∂Ω.

M on tre r q u ’il e x iste u n e su ite c roissa n te (λk)k≥1 d e v a le u rs p rop re s p ositiv e s q u i te n d
v e rs l’in fi n i e t u n e b a se h ilb e rtie n n e d a n s L2(Ω) d e fon c tion s p rop re s (uk)k≥1 q u i a p p a r-
tie n n e n t à H2

0
(Ω).

C o rrectio n .

O n in tro d u it la fo rm e b ilin é a ire

a(u, v ) =

∫

Ω

∆u∆v d x

q u i e st sy m é triq u e , c o n tin u e e t c o e rc iv e su r H2

0
(Ω). C o m m e l’in je c tio n d e H2

0
(Ω) d a n s

L2(Ω) e st c o m p a c te , la c o n c lu sio n d é c o u le d e l’a p p lic a tio n d u T h é o rè m e 7.3.2 .

Exercice 7.4 .1 O n con sid è re le p rob l̀e m e a u x v a le u rs p rop re s e n d im e n sion N = 1

{

−u ′ ′
k = λkuk p ou r 0 < x < 1

uk(0) = uk(1) = 0.

O n se p rop ose d e c a lc u le r la m a tric e d e m a sse p ou r la m é th od e d e s é ĺe m e n ts fi n is P1.
O n re p re n d le s n ota tion s d e la Se c tion 6.2. M on tre r q u e la m a tric e d e m a sse Mh e st
d on n é e p a r

Mh = h















2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6

. . . . . . . . .

1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3















,

e t q u e se s v a le u rs p rop re s son t

λk(Mh) =
h

3
(2 + c o s(kπ h)) p ou r 1 ≤ k ≤ n .

M on tre r q u e , si on u tilise la form u le d e q u a d ra tu re (6 .8 ), a lors on trou v e q u e Mh = h Id .
D a n s c e d e rn ie r c a s, c a lc u le r le s v a le u rs p rop re s d u p rob l̀e m e sp e c tra l d isc re t.

C o rrectio n . L a m a tric e d e m a sse Mh e st d é fi n ie p a r

(Mh)ij =

∫

1

0

φi(x)φj(x) d x,

o ù φi so n t le s fo n c tio n s d e b a se d e s é ĺe m e n ts fi n is P1. P o u r to u t i e t j te ls q u e
|i − j| > 1, le s su p p o rts d e φi e t φj so n t d isjo in ts e t

(Mh)ij = 0.
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S i j = i + 1,

(M)ij =

∫ (i+ 1)h

ih

φi(x)φi+ 1(x) d x =

∫ (i+ 1)h

ih

((i + 1)h − x)

h

x − ih

h
d x

= h−2

∫ h

0

(h − x)x d x = h/6.

E n fi n , si i = j,

(Mh)ij =

∫ (i+ 1)h

(i−1)h

|φi(x)|2 d x = 2

∫ (i+ 1)h

ih

∣

∣

∣

∣

(i + 1)h − x

h

∣

∣

∣

∣

2

d x

= 2h−2

∫ h

0

|h − x|2 d x = 2h/3.

O n a d o n c m o n tré q u e la m a tric e d e m a sse o b te n u e p a r la m é th o d e d e s é ĺe m e n ts
fi n is P1 e st

Mh = h















2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6

. . . . . . . . .

1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3















S o it (U, λ ) ∈ R
n × R (n = h−1 − 1) te ls q u e

MhU = λ U (7 .8 )

e t U 6= 0 . A fi n d e c a lc u le r le s v a le u rs p ro p re s d e la m a tric e d e m a sse Mh, o n e ff e c tu e
u n e a n a ly se d e ty p e F o u rie r. O n in tro d u it la fo n c tio n uh p é rio d iq u e d e p é rio d e 2,
im p a ire , d é fi n ie su r [0 , 1] p a r

uh(x) =











0 si x ∈ [0 , h/2[

Uk si x ∈ [k h − h/2, k h + h/2[

0 si x ∈ [1 − h/2, 1[

(7 .9 )

D ’a p rè s (7 .8 ), p o u r to u t x ∈ R , o n a

h
uh(x − h) + 4uh(x) + uh(x + h)

6
= λ uh(x). (7 .10 )

Remarque 7.4.1 On a choisit uh im paire d e p é riod e 2 afi n qu e l’́e qu ation (7 .1 0 )

soit v é rifi é e pou r tou t x et en particu lier pou r tou t x ∈ [0 , h/2]∪ [1 − h/2, 1].

C o m m e uh e st p é rio d iq u e d e p é rio d e 2, il e x iste ûk te l q u e

uh(x) =
∞

∑

k=−∞

ûke
ikπ x .
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E n a p p liq u a n t la tra n sfo rm é e d e F o u rie r à (7 .10), o n o b tie n t

h
e−ihkπûk + 4ûk + eihkπûk

6
= λûk,

c ’e st à d ire
(c o s(kπ h) + 2 − 3λ/ h) ûk = 0.

C o m m e U 6= 0, il e x iste a u m o in s u n k te l q u e

c o s(kπ h) + 2 − 3λ/ h = 0

o u e n c o re te l q u e

λ =
h

3
(2 + co s(khπ )).

A in si, to u te v a le u r p ro p re d e Mh e st d e la fo rm e

λk =
h

3
(2 + co s(khπ )), o ù k ∈ { 0, · · · , n + 1}. (7 .11)

R é c ip ro q u e m e n t, p o u r to u t k ∈ { 1, · · · , n}, le s fo n c tio n s uh(x) v é rifi a n t l’́e q u a tio n
(7 .10) a v e c λ = λk so n t d e la fo rm e d e la fo rm e

uh(x) =
∑

j

ûk+2(n+1 )je
i(k+2(n+1 )j)πx + û

−(k+2(n+1 )j)e
i(k+2(n+1 )j)πx .

A fi n q u e uh so it d é fi n ie à p a rtir d ’u n v e c te u r U ∈ R
n p a r (7 .9 ), il e st n é c e ssa ire q u e

uh so it im p a ire , à v a le u r ré e lle s. O n e n d é d u it q u ’o n a a lo rs

ûk+2(n+1 )j = −û
−(k+2(n+1 )j),

e t q u e le s c o e ffi c ie n ts d e F o u rie r ûm so n t im a g in a ire s p u re s. O n e n d é d u it q u ’il e x iste
u n e su ite aj d e ré e ls te lle q u e

uh(x) =
∑

j

aj sin ((k + 2 (n + 1)j)π x).

A in si, si MhU = λkU , o n a

Up = uh(x = hp ) =
∑

j

aj sin ((k + 2 j(n + 1))π p h) =

(

∑

j

aj

)

sin (khp π ).

U n c a lc u l sim ila ire a p p liq u é a u c a s k = 0 o u k = n + 1, n o u s m o n tre q u e λ0 e t λn+1

n e so n t p a s d e s v a le u rs p ro p re s d e Mh. F in a le m e n t, c o m m e Mh e st sy m é triq u e ,
d é fi n ie p o sitiv e , e lle a d m e t u n e b a se d e v e c te u rs p ro p re s. L e s se u le s v a le u rs p ro p re s
p o ssib le s so n t le s n v a le u rs d e λk p o u r k ∈ { 1, · · · , n}. A ch a c u n e d e c e s v a le u rs
p ro p re s, o n p e u t a sso c ie r a u p lu s u n v e c te u r p ro p re . A in si, il n e p e u t y a v o ir d e
v a le u r p ro p re d o u b le . O n a d o n c p ro u v é q u e p o u r to u t k ∈ { 1, · · · , n},

MhU
k = λkU

k,
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o ù Uk = (sin (khp π ))p.

O n n o te M̃h la m a tric e d e m a sse o b te n u e p a r la fo rm u le d e q u a d ra tu re (6.8 ).
P o u r to u t e n tie r i e t j, o n o b tie n t

(M̃h)ij =
n∑

k=1

h/ 2(φi(hk)φj(hk) + φi(h(k + 1))φj(h(k + 1)) = h

n∑

k=1

δk
i δ

k
j = hδj

i .

E n u tilisa n t la m a tric e d e m a sse a in si o b te n u e , le s v a le u rs p ro p re s e t v e c te u r p ro p re s
d u p ro b l̀e m e sp e c tra l d isc re t v é rifi e n t

KhUh = hλhUh,

o ù

Kh = h




2 −1 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
0 −1 2




O n d é d u it d e s v a le u rs p ro p re s d e Mh e t d e la re la tio n

Kh = 5h Id −6Mh

q u e le s v a le u rs p ro p re s d u p ro b l̀e m e sp e c tra l so n t d e la fo rm e

λk = 1 − 2 co s(khπ ),

e t k ∈ { 1, · · · , n }
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Chapitre 8

P R O B L È M E S D ’É V O L U T IO N

E x erc ice 8.2 .1 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r d e R
N . Soit u n te m p s fi n a l T > 0,

u n e d on n é e in itia le u0 ∈ L2(Ω), e t u n te rm e sou rc e f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)). O n con sid è re

la solu tion u d e l’́e q u a tion











∂u

∂t
− ∆u = f p .p . d a n s Ω×]0, T [

u = 0 p .p . su r ∂Ω×]0, T [
u(x, 0) = u0(x) p .p . d a n s Ω.

(8 .1)

1 . E n su p p osa n t q u e la solu tion u d e (8 .1 ) e st a sse z ré g u liè re d a n s ]0, T [×Ω, m on tre r

q u e , p ou r tou t t ∈ [0, T ], on a l’́e g a lité d ’́e n e rg ie su iv a n te

1

2

∫

Ω

u(x, t)2d x +

∫ t

0

∫

Ω

|∇ u(x, s)|2d x d s =
1

2

∫

Ω

u0(x)2d x

+

∫ t

0

∫

Ω

f(x, s)u(x, s) d x d s.

(8 .2)

2 . D é m on tre r la p rop rié té su iv a n te , a p p e ĺe e “ le m m e d e G ron w a ll” : si z e st u n e

fon c tion con tin u e d e [0, T ] d a n s R
+ te lle q u e

z(t) ≤ a + b

∫ t

0

z(s) d s ∀ t ∈ [0, T ],

où a, b son t d e u x con sta n te s p ositiv e s ou n u lle s, a lors

z(t) ≤ aeb t ∀ t ∈ [0, T ].

3 . E n a p p liq u a n t le le m m e d e G ron w a ll a v e c z(t) = 1
2

∫

Ω
u(x, t)2d x, d é d u ire d e (8 .2 )

q u e , p ou r tou t t ∈ [0, T ],

1

2

∫

Ω

u(x, t)2d x +

∫ t

0

∫

Ω

|∇ u(x, s)|2d x d s ≤ et

2

(
∫

Ω

u0(x)2d x

+

∫ T

0

∫

Ω

f(x, s)2d x d s

)

.

(8 .3 )
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Correction.

1. E n in té g ra n t le p ro d u it d e l’́e q u a tio n d ’́e v o lu tio n p a r u su r Ω , o n o b tie n t
∫

Ω

∂ u

∂ t
u − ∆uudx =

∫

Ω

fudx.

P a r in té g ra tio n p a r p a rtie e t e n é ch a n g e a n t l’o p é ra te u r d e d é riv a tio n e n te m p s
e t in té g ra le , il v ie n t

d

dt

1

2

∫

Ω

u2 dx +

∫

Ω

|∇ u|2dx =

∫

Ω

fu dx.

Il su ffi t a lo rs d ’e ff e c tu e r u n e in té g ra tio n e n te m p s p o u r o b te n ir l’́e g a lité d é siré e .

2. S o it v(t) = a + b
∫ t

0
z(s)ds. L a fo n c tio n v e st d e c la sse C1 e t

v′(t) = bz(t) ≤ bv(t).

A in si,
(v(t) e x p (−bt))′ = ex p (−bt)(v′(t) − bv(t)) ≤ 0

et v(t) e x p (−bt) ≤ v(0) = a. C o m m e z(t) ≤ v(t), o n a m o n tré q u e

z(t) ≤ a e x p (bt).

3 . O n p o se

z(t) =
1

2

∫

Ω

|u(x,t)|2dx,

a =
1

2

(
∫

Ω

|u0(x)|2dx +

∫ T

0

∫

Ω

f 2dxds

)

e t b = 1. D ’a p rè s l’́e g a lité d ’́e n e rg ie é ta b lie p ré c é d e m m e n t, p o u r to u t 0 < t <
T ,

z(t) +

∫ t

0

∫

Ω

|∇ u(x,s)|2dxds

≤
1

2

(
∫

Ω

|u0(x)|2dx +

∫ t

0

∫

Ω

|f(x,s)|2 + |u(x,s)|2dxds

)

≤ a +

∫ t

0

z(s)ds.

D ’a p rè s le le m m e d e G ro n w a ll, z(t) ≤ aet. E n in té g ra n t c e tte in é g a lité , o n
o b tie n t

a +

∫ t

0

z(s)ds ≤ aet.

C e tte d e rn ìe re , c o m b in é e à la p ré c é d e n te , im p liq u e q u e

1

2

∫

Ω

|u(x,t)|2dx +

∫ t

0

∫

Ω

|∇ u(x,s)|2dxds

≤
1

2

(
∫

Ω

|u0(x)|2dx +

∫ T

0

∫

Ω

|f(x,s)|2dxds

)

et.
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Exercice 8.2.2 Au vu de l’estimation
∫

Ω

u(x, t)2d x +

∫ t

0

∫

Ω

|∇u(x, s)|2d xd s ≤ C

(
∫

Ω

u0(x)2d x +

∫ t

0

∫

Ω

f(x, s)2d xd s

)

,

(8 .4 )
vérifi ée p ar la solution u de (8 .1 ), où la constante C est indép endante de T , on voit q ue
le terme et n’est certainement p as op timal dans la majoration (8 .3 ). C ette estimation
p eut être améliorée en raisonnant de la façon suivante, avec une variante du lemme de
G ronw all.

1 . S oit a ∈ R
+ et g ∈ L2(]0, T [) tel q ue g ≥ 0. M ontrer q ue, si z(t) est continue de

[0, T ] dans R
+ et vérifi e

z(t) ≤ a + 2

∫ t

0

g(s)
√

z(s)d s ∀ t ∈ [0, T ],

alors z(t) ≤
(√

a +

∫ t

0

g(s)d s

)2

∀ t ∈ [0, T ].

2 . D éduire de (8 .2 ) q ue, p our tout t ∈ [0, T ],

∫

Ω

u(x, t)2d x + 2

∫ t

0

∫

Ω

|∇u(x, s)|2d x d s ≤
(

(
∫

Ω

u0(x)2d x

)1/2

+

∫ t

0

d s

(
∫

Ω

f(x, s)2d x

)1/2
)2

.

(8 .5 )

C o rrectio n .

1. O n su p p o se d a n s u n p re m ie r te m p s q u e g e st u n e fo n c tio n ré g u lìe re . S o it ε u n
ré e l stric te m e n t p o sitif. O n p o se

v(t) = ε + a + 2

∫ t

0

g(s)
√

z(s)d s.

C o m m e g(s)
√

z(s) e st u n e fo n c tio n c o n tin u e , la fo n c tio n v e st d é riv a b le e t

v′(t) = 2g(t)
√

z(t). C o m m e z(t) ≤ v(t) e t q u e g e st u n e fo n c tio n p o sitiv e ,

v′(t) ≤ 2g(t)
√

v(t).

E n fi n , v(t) > 0, a in si d ’a p rè s l’in é g a lité p ré c é d e n te , v′(t)/2
√

v(t) ≤ g(t) e t p a r
in té g ra tio n , o n o b tie n t

√

v(t) −
√

v(0) ≤
∫ t

0

g(s)d s.

A in si, p o u r to u t ε > 0,

z(t) ≤ v(t) ≤
(√

a + ε +

∫ t

0

g(s)d s

)2

.
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Il su ffi t d e p a sse r à la lim ite lo rsq u e ε te n d v e rs z é ro p o u r o b te n ir l’in é g a lité
d é siré e .
D a n s le c a s g é n é ra l, o n ra iso n n e p a r d e n sité . S o it g ∈ L2(]0;T [) te l q u e g ≥ 0
p re sq u e p a rto u t. Il e x iste u n e su ite d e fo n c tio n s ré g u lìe re s gn p o sitiv e s, c o n v e r-
g e a n t v e rs g d a n s L2(]0;T [). P o u r to u t n, o n a p o u r to u t t ∈ [0;T ],

z(t) ≤ a + ‖gn − g‖L2(]0;T [)‖z‖
1/2

L1(]0;T [) + 2

∫ t

0

gn(s)
√

z(s)d s.

D ’a p rè s c e q u i p ré c è d e ,

z(t) ≤a + ‖gn − g‖L2(]0;T [)‖z‖
1/2

L1(]0;T [) + 2

∫ t

0

gn(s)
√

z(s)d s

≤

(

√

a + ‖gn − g‖L2(]0;T [)‖z‖
1/2

L1(]0;T [) +

∫ t

0

gn(s)d s

)2

.

Il su ffi t a lo rs d e p a sse r à la lim ite lo rsq u e n te n d v e rs l’in fi n i p o u r c o n c lu re .

2. D ’a p rè s l’́e g a lité d ’́e n e rg ie (8 .2) e t l’in é g a lité d e C a u ch y -S ch w a rz ,
∫

Ω

u(x,t)2d x + 2

∫ t

0

∫

Ω

|∇ u(x,s)|2d xd s

≤

∫

Ω

u0(x)2d x + 2

∫ t

0

(
∫

Ω

f(x,s)2d x

)1/2(∫

Ω

u(x,s)2d x

)1/2

d s

O n a p p liq u e la v a ria n te d u L e m m e d e G ro n w a ll à

z(t) =

∫

Ω

u(x,t)2d x + 2

∫ t

0

∫

Ω

|∇ u(x,s)|2d xd s

g(s) =

(
∫

Ω

f(x,s)2d x

)1/2

a =

∫

Ω

u0(x)2d x.

A in si,
∫

Ω

u(x,t)2d x +

∫ t

0

∫

Ω

|∇ u(x,s)|2d xd s

≤

(

(
∫

Ω

u0(x)2d x

)1/2

+

∫ t

0

(
∫

Ω

f(x,s)2d x

)1/2

d s

)2

.

Exercice 8.2.3 On suppose que les hypothèses du Théorème 8.2.7 sont v érifi ées, que
u0 ∈ H1

0 (Ω), et que la solution u de (8 .1 ) est a ssez rég ulìere da ns ]0,T [×Ω. M ontrer
que, pour tout t ∈ [0,T ], on a l’́eg a lité d’́energ ie suiv a nte

1

2

∫

Ω

|∇ u(x,t)|2d x +

∫ t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂ u

∂ t
(x,s)

∣

∣

∣

∣

2

d xd s =
1

2

∫

Ω

|∇ u0(x)|2d x

+

∫ t

0

∫

Ω

f(x,s)
∂ u

∂ t
(x,s)d xd s.

(8 .6 )
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Correction. E n m u ltip lia n t l’́e q u a tio n (8 .1) v é rifi é e p a r u p a r ∂u
∂t

, o n o b tie n t, su ite
à u n e in té g ra tio n su r Ω q u e

∫

Ω

−∆u(x, t)
∂u

∂t
(x, t)dx +

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx =

∫

Ω

f(x, t)
∂u

∂t
(x, t)dx.

P a r in té g ra tio n p a r p a rtie , il v ie n t
∫

Ω

∇u(x, t) ·
∂∇u

∂t
(x, t)dx +

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx =

∫

Ω

f(x, t)
∂u

∂t
(x, t)dx,

o u e n c o re e n é ch a n g e a n t le s sig n e s d é riv a tio n e t in té g ra le ,

d

dt

(

1

2

∫

Ω

|∇u|2dx

)

+

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx =

∫

Ω

f(x, t)
∂u

∂t
(x, t)dx.

Il su ffi t d ’in té g re r c e tte d e rn ìe re é q u a tio n su iv a n t t p o u r o b te n ir l’́e g a lité re ch e rch é e .

E x ercice 8 .2 .4 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r d e R
N . Soit u n te m p s fi n a l T > 0,

u n e d on n é e in itia le u0 ∈ L2(Ω), e t u n te rm e sou rc e f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)). M on tre r q u e

l’́e q u a tion d e la c h a le u r a v e c con d ition a u x lim ite s d e N e u m a n n










∂u
∂t

− ∆u = f d a n s Ω×]0, T [

∂u
∂n

= 0 su r ∂Ω×]0, T [
u(x, 0) = u0(x) d a n s x ∈ Ω

(8 .7 )

a d m e t u n e u n iq u e solu tion u ∈ L2(]0, T [;H1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).

Correction. O n a p p liq u e le T h é o rè m e 8 .2 .3 à V = H1(Ω), H = L2(Ω) e t à la
fo rm e b ilin é a ire sy m é triq u e , c o n tin u e su r V

a(u, v ) =

∫

Ω

∇u · ∇v dx.

L a fo rm e b ilin é a ire a(., .) n ’e st p a s c o e rc iv e , m a is a(u, v ) + 〈u, v 〉L2 é ta n t c o e rc iv e
su r V , le s c o n c lu sio n s d u th é o rè m e re ste n t v a la b le s d ’a p rè s la re m a rq u e 8 .2 .5 . L e
p ro b l̀e m e (8 .7 ) a d m e t d o n c u n e u n iq u e so lu tio n

u ∈ L2(]0;T [;H1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).

E x ercice 8 .2 .5 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r d e R
N . Soit A(x) u n e fon c tion d e

Ω d a n s l’e n se m b le d e s m a tric e s sy m é triq u e s ré e lle s te lle s q u ’il e x iste d e u x con sta n te s

β ≥ α > 0 v é rifi a n t

β|ξ|2 ≥ A(x)ξ · ξ ≥ α|ξ|2 ∀ ξ ∈ R
N , p .p . x ∈ Ω.

Soit u n te m p s fi n a l T > 0, u n e d on n é e in itia le u0 ∈ L2(Ω), e t u n te rm e sou rc e f ∈
L2(]0, T [;L2(Ω)). M on tre r q u e le p rob l̀e m e a u x lim ite s







∂u
∂t

− d iv (A(x)∇u) = f d a n s Ω×]0, T [
u = 0 su r ∂Ω×]0, T [
u(x, 0) = u0(x) p ou r x ∈ Ω,

(8 .8 )

a d m e t u n e u n iq u e solu tion u ∈ L2(]0, T [;H1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).
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Correction. O n in tro d u it la fo rm e b ilin é a ire a(·, ·) sy m é triq u e d é fi n ie p o u r to u t u

e t v d e H1
0 (Ω) p a r

a(u, v) =

∫

Ω

A(x)∇u · ∇vd x.

P o u r p re sq u e to u t x ∈ Ω, la m a tric e A(x) é ta n t sy m é triq u e , d é fi n ie p o sitiv e , e lle
a d m e t u n e b a se d e v e c te u rs p ro p re s. C o m m e p o u r to u t ξ ∈ R

N ,

A(x)ξ · ξ ≤ β|ξ|2,

la p lu s g ra n d e v a le u r p ro p re d e A(x) e st in f́e rie u re à β e t ‖A‖2 ≤ β. D ’a p rè s c e tte
m a jo ra tio n e t l’in é g a lité d e C a u ch y -S ch w a rz , p o u r to u t u e t v ∈ H1

0 (Ω), o n a

a(u, v) ≤ β

∫

Ω

∇u · ∇v d x ≤ β‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω).

L a fo rm e b ilin é a ire a e st d o n c c o n tin u e su r H1
0 (Ω). D e p lu s, p o u r to u t u ∈ H1

0 (Ω),
d ’a p rè s l’in é g a lité d e P o in c a ré ,

a(u, u) ≥ α

∫

Ω

|∇u|2 d x ≥ αC‖u‖2
H1

0
(Ω).

L a fo rm e b ilin é a ire a e st d o n c c o e rc iv e . D ’a p rè s le T h é o rè m e 8 .2 .3 a p p liq u é à la
fo rm e b ilin é a ire a a v e c H = L2(Ω) e t V = H1

0 (Ω), il e x iste u n e u n iq u e so lu tio n
u ∈ L2(]0, T [;H1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) a u p ro b l̀e m e a u x lim ite s (8 .8 ).

E x ercice 8 .3 .1 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r d e R
N , e t u n te m p s fi n a l T > 0.

O n con sid è re u n e d on n é e in itia le (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω) e t u n te rm e sou rc e f ∈

L2(]0, T [;L2(Ω)). O n con sid è re la solu tion u d e l’́e q u a tion d e s on d e s


























∂2u

∂t2
− ∆u = f p .p . d a n s Ω×]0, T [

u = 0 p .p . su r ∂Ω×]0, T [
u(x, 0) = u0(x) p .p . d a n s Ω

∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) p .p . d a n s Ω.

(8 .9 )

1 . E n su p p osa n t q u e la solu tion u d e (8 .9 ) e st a sse z ré g u liè re d a n s ]0, T [×Ω, m on tre r
q u e , p ou r tou t t ∈ [0, T ], on a l’́e g a lité d ’́e n e rg ie su iv a n te

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

d x +

∫

Ω

|∇u(x, t)|2 d x =

∫

Ω

u1(x)2d x +

∫

Ω

|∇u0(x)|2 d x

+2

∫

t

0

∫

Ω

f(x, s )
∂u

∂t
(x, s )d xd s .

2 . E n d é d u ire q u ’il e x iste u n e con sta n te C(T ) (in d é p e n d a n te d e s d on n é e s a u tre q u e
T ) te lle q u e

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

d x +

∫

Ω

|∇u(x, t)|2 d x ≤

C(T )

(
∫

Ω

u1(x)2d x +

∫

Ω

|∇u0(x)|2 d x +

∫

t

0

∫

Ω

f(x, s )2d xd s

)

.
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3. M o n tre r q u ’il e x iste u n e c o n sta n te C (in d é p e n d a n te d e to u te s le s d o n n é e s y c o m -
p ris T ) te lle q u e

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x,t)

∣

∣

∣

∣

2

dx +

∫

Ω

|∇u(x,t)|2 dx ≤ C

(
∫

Ω

u1(x)2dx

+

∫

Ω

|∇u0(x)|2 dx +

(

∫ t

0

(
∫

Ω

f(x,s )2dx

)1/2

ds

)2


 .

Correction.

1. S u p p o so n s q u e u so it u n e so lu tio n su ffi sa m m e n t ré g u lìe re , d e l’́e q u a tio n d e s
o n d e s. O n a

∂u

∂t

∂2u

∂t2
−

∂u

∂t
∆u = f

∂u

∂t
.

P a r in té g ra tio n su r le d o m a in e Ω , il v ie n t e n é ch a n g e a n t le s o p é ra te u rs d ’in té -
g ra tio n e n e sp a c e e t d e d é riv a tio n e n te m p s (c e q u i e st lic ite p o u r u ré g u lìe re )
q u e

1

2

d

dt

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2dx =

∫

Ω

f
∂u

∂t
dx.

P a r in té g ra tio n e n te m p s, o n o b tie n t l’́e g a lité v o u lu e .

2. D ’a p rè s l’in é g a lité d e S ch w a rz ,

∫ t

0

∫

Ω

f(x,s )
∂u

∂t
(x,s )dxds

≤

(
∫ t

0

∫

Ω

f(x,s )2dxds

)1/2
(

∫ t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x,s )

∣

∣

∣

∣

2

dxds

)1/2

≤
1

2

(

∫ t

0

∫

Ω

f 2(x,s )dxds +

∫ t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dxds

)

.

E n a p p liq u a n t c e tte in é g a lité à l’́e g a lité p ré c é d e m m e n t o b te n u e , o n o b tie n t q u e

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x,t)

∣

∣

∣

∣

2

dx +

∫

Ω

|∇u(x,t)|2dx

≤

∫

Ω

|u1(x)|2dx +

∫

Ω

|∇u0|
2dx +

∫ t

0

∫

Ω

f 2(x,s )dxds +

∫ t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dxds

D ’a p rè s le L e m m e d e G ro n w a ll (v o ir E x e rc ic e 8 .2 .1 ), o n e n d é d u it q u e p o u r
to u t t ≤ T ,

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x,t)

∣

∣

∣

∣

2

dx +

∫

Ω

|∇u(x,t)|2dx

≤ et

(
∫

Ω

|u1(x|
2dx +

∫

Ω

|∇u0(x)|2dx +

∫ t

0

∫

Ω

f 2(x,s )dxds

)
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3 . D e l’́e g a lité o b te n u e d a n s la p re m ìe re p a rtie d e l’e x e rc ic e , o n d é d u it à l’a id e d e
l’in é g a lité d e S ch w a rz q u e

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx +

∫

Ω

|∇u(x, t)|2dx

≤

∫

Ω

|u1(x)|2 + |∇u0|
2dx + 2

∫ t

0

(
∫

Ω

f 2(x, s )dx

)1/2
(

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx

)1/2

.

D ’a p rè s la v a ria n te d u L e m m e d e G ro n w a ll (v o ir E x e rc ic e 8.2.2),

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx +

∫

Ω

|∇u(x, t)|2dx

≤

(

(
∫

Ω

|u1(x)|2 + |∇u0(x)|2dx

)1/2

+

∫ t

0

(
∫

Ω

f 2(x, s )dx

)1/2

ds

)2

d ’o ù o n d é d u it l’e stim a tio n re ch e rch é e a v e c C = 2 (il su ffi t d ’u tilise r l’in é g a lité
(a + b)2 ≤ 2(a2 + b2)).

E x e rc ic e 8.3 .2 On suppose que les hypothèses du Théorème 8.3.4 sont v érifi ées, que
le terme source est nul f = 0 et que la solution u de (8 .9 ) est rég ulìere da ns [0 , T ]×Ω.
M ontrer que, pour tout entier m ≥ 1, on a

d

dt

∫

Ω

(

∣

∣

∣

∣

∂mu

∂tm

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∇
∂m−1u

∂tm−1

∣

∣

∣

∣

2
)

dx = 0 .

C o rre c tio n . Il su ffi t d e re m a rq u e r q u e la fo n c tio n ∂mu/ ∂mt e st e lle -m ê m e so lu tio n
d ’u n e é q u a tio n d ’o n d e a v e c c o n d itio n s d e D irich le t h o m o g è n e s a u b o rd , sa n s te rm e
fo rc e .

E x e rc ic e 8.3 .3 S oit Ω un ouvert b orné rég ulier connexe de R
N . S oit une donnée initia le

(u0, u1) ∈ H1

0
(Ω)N ×L2(Ω)N , et un terme source f ∈ L2(]0 , T [;L2(Ω))N . M ontrer qu’il

ex iste une unique solution u ∈ C([0 , T ];H1

0
(Ω))N ∩ C1([0 , T ];L2(Ω))N de



















ρ
∂2u

∂t2
− d iv (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id ) = f da ns Ω×]0 , T [,

u = 0 sur ∂Ω×]0 , T [,
u(t = 0 ) = u0(x) da ns Ω,
∂ u
∂ t

(t = 0 ) = u1(x) da ns Ω.

(8 .10 )

E n supposa nt que la solution u est a ssez rég ulìere, montrer que, pour tout t ∈ [0 , T ],
on a l’́eg a lité d’́energ ie suiv a nte

ρ

2

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx + µ

∫

Ω

|e(u)|2 dx +
λ

2

∫

Ω

(d iv u)2dx =
ρ

2

∫

Ω

|u1|
2dx

+µ

∫

Ω

|e(u0)|
2 dx +

λ

2

∫

Ω

(d iv u0)
2dx +

∫ t

0

∫

Ω

f ·
∂u

∂t
dxds .

E n déduire une estima tion d’́energ ie.
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Correction. O n in tro d u it la fo rm e b ilin é a ire a(·, ·) d é fi n ie p o u r to u t u e t v ∈
H1

0
(Ω)N p a r

a(u, v) =

∫

Ω

2µe(u) · e(v) + λ(d iv u)(d iv v) dx.

L a fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle a sso c íe e a u sy stè m e d ’́e q u a tio n s a u x d é riv é e s p a rtie lle s
c o n siste à d é te rm in e r u ∈ C([0 , T ]; H1

0
(Ω)N) ∩ C1([0 , T ]; L2(Ω)N) te l q u e











d2〈u(t), v〉L2

dt2
+ a(u, v) =

∫

Ω

f · v dx

u(t = 0 ) = u0;
du

dt
(t = 0 ) = u1

p o u r to u t v ∈ H1

0
(Ω)N . L a fo rm e b ilin é a ire b ilin é a ire a e st c o n tin u e e t c o e rc iv e

su r H1

0
(Ω)N . L a c o e rc iv ité d e la fo rm e b ilin á ire a e st é ta b lie d a n s le s p re u v e s d u

T h é o rè m e s 5 .3 .1 e t 5 .3 .4 e t d é c o u le d u le L e m m e d e K o rn 5 .3 .3 o u d e sa v e rsio n
sim p lifi é e 5 .3 .2 . L e s h y p o th è se s d u T h é o rè m e 8 .3 .1 so n t v é rifi é e s, il e x iste u n e
u n iq u e so lu tio n à la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle . E n a p p liq u a n t la fo n c tio n te st v =
∂u/ d∂t à la fo rm u la tio n v a ria tio n n e lle , o n e n d é d u it q u e

d

dt

(

ρ

2

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx + µ

∫

Ω

|e(u)|2 dx +
λ

2

∫

Ω

(d iv u)2dx

)

=

∫

Ω

f ·
∂u

∂t
dx.

L ’́e g a lité d ’́e n e rg ie e n d é c o u le p a r u n e sim p le in té g ra tio n . E n p ro c é d a n t c o m m e p o u r
l’E x e rc ic e 8 .3 .1 o n o b tie n t le s e stim a tio n s d ’́e n e rg ie su iv a n te s. T o u t d ’a b o rd , p o u r
to u t T il e x iste u n e c o n sta n te C(T ) n e d é p e n d a n t q u e d u te m p s fi n a l T te lle q u e

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx +

∫

Ω

2µ |e(u)|2 + λ(d iv u)2dx ≤

C(T )

(
∫

Ω

|u1(x)|2 dx +

∫

Ω

2µ |e(u0)|
2 + λ(d iv u0)

2dx +

∫ t

0

∫

Ω

|f(x, s )|2 dxds

)

.

D e p lu s, il e x iste u n e c o n sta n te C (in d é p e n d a n te d e to u te s le s d o n n é e s y c o m p ris
T ) te lle q u e

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx +

∫

Ω

2µ |e(u)|2 + λ(d iv u)2dx ≤ C

(

∫

Ω

|u1|
2 dx+

∫

Ω

2µ |e(u0)|
2 + λ(d iv u0)

2dx +

(
∫ t

0

(
∫

Ω

|f(x, s )|2dx

)1/2

ds

)2
)

.

E x ercice 8 .4 .1 On reprend les hypothèses de la Proposition 8.4.1. S oit f(x) ∈ L2(Ω)
et u la solu tion de







∂ u
∂ t

− ∆u = f dans ]0 , +∞[×Ω
u(x, t) = 0 su r ]0 , +∞[×∂Ω
u(x, 0 ) = u0(x) dans Ω.
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Soit v(x) ∈ H1
0 (Ω) la solu tion d e

{

−∆v = f d a n s Ω
v = 0 su r ∂Ω.

M on tre r q u e lim t→+∞ ‖u(x, t) − v(x)‖L2(Ω) = 0 .

Correction.

O n p o se ũ(x, t) = u(x, t) − v(x). L a fo n c tio n ũ e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n d e
la ch a le u r a v e c c o n d itio n s d e D irich le t h o m o g è n e s e t c o n d itio n in itia le ũ(x, 0 ) =
u0(x) − v(x). A in si, d ’a p rè s la P ro p o sitio n 8 .4 .1 ,

lim
t→+∞

‖u(x, t) − v(x)‖L2(Ω) = 0 .

E x ercice 8 .4 .2 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r d e R
N . Soit u0 ∈ L2(Ω) e t u la

solu tion d u p rob l̀e m e







∂ u
∂ t

− ∆u = 0 d a n s ]0 , +∞[×Ω
u(x, t) = 0 su r ]0 , +∞[×∂Ω
u(x, 0 ) = u0(x) d a n s Ω.

(8 .11)

M on tre r q u ’il e x iste u n e con sta n te p ositiv e C te lle q u e

‖u(t) − α0
1e

−λ1tu1‖L2(Ω) ≤ C e−λ2t ∀ t > 1, a v e c α0
1 =

∫

Ω

u0u1 d x, (8 .12)

où λk d é sig n e la k-è m e v a le u r p rop re d u L a p la c ie n a v e c con d ition a u x lim ite s d e D iric h le t.

Correction.

O n ra p p e lle q u e la so lu tio n u d e l’́e q u a tio n (8 .11) e st d o n n é e p a r

u(t) =
∞
∑

k= 1

α0
ke

−λktuk.

A in si,

u(t) − α0
1e

−λ1tu1 =
∞
∑

k= 2

α0
ke

−λktuk.

e t

‖u(t) − α0
1e

−λ1tu1‖L2(Ω) = e−λ2t

(

∞
∑

k= 2

|α0
k|

2e−2(λk−λ2)

)1/2

.

C o m m e λk − λ2 ≥ 0 , o n e n d é d u it q u e

‖u(t) − α0
1e

−λ1tu1‖L2(Ω) ≤ e−λ2t

(

∞
∑

k= 2

|α0
k|

2

)1/2

≤ e−λ2t‖u0‖L2(Ω)
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Exercice 8.4.3 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r d e R
N . O n n ote u1 la p re m iè re fon c tion

p rop re d u L a p la c ie n d a n s Ω a v e c con d ition d e D iric h le t, λ1 la v a le u r p rop re a ssoc ié e . O n
ra p p e lle q u e l’on p e u t c h oisir u1 > 0 d a n s Ω (voir le T h éorè m e d e K re in -R u tm a n 7.3.10)
e t on a d m e ttra q u e l’on a a u ssi ∂u1/ ∂n > 0 su r ∂Ω. Soit f = 0, u0 ∈ L2(Ω) e t u l’u n iq u e
solu tion (su p p osé e ré g u liè re ) d e (8 .1 ).

Soit ε > 0. M on tre r q u e l’on p e u t trou v e r u n e con sta n te p ositiv e K te lle q u e

−Ku1(x) ≤ u(x, ε) ≤ Ku1(x) ∀ x ∈ Ω, (8 .13 )

e t e n d é d u ire q u ’il e x iste u n e con sta n te p ositiv e C te lle q u e

m a x
x∈Ω

|u(x, t)| ≤ Ce−λ1t ∀ t > ε. (8 .14 )

C o rrectio n . P o u r to u t ε > 0, u(x, ε) e st u n e fo n c tio n d e c la sse C∞(Ω). R a p p e lo n s
q u e u1(x) e st é g a le m e n t u n e fo n c tio n ré g u lìe re su r Ω, q u ’e lle e st stric te m e n t p o sitiv e
su r Ω et q u e ∂u1/ ∂n > 0 su r ∂Ω.

S o it

K1 = 1 + su p
x∈∂Ω

∣∣∣∣
∂u

∂n
(x, ε)

∂u1

∂n

−1

(x)

∣∣∣∣ .

O n in tro d u it le s fo n c tio n s v+ e t v− d é fi n ie s p a r

v+(x) = K1u1(x) − u(x, ε)
v−(x) = K1u1(x) + u(x, ε)

O n v é rifi e sa n s m a l q u e ∂v±/ ∂n > 0 su r ∂Ω. Il e x iste d o n c u n v o isin a g e ω d e ∂Ω tel
q u e p o u r to u t x ∈ ω,

v±(x) ≥ 0.

Il e x iste u n c o m p a c t A ⊂ Ω tel q u e A ∪ ω = Ω. O n p o se

K2 = m a x
x∈A

|u(x, ε)/ u1(x)|

e t K = m a x (K1, K2). O n v é rifi e sa n s p e in e q u e

−Ku1(x) ≤ u(x, ε) ≤ Ku1(x).

L a fo n c tio n ũ(x, t) = Ke−λ1(t−ε)u1 e st u n e so lu tio n d e l’́e q u a tio n d e la ch a le u r (8 .1)
su r t > ε a v e c f = 0 e t ũ(x, ε) = Ku1(x) c o m m e c o n d itio n in itia le . E n fi n , c o m m e

−ũ(x, ε) ≤ u(x, ε) ≤ ũ(x, ε),

o n d é d u it d u p rin c ip e d u m a x im u m d e la P ro p o sitio n 8.4.2 q u e

−ũ(x, t) ≤ u(x, t) ≤ ũ(x, t)

p o u r to u t t ≥ ε. O n a d o n c m o n tré q u e

|u(x, t)| ≤

(
Keλ1ε m a x

x∈Ω
u1(x)

)
e−λ1t
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Exercice 8.4.4 Soit Ω u n ou v e rt b orn é ré g u lie r d e R
N . Soit u0 ∈ L∞(Ω), f ∈ L∞(Ω×

R
+
∗
), e t u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(]0, T [;H1

0 (Ω)) l’u n iq u e solu tion d e (8 .1 ). M on tre r
q u e

‖u‖L∞(Ω×R
+
∗

) ≤ ‖u0‖L∞(Ω) +
D2

2N
‖f‖L∞(Ω×R

+
∗

), (8.15 )

où D = su p x ,y ∈Ω |x−y| e st le d ia m è tre d e Ω. O n p ou rra u tile m e n t in trod u ire la fon c tion
ψ ∈ H1

0 (Ω) te lle q u e −∆ψ = 1 d a n s Ω.

C o rrectio n . R e m a rq u o n s to u t d ’a b o rd q u ’il su ffi t d e m o n tre r q u e p o u r to u t (t, x) ∈
R

+
∗
× Ω,

u(x, t) ≤ ‖u0‖L∞(Ω) +
D2

2N
‖f‖L∞(Ω×R

+
∗

).

E n a p p liq u a n t c e ré su lta t à −u a u lie u d e u e t e n c o m b in a n t le s d e u x e stim a tio n s
o b te n u e s, o n p ro u v e l’e stim a tio n so u h a ité e .

In tro d u iso n s la fo n c tio n u+ so lu tio n d e




∂ u +

∂ t
− ∆u+ = ‖f‖L∞(Ω×R

+
∗

) d a n s ]0;T [×Ω

u+(x, t) = 0 su r ]0;T [×∂Ω
u+(x, 0) = ‖u0‖L∞(Ω) d a n s Ω.

D ’a p rè s le p rin c ip e d u m a x im u m , u ≤ u+. Il su ffi t d o n c d e p ro u v e r le ré su lta t
p o u r u = u+. D a n s u n p re m ie r te m p s, o n c o n sid è re le c a s f = 0. Il s’a g it d e
p ro u v e r q u e p o u r p re sq u e to u t (t, x) ∈]0, T [×Ω, o n a |u(x, t)| ≤ ‖u0‖L∞(Ω). D ’a p rè s
le p rin c ip e d u m a x im u m d e la P ro p o sitio n 8.4.2 , o n a d é jà u ≥ 0. R e ste à p ro u v e r
q u e u ≤ ‖u0‖L∞(Ω). A c e t e ff e t, o n p ro c è d e c o m m e lo rs d e la p re u v e d e la P ro p o sitio n
8.4.2 . O n in tro d u it la fo n c tio n ũ = m a x (u−‖u0‖L∞ , 0). E n v e rtu d u L e m m e 5 .2 .2 4,
ũ ∈ L2(]0, T [;H1

0 (Ω)) e t
∫

Ω

∇u · ∇ũdx =

∫

Ω

|∇ũ|2dx.

D e m ê m e , si u e st su ffi sa m m e n t ré g u lìe re (c e q u e n o u s a d m e ttro n s p a r la su ite ),
∫

Ω

∂u

∂t
ũdx =

1

2

d

dt

(∫

Ω

|ũ|2dx

)
,

R em a rq u e 8.4.1 D’après la Proposition 8.4.6, pou r tou t δ > 0, la fonction u
appartient à H1(]δ, T [;L2(Ω)). E lle est d onc asssez rérgu lière pou r qu e le L em m e d e

tronactu re 5 .2 .2 4 s’appliqu e d e sorte à ju stifi er l’éq u ation préc éd ente.

P a r c o n sé q u e n t, e n m u ltip lia n t l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r u p a r ũ, o n o b tie n t p a s in té -
g ra tio n su r Ω, p u is p a r in té g ra tio n p a r p a rtie q u e

1

2

d

dt

(∫

Ω

|ũ|2dx

)
+

∫

Ω

|∇ũ|2dx = 0.

E n in té g ra n t c e tte é q u a tio n e n te m p s, il v ie n t

1

2

∫

Ω

|ũ|2dx−
1

2

∫

Ω

|ũ(t = 0)|2dx+

∫ T

0

∫

Ω

|∇ũ|2dxdt = 0.
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C o m m e ũ(t = 0) = 0, o n e n d é d u it q u e ũ = 0, c ’e st à d ire u ≤ ‖u0‖L∞. O n se p la c e
d o ré n a v a n t d a n s le c a s g é n é ra l (f n o n n é c e ssa ire m e n t n u l). S o it ψ la so lu tio n d u
p ro b l̀e m e a u x lim ite s ψ ∈ H1

0 (Ω), −∆ψ = 1. O n p o se v = u+ − ‖f‖
L∞(Ω×R

+
∗

)ψ. L a
fo n c tio n v e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e





∂ v

∂ t
− ∆v = 0 d a n s ]0;T ]

v(x, t) = 0 su r]0;T [×∂Ω
v(x, 0) = ‖u0‖L∞(Ω) − ‖f‖

L∞(Ω×R
+
∗

)ψ d a n s Ω.

C o m m e ψ ≥ 0, p o u r to u t x ∈ Ω o n a v(x, 0) ≤ ‖u0‖L∞(Ω). A in si, p o u r to u t t,

v(x, t) ≤ ‖u0‖L∞(Ω). (8 .16 )

O n a d o n c o b te n u q u e u+ ≤ ‖u0‖L∞ + ‖f‖L∞ψ. Il re ste à m a jo re r ψ a fi n d ’o b te n ir
l’e stim a tio n so u h a ité e . S a n s p e rte d e g é n é ra lité , o n p e u t su p p o se r q u e l’o rig in e d e
R

N a p p a rtie n t a u b o rd d e Ω. C o m m e

−∆|x|2/(2N) = 1 = −∆ψ d a n s Ω

et
|x|2/(2N) ≥ 0 = ψ(x) su r ∂Ω,

le p rin c ip e d u m a x im u m im p liq u e q u e |x|2/2N ≥ ψ(x). O r |x| e st m a jo ré su r Ω p a r
d e d ia m è tre d e Ω, a in si ‖ψ‖L∞(Ω) ≤ D2/2N, c e q u i a ch è v e la p re u v e .

Exercice 8.4.5 (difficile) Démontrer rigoureusement la Proposition 8.4.5. Pour cela

on introd uira, pour tout entier m ≥ 0, l’espace

W 2m(Ω) = {v ∈ H2m(Ω), v = ∆v = · · · ∆m−1v = 0 sur ∂Ω}, (8 .17 )

q ue l’on munit d e la norme ‖v‖2
W 2m(Ω) =

∫
Ω
|(∆)mv|2d x, d ont on montrera q u’elle est

éq uiv alente à la norme d eH2m(Ω). O n reprend ra la d émonstration d u T h éorème 8.2 .3 en

montrant q ue la suite (wk) d es sommes partielles est d e C auc h y d ans C`([ε, T ],W 2m(Ω)).

C o rrectio n .
L a d é m o n stra tio n se fa it p a r ré c u rre n c e su r m. P o u r m = 1, e n p o sa n t f = ∆v, le

T h é o rè m e 5.2 .2 6 d e ré g u la rité n o u s d it e x a c te m e n t q u e , si f ∈ L2(Ω) e t v ∈ H1
0 (Ω)

a lo rs v ∈ H2(Ω), c ’e st à d ire q u e

‖v‖H2(Ω) ≤ C‖∆v‖L2(Ω) p o u r to u t v ∈ H1
0 (Ω).

L ’in é g a lité in v e rse e st é v id e n te , d ’o ù l’́e q u iv a le n c e d e s n o rm e s d a n s le c a s m =
1. S u p p o so n s q u e ‖v‖W 2(m−1 ) (Ω) e st u n e n o rm e é q u iv a le n te à ‖v‖H2(m−1 ) p o u r le s

fo n c tio n s d e W 2(m−1)(Ω). L e T h é o rè m e d e ré g u la rité 5.2 .2 6 n o u s d it a u ssi q u e

‖v‖H2m(Ω) ≤ C‖∆v‖H2(m−1 ) (Ω) p o u r to u t v ∈ H1
0 (Ω),

c ’e st à d ire , e n u tilisa n t l’h y p o th è se d e ré c u rre n c e p o u r v ∈ W 2m(Ω),

‖v‖H2m(Ω) ≤ C‖∆v‖W 2(m−1 ) (Ω) = C‖∆m−1(∆v)‖L2(Ω) = C‖v‖W 2m(Ω),



130 CHAPITRE 8. PROBLÈM ES D ’ÉV OLU TION

c e q u i p ro u v e q u e ‖v‖W 2m(Ω) e st u n e n o rm e é q u iv a le n te à ‖v‖H2m(Ω) p o u r le s fo n c tio n s
d e W 2m(Ω ) (l’in é g a lité in v e rse e st é v id e n te ).

O n se p ro p o se d e m o n tre r q u e u ∈ C`([ε, T ], W 2m(Ω )). A c e t e ff e t, il su ffi t
d e p ro u v e r q u e la su ite wk d e s so m m e s p a rtie lle s in tro d u ite s d a n s la p re u v e d u
T h é o rè m e 8.2.3 e st d e C a u ch y p o u r la n o rm e C`([ε, T ], W 2m(Ω )). O n ra p p e lle q u e

wk(t) =
k

∑

j=1

α
j
0e

−λjtuj.

A in si, so it l e t k d e u x e n tie rs n a tu re ls n o n n u ls,

∥

∥

∥

∥

∂`(wk − wl)

∂t`
(t)

∥

∥

∥

∥

2

W 2m(Ω)

=

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

l
∑

j=k

α
j
0(−λj)

`e−λjt(∆)muj

∣

∣

∣

∣

∣

2

d x.

C o m m e uj e st u n e b a se d e v e c te u r p ro p re s o rth o n o rm a le d u L a p la c ie n , (∆)muj =
(−λj)

muj e t

∥

∥

∥

∥

∂`(wk − wl)

∂t`
(t)

∥

∥

∥

∥

2

W 2m(Ω)

=
l

∑

j=k

(

α
j
0(−λj)

m+`e−λjt
)2

.

O r p o u r to u t ε > 0, p o u r to u t m e t `, il e x iste u n e c o n sta n t C(ε, m, `) te lle q u e

|(−λj)
m+`e−λjt|2 ≤ C(ε, m, `)

p o u r to u t t ≥ ε e t to u t in d ic e j. A in si, p o u r to u t t ≥ ε, o n a

∥

∥

∥

∥

∂`(wk − wl)

∂t`
(t)

∥

∥

∥

∥

W 2m

≤ C(ε, m, `)
l

∑

j=k

|αj
0|

2,

o ù le se c o n d m e m b re te n d v e rs z é ro lo rsq u e k e t l te n d e n t v e rs l’in fi n i. L a su ite
wk e st d o n c d e C a u ch y d a n s C`([ε, T ]; W 2m(Ω )). E lle e st d o n c c o n v e rg e n te d a n s c e t
e sp a c e e t u ∈ C`([ε, T ]; W 2m(Ω )).

E x e rc ic e 8.4 .6 Pour u0 ∈ L2(RN) e t t > 0, on p ose

S(t)u0 =
1

(4 π t)N/ 2

∫

RN

u0(y)e−
|x−y|2

4t d y.

V é rifi e r q ue S(t) e st un op é ra teur lin é a ire con tin u d e L2(RN) d a n s L2(RN). E n p osa n t

S(0) = Id (l’id e n tité d e L2(RN)), v é rifi e r q ue (S(t))t≥0 e st un se m i-g roup e d ’op é ra teurs

q ui d é p e n d e n t con tin ûm e n t d e t, c ’e st-à -d ire q u’ils v é rifi e n t S(t + t′) = S(t)S(t′) p our

t, t′ ≥ 0. S oit f ∈ C1(R+; L2(RN)). M on tre r q ue le p rob l̀e m e

{

∂ u
∂ t

− ∆u = f d a n s ]0, +∞[×R
N

u(x, 0) = u0(x) d a n s R
N .
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admet une unique solution u ∈ C(R+; L2(RN)) ∩ C1(R+

∗ ; L2(RN)), donnée p ar

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t − s)f(s) d s,

c ’est-à-dire

u(x , t) =

∫
RN

u0(y)e−
|x−y|2

4t
d y

(2πt)N/ 2
+

∫ t

0

∫
RN

f(y, s)e−
|x−y|2

4(t−s)
d y d s

(2π(t − s))N/ 2
.

Correction.

1. É tu d e d e l’o p é ra te u r S(t)
O n a

S(t)u0 =
1

(2πt)N/ 2

∫
RN

u0(y)e−
|x−y|2

4t d y.

L a lin é a rité d e l’o p é ra te u r S(t) e st é v id e n te . D e p lu s, la n o rm e L2(RN) d e S(t)u0

e st é g a le à la n o rm e L2(RN) d e sa tra n sfo rm é e d e F o u rrie r. A in si, p o u r to u t u0 ∈
L2(RN),

‖S(t)u0‖L2(RN ) = ‖û0e
−|k|2t‖L2(RN ) ≤ ‖û0‖L2(RN ) = ‖u0‖L2(RN )

e t S(t) e st u n o p é ra te u r c o n tin u d e L2(RN) d a n s L2(RN).
P o u r to u t t, o n n o te Ŝ(t)u0 la tra n sfo rm é e d e F o u rie r d e S(t)u0. O n a Ŝ(t)u0 =
û0e

−|k|2t. A in si,

Ŝ(t + t′)u0 = û0e
−|k|2t.e−|k|2t′ = Ŝ(t)u0e

−|k|2t′ = Ŝ(t′)(S(t)u0),

e n a p p liq u a n t la tra n sfo rm é e d e F o u rie r in v e rse , o n o b tie n t q u e

S(t + t′)(u0) = S(t′)(S(t)u0).

A in si, S(t + t′) = S(t′)S(t). R e ste à m o n tre r q u e le s o p é ra te u rs S(t) d é p e n d e n t
c o n tin û m e n t d e t. C o m m e (S(t))t≥0 e st u n se m i g ro u p e , il su ffi t d e v é rifi e r c e tte
p ro p ríe té e n t = 0 , c ’ e st à d ire q u e p o u r to u t ε > 0 , il e x iste T > 0 te l q u e p o u r
to u t t < T e t to u t u0 ∈ L2(RN),

‖S(t)u0 − u0‖L2(RN ) ≤ ε‖u0‖L2(RN ).

A n o u v e a u , il e st b e a u c o u p p lu s sim p le d e ra iso n n e r su r le s tra n sfo rm é e s d e F o u rie r,
la re la tio n c i-d e ssu s é ta n t é q u iv a le n te à

‖û0(e
−|k|2t − 1)‖L2(RN ) ≤ ε‖û0‖L2(RN ),

q u i e st v é rifi é e d è s q u e t < T = − ln (1−ε)
|k|2

.

2 . É q u a tio n d e la ch a le u r n o n h o m o g è n e
O n p o se

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t − s)f(s)d s.
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M o n tro n s q u e u e st d é riv a b le p a r ra p p o rt a u te m p s. L e p re m ie r te rm e d e l’e x p re ssio n
d e u e st d é riv a b le , d ’a p rè s la d é fi n itio n m ê m e d e S e t

∂S(t)u0

∂t
= −∆(S(t)u0).

E n e ff e c tu a n t u n ch a n g e m e n t d e v a ria b le su r le d e u x ìe m e te rm e , il re ste à p ro u v e r
q u e

∫

t

0

S(s)f(t − s)d s

e st d é riv a b le p a r ra p p o rt à t. C o m m e f ∈ C(R+; L2(RN)), o n e n d é d u it q u e

∂

∂t

(
∫

t

0

S(s)f(t − s)d s

)

= S(t)f(0) +

∫

t

0

S(s)
∂f

∂t
(t − s)d s.

O n e ff e c tu e à n o u v e a u u n ch a n g e m e n t d e v a ria b le (d a n s l’a u tre se n s c e tte fo is), p o u r
e n d é d u ire q u e

∂

∂t

(
∫

t

0

S(s)f(t − s)d s

)

= S(t)f(0) +

∫

t

0

S(t − s)
∂f

∂s
(s)d s.

R e m a rq u o n s e n fi n q u e

S(t − s)
∂f

∂s
(s) =

∂S(t − s)f(s)

∂t
+

∂S(t − s)f(s)

∂s
.

A in si, e n d é d u it q u e

∂

∂t

∫

t

0

S(t − s)f(s)d s = S(0)f(t) −

∫

t

0

∆(S(t − s)f(s))d s.

O n a d o n c m o n tré q u e u é ta it d é riv a b le su r R
+
∗

e t q u e

∂u

∂t
= f(t) − ∆u.

E n fi n , l’u n ic ité e st é v id e n te , l’́e q u a tio n é ta n t lin é a ire e t d e so lu tio n u n iq u e lo rsq u e
f = 0.

Exercice 8.4.7 (égalité d’énergie) Montrer que, pour tout T > 0,

1

2

∫

RN

u(x,T )2d x +

∫

T

0

∫

RN

|∇ u(x,t)|2d x d t =
1

2

∫

RN

u0(x)2d x.
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Correction. O n ra p p e lle q u e la tra n sfo rm é e d e F o u rie r d e ∇u e st ikû. C o m m e la
tra n sfo rm é e d e F o u rie r e st u n e iso m é trie d e L2, o n a d o n c

1

2
‖u‖2

L2 +

∫ T

0

‖∇u‖2

L2

=
1

2
‖û‖2

L2 +

∫ T

0

‖kû‖2

L2

=
1

2

∫

RN

|u0(k)|2e−2|k|2T d k +

∫

RN

∫ T

0

|k|2|u0(k)|2e−2|k|2td td k

=
1

2

∫

RN

|u0(k)|2e−2|k|2T d k −
1

2

∫

RN

∫ T

0

∂

∂t
|u0(k)|2e−2|k|2t

=
1

2

∫

RN

|u0(k)|2d k =
1

2
‖u0‖

2

L2(RN )

E x ercice 8 .4 .8 (p rincip e d u m a x im u m ) Montrer que, si u0 ∈ L∞(RN), a lors

u(t) ∈ L∞(RN) et

‖u(t)‖L∞(RN ) ≤ ‖u0‖L∞(RN ) ∀ t > 0.

Montrer que, si u0 ≥ 0 p resque p a rtout d a ns R
N , a lors u ≥ 0 d a ns R

N × R
+
∗ .

Correction.

‖u(t)‖L∞ ≤
‖u0‖∞

(4 π t)N/2

∫

RN

e−y2/4td y = ‖u0‖∞.

E n fi n , d ’a p rè s l’e x p re ssio n d e e x p lic ite d e u e n fo n c tio n d e u0, il e st é v id e n t q u e si
u0 ≥ 0 p re sq u e p a rto u t, u ≥ 0 p re sq u e p a rto u t.

E x ercice 8 .4 .9 (eff et rég u la risa nt) Montrer que u ∈ C∞(RN × R
+
∗ ).

Correction.
D ’a p rè s l’e x p re ssio n d e la tra n sfo rm é e d e F o u rie r d e u,

û(k, t) = û0(k)e−|k|2t.

P o u r to u t m u lti-in d ic e α, |k|αû e st u n é ĺe m e n t d e C(R+
∗ , L2(RN)). A in si, p a r tra n s-

fo rm a tio n d e F o u rie r in v e rse , ∂αu e st u n é ĺe m e n t d e C(R+
∗ , L2(RN)). E n d ’a u tre s

te rm e s, p o u r to u t e n tie r m, u a p p a rtie n t à C0(R+
∗ , H m(RN)). D ’a p rè s le s in je c tio n s

d e S o b o le v , o n e n d é d u it q u e u(t) ∈ C0(R+
∗ , C∞(RN)). E n e ff e c tu a n t u n e a n a ly se

sim ila ire su r ∂nu
∂tn

, o n e n d é d u it q u e u ∈ C∞(R+
∗ , C∞(RN)) = C∞(RN × R

+
∗ ).

E x ercice 8 .4 .1 0 (com p ortem ent a sy m p totiq u e) Montrer que

lim
|x|→+∞

u(x, t) = 0 ∀ t > 0, et lim
t→+∞

u(x, t) = 0 ∀ x ∈ R
N .

Correction.
S o it r u n ré e l p o sitif, o n d é c o m p o se l’in té g ra le d é fi n issa n t u(x, t) e n d e u x in té -

g ra le s

u(x, t) =
1

(4 π t)N/2

(
∫

|x−y|≥ r

u0(y)e−
|x−y|2

4t d y +

∫

|x−y|≤ r

u0(y)e−
|x−y|2

4t d y

)

.
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E n a p p liq u a n t l’in é g a lité d e C a u ch y -S ch w a rz à ch a c u n d e s te rm e s, o n e n d é d u it q u e

|u(x, t)| ≤
1

(4π t)N/2

(

‖u0‖L2(RN )

(
∫

|x−y|≥ r

e−
|x−y|2

2t d y
)1/2

+ ‖e
−x2

4t ‖L2(RN )

(
∫

|x−y|≤ r

|u0(y)|2 d y
)1/2

)

.

O n n o te Br la b o u le d e ra y o n r c e n tré e e n l’o rig in ie . O n a

|u(x, t)| ≤
1

(4π t)N/2

(

‖u0‖L2(RN )‖e
−x2

4t ‖L2(RN\Br)

+ ‖e
−x2

4t ‖L2(RN )

(
∫

|x−y|≤ r

|u0(y)|2 d y

)1/2
)

P o u r to u t ré e l ε > 0, p o u r r a sse z g ra n d , o n a ‖u0‖L2(RN )‖e
−x2

4t ‖L2(RN\Br) < ε. D e
p lu s, p o u r x a sse z g ra n d (r é ta n t fi x é ),

‖e
−x2

4t ‖L2(RN )

(
∫

|x−y|≤ r

|u0(y)|2 d y

)1/2

< ε.

A in si, p o u r to u t ε, p o u r x a sse z g ra n d o n a |u(x, t)| < 1
(2π t)N/ 2

. E n d ’a u tre s te rm e s,

lim
|x|→+∞

u(x, t) = 0 p o u r to u t t > 0.

O n ra p p e lle q u e û(k, t) = û0(k)e−|k|2t. A in si,

‖u(t)‖2
L2(RN ) = ‖û(t)‖2

L2(RN ) =

∫

RN

|û0(k)|2e−2|k|2t d k

e t d ’a p rè s le T h é o rè m e d e c o n v e rg e n c e d o m in é d e L e b e sg u e , ‖u‖L2(RN ) c o n v e rg e
v e rs z é ro lo rsq u e t te n d v e rs l’in fi n i. L e m ê m e ra iso n n e m e n t a p p liq u é a u d é riv é e s
p a rtie lle s d e u d ’o rd re q u e lc o n q u e n o u s d o n n e q u e p o u r to u t e n tie r m, la n o rm e
Hm d e u(t) c o n v e rg e v e rs z é ro lo rsq u e t te n d v e rs l’in fi n i. D ’a p rè s le s in je c tio n s d e
S o b o le v , o n e n d é d u it q u e , p o u r to u t e n tie r r, la n o rm e d e u(t) d a n s Cr(R) te n d
v e rs z é ro . E n p a rtic u lie r,

lim
t→+∞

u(x, t) = 0 p o u r to u t x ∈ R
N .

Exercice 8.4.11 (vitesse de propagation infinie) Montrer que, si u0 ≥ 0 et u0 6≡
0, a lors u(x, t) > 0 d a ns R

N × R
+
∗ .

C orrection.

S o it u0 ≥ 0. S i il e x iste (x, t) ∈ R
N×R

+
∗ te l q u e u(x, t) = 0, a lo rs u0(y)e−

|x−y|2

4t =
0 p o u r p re sq u e to u t y e t u0(y) = 0 p re sq u e p a rto u t.
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Exercice 8.5.1 Soit η > 0. O n con sid è re l’́e q u a tion d e s on d e s a m ortie















∂2u
∂t2

+ η ∂u
∂t

− ∆u = f p .p . d a n s Ω × R
∗

+

u = 0 p .p . su r ∂Ω × R
∗

+

u(x, 0) = u0(x) p .p . d a n s x ∈ Ω
∂u
∂t

(x, 0) = u1(x) p .p . d a n s x ∈ Ω.

(8 .18 )

O n su p p ose q u e u e st u n e solu tion su ffi sa m m e n t ré g u liè re d e (8 .1 8 ) e t q u e f e st n u l
a p rè s u n te m p s fi n i. M on tre r, à l’a id e d ’u n le m m e d e G ron w a ll (voir l’E x e rc ic e 8.2.1),
q u e u e t ∂u

∂t
d é c roisse n t e x p on e n tie lle m e n t v e rs z é ro lorsq u e le te m p s t te n d v e rs l’in fi n i.

C o rrectio n .

O n p o se v = eη tu. S i o n su p p o se q u e u e st ré g u lìe re , v e st é g a le m e n t so lu tio n
d ’u n e é q u a tio n d e s o n d e s. O n v é rifi e e n e ff e t q u e















∂2v
∂t2

− η∆v = ηeη tf d a n s Ω × R
+
∗

v = 0 su r ∂Ω × R
+
∗

v(x, 0) = v0 d a n s Ω
∂v
∂t

= v1 d a n s Ω

a v e c v0 = u0 e t v1 = ηu1. D ’a p rè s la d e rn ìe re e stim a tio n d e l’E x e rc ic e 8.3 .1 a p -
p liq u é e s à v, o n o b tie n t q u e

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+ η|∇ v|2d x

≤ C





∫

Ω

v2
1 + |∇ v0|

2d x +

(

∫ t

0

(∫

Ω

(

ηf(x, s )eη t
)2

d x

)1/2

d s

)2


 .

C o m m e f e st n u l p o u r t a sse z g ra n d , le se c o n d m e m b re e st b o rn é u n ifo rm é m e n t e n
te m p s. O n e n d é d u it q u e v e t ∂v

∂t
so n t b o rn é e s d a n s L2(Ω), d ’o ù o n d é d u it q u e le s

n o rm e s L2 d e u e t ∂u
∂t

d é c ro isse n t e n e−η t.

Exercice 8.5.2 Soit u(t, x) la solu tion , su p p osé e su ffi sa m m e n t ré g u liè re , d e l’́e q u a tion
d e s on d e s (8 .9 ). E n l’a b se n c e d e te rm e sou rc e , m on tre r q u e

lim
t→+∞

1

t

∫ t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

d x = lim
t→+∞

1

t

∫ t

0

∫

Ω

|∇ u|2 d x =
1

2
E0,

a v e c E0 l’́e n e rg ie in itia le

E0 =

∫

Ω

|u1(x, t)|2 d x +

∫

Ω

|∇ u0(x, t)|2 d x.

P ou r c e la on m u ltip lie ra l’́e q u a tion (8 .9 ) p a r u e t on in té g re ra p a r p a rtie .

C o rrectio n .
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E n m u ltip lia n t l’́e q u a tio n d e s o n d e s p a r u, o n o b tie n t p a r in té g ra tio n su r Ω ×]0, t[
q u e

∫

t

0

∫

Ω

∂2u

∂t2
u(x, s ) d xd s +

∫

t

0

∫

Ω

|∇ u(x, s )|2 d xd s = 0.

E n in té g ra n t p a r p a rtie e n te m p s le p re m ie r te rm e d e c e tte é q u a tio n , o n e n d é d u it
q u e

∫

Ω

∂u

∂t
u(x, t) d x −

∫

Ω

u1u0 d x −

∫

t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, s )

∣

∣

∣

∣

2

d xd s +

∫

t

0

∫

Ω

|∇ u(x, s )|2 d xd s

= 0.

A in si,

1

t

(

∫

t

0

∫

Ω

|∇ u(x, s )|2d xd s −

∫

t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, s )

∣

∣

∣

∣

2

d xd s

)

=
1

t

(
∫

Ω

u1u0d x −

∫

Ω

∂u

∂t
u(x, t)d x

)

t→+∞

−−−−→ 0

(E n e ff e t,
∫

Ω

∂u

∂t
u(x, t)d x u n ifo rm é m e n t b o rn é e n te m p s). D ’a u tre p a rt, l’́e q u a tio n d e

c o n se rv a tio n d e l’́e n e rg ie im p liq u e q u e

1

t

(

∫

t

0

∫

Ω

|∇ u|2d xd s +

∫

t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

d xd s

)

= E0.

E n so m m a n t c e s d e u x é q u a tio n s o n o b tie n t q u e

1

t

∫

t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

d x

e t
1

t

∫

t

0

∫

Ω

|∇ u|2d x

c o n v e rg e n t v e rs E0/2 .

Exercice 8.5.3 On considère l’équation des ondes dans tout l’espace R
N







∂2u

∂t2
− ∆u = 0 dans R

N × R
∗

+

u(x, 0) = u0(x) dans x ∈ R
N

∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) dans x ∈ R

N ,

(8 .19 )

avec une donnée initiale (u0, u1) rég ulière et à support com pact. M ontrer que la solution

u(t, x) peut se m ettre sous la form e

u(x, t) = (M u1)(x, t) +

(

∂(M u0)

∂t

)

(x, t),
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où M e st un op é ra teur d e m oye n n e d é fi n i p a r

si N = 1, (Mv)(x, t) =
1

2

∫

+t

−t

v(x − ξ)d ξ,

si N = 2, (Mv)(x, t) =
1

2π

∫

|ξ|<t

v(x − ξ)
√

t2 − |ξ|2
d ξ,

si N = 3, (Mv)(x, t) =
1

4πt

∫

|ξ|=t

v(x − ξ)d s (ξ),

où d s (ξ) e st la m e sure surfa c iq ue d e la sp h è re . E n d é d uire q ue la solution u e n (t, x) n e

d é p e n d q ue d e s v a leurs d e s d on n é e s in itia le s u0 e t u1 sur la b oule |x| ≤ t. (P our sa voir

com m e n t on trouv e le s e x p re ssion s c i-d e ssus d e l’op é ra teur M , n ous re n voyon s a u cours

d e m a jeure [4 ].)

Correction.

O n p ro c è d e d e m a n ìe re id e n tiq u e d a n s le s tro is c a s : d a n s u n p re m ie r te m p s, o n
v é rifi e q u e p o u r to u te fo n c tio n v,

∂2Mv

∂t2
(x, t) = ∆(Mv)(x, t) (8 .20 )

P o u r to u t c o u p le (x, t) te l q u e t > 0 . O n e n d é d u it q u e la fo n c tio n u d é fi n ie à l’a id e
d e Mu1 e t Mu0 v é rifi e b ie n l’́e q u a tio n d e s o n d e s. Il re ste à m o n tre r q u ’e lle v é rifi e
le s c o n d itio n s a u x lim ite s, c ’e st à d ire q u e

Mv(x, 0 ) = 0

∂Mv

∂t
(x, 0 ) = v(x)

∂2Mv

∂t2
(x, 0 ) = 0

L e c a s N = 1 est e sse n tie lle m e n t é ĺe m e n ta ire . É tu d io n s d ire c te m e n t le s c a s N = 2
o u 3.
Ca s N = 2 . T o u t d ’a b o rd , o n e ff e c tu e u n ch a n g e m e n t d e v a ria b le a fi n d e d é fi n ir Mv

à l’a id e d ’u n e in té g ra le d o n t le d o m a in e e st in d é p e n d a n t d u te m p s. O n a

Mv =
1

2π

∫

|ξ|<1

v(x − tξ)t

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ.

S i o n su p p o se q u e v e st a sse z ré g u lìe re , o n p e u t é ch a n g e r le s o p é ra te u r d ’in té g ra tio n
e t d e d é riv a tio n lo rs d u c a lc u l d e s d é riv é e s p a rtie lle s. O n o b tie n t

∂2Mv

∂t2
=

1

2π

∫

|ξ|<1

t(D2v(x − tξ)ξ) · ξ − 2∇v(x − tξ) · ξ

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ

e t

∆(Mv) =
1

2π

∫

|ξ|<1

∆v(x − tξ)

(1 − |ξ|2)1/2
td ξ.
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A fi n d e v é rifi é (8.20 ), o n in tro d u it, p o u r to u t x e t t > 0 fi x é s, la fo n c tio n w(ξ) =
v(x − tξ). D e s e x p re ssio n s d e ∂2M v/ ∂t2 e t d e ∆(M v), o n d é d u it q u e

∂2M v

∂t2
=

1

2πt

∫

|ξ|<1

(D2wξ) · ξ + 2∇w · ξ

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ

e t q u e

∆(M v) =
1

2πt

∫

|ξ|<1

∆w

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ.

S o it r u n ré e l stric te m e n t p o sitif te l q u e r < 1. P a r in té g ra tio n p a r p a rtie , o n m o n tre
q u e

∫

|ξ|<r

∆w

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ = −

∫

|ξ|<r

∇w · ∇ξ

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ +

1

r(1 − r2)1/2

∫

|ξ|=r

(∇w · ξ)d s .

D e m ê m e ,

∫

|ξ|<r

(D2wξ) · ξ

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ =

−

∫

|ξ|<r

(∇w · ξ)

(

2

(1 − |ξ|2)1/2
+

1

(1 − |ξ|2)3/2

)

d ξ +
r

(1 − r2)1/2

∫

|ξ|=r

∇w · ξ d s .

O n e ff e c tu e la so u stra c tio n d e c e s d e u x e x p re ssio n s, p u is o n fa it te n d re r v e rs 1. L e s
te rm e s d e b o rd s te n d e n t v e rs z é ro , c e q u i é ta b lit q u e

∫

|ξ|<1

∆w − (D2wξ) · ξ

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ = 2

∫

|ξ|<1

∇w · ξ

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ .

D e l’e x p re ssio n d e s d é riv é e s p a rtie lle s d e M v e n fo n c tio n d e w, o n e n d é d u it q u e
M v v é rifi e l’́e q u a tio n d e s o n d e s. R e ste à p ro u v e r q u e M v v é rifi e b ie n le s c o n d itio n s
a u x lim ite s a n n o n c é e s e n t = 0 .

O n a é v id e m m e n t M v(t = 0 ) = 0 . D e p lu s,

∂M v

∂t
=

1

2π

∫

|ξ|<1

t∇v(x − tξ) · ξ + v(x − tξ)

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ .

A in si,
∂M v

∂t
(x,t = 0 ) = v(x)

1

2π

∫

|ξ|<1

1

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ .

E n p a ssa n t e n c o o rd o n n é e s p o la ire s a fi n d e c a lc u le r le te rm e in té g ra le , il v ie n t

∂M v

∂t
(t = 0 ) = v .

E n fi n ,

∂2M v

∂t2
(t = 0 ) = −

1

π

∫

|ξ|<1

∇v(x) · ξ

(1 − |ξ|2)1/2
d ξ = −

1

π

∫

|ξ|<1

∇ξ.
(

∇v(x)(1 − |ξ|2)1/2
)

d ξ .
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P a r in té g ra tio n p a r p a rtie , o n o b tie n t q u e

∂2M v

∂t2
(t = 0) =

1

π

∫
|ξ|= 1

(∇v(x) · ξ)(1 − |ξ|2)1/2 d ξ = 0.

Cas N=3. O n p ro c è d e a u c a lc u l d e s d é riv é e s p a rtie lle s d e M v c o m m e p ré c é -
d e m m e n t. Il v ie n t

∂2M v

∂t2
=

1

4π

∫
|ξ|= 1

t(D2v(x − tξ)ξ) · ξ − 2 (∇v · ξ) d s

e t

∆(M v) =
1

4π

∫
|ξ|= 1

t∆v(x − tξ) d s .

S o it (x, t) fi x é e te l q u e t > 0. O n in tro d u it la fo n c tio n w(ξ) = v(x − tξ). O n a

∂2M v

∂t2
=

1

4πt

∫
|ξ|= 1

(D2wξ) · ξ + 2 (∇w · ξ) d s

∆(M v) =
1

4πt

∫
|ξ|= 1

∆w d s .

Il su ffi t d o n c d e re m a rq u e r q u e

∫
|ξ|= 1

(D2wξ + 2∇w − ∆wξ) · ξ d s = 0 ,

e n ta n t q u e fl u x d ’u n ch a m p d e d iv e rg e n c e n u lle . E n e ff e t,

∇ · (D2wξ) = ∇(∆w) · ξ + ∆w ,

e t (e n d im e n sio n 3),

∇ · (∆wξ) = 3∆w + ∇(∆w) · ξ .

P o u r fi n ir, il e st a isé d e v é rifi e r q u e M v v é rifi e b ie n le s c o n d itio n s a u x lim ite s a n -
n o n c é e s (p o u rv u q u ’o n sa ch e q u e la su rfa c e d e la sp h è re e st 4π).

E x e rc ic e 8 .5 .4 On considère l’équation des ondes (8.19) dans un domaine Ω ⊂ R
N

avec des conditions aux limites indéterminées mais h omog ènes, et une donnée initiale
(u0, u1) rég ulière et à sup p ort comp act dans Ω. V érifi er qu’il ex iste un temp s T > 0
tel que sur l’intervalle [0, T ] la solution est encore donnée p ar les formules de l’E x ercice
8.5.3.

Co rre c tio n .

S o it K l’u n io n d e s su p p o rts d e u0 e t u1. S i T e st in f́e rie u r à la d ista n c e d e K à la
fro n tìe re d e Ω, la so lu tio n e x p lic ite d o n n é e p a r l’e x e rc ic e p ré c é d e n t e st a u ssi so lu tio n
d e l’́e q u a tio n d e s o n d e s d a n s le d o m a in e Ω. E n e ff e t, le s c o n d itio n s a u x lim ite s so n t
v é rifi é e s, c a r u(x, t) e st n u l d è s q u e la d ista n c e d e x à K e st su p é rie u re à t.
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Exercice 8.5.5 (application musicale) En admettant que le son se propage selon
l’́equation des ondes, montrer qu’il n’est pas possib le d’́ecouter de la musique (audib le)
dans un monde de dimension spatiale N = 2, alors que c ’est (fort h eureusement) possib le
en dimension N = 3.

C orrection.
Il e st im p o ssib le d ’́e c o u te r u n e m u siq u e a u d ib le d a n s u n m o n d e à d e u x d im e n -

sio n s. E n e ff e t, to u te s le s o n d e s é m ise s so n t e n te n d u e s e n m ê m e te m p s p a r l’a u d ite u r
(e t p a s se u le m e n t c e lle s é m ise s à u n in sta n t d o n n é ).

Exercice 8.6 .1 M ontrer que le sc h éma de C rank -N ic h olson et celui de G ear sont
d’ordre 2 (en temps), tandis que le θ-sc h éma pour θ 6= 1/2 est d’ordre 1 .

C orrection.
S ch é m a d e C ra n k -N ich o lso n e t θ-sch é m a

S o it U la so lu tio n d e l’́e q u a tio n d iff é re n tie lle (8.58). L ’e rre u r d e tro n c a tu re d u
sch é m a d u θ-sch é m a e st

E(U) = M
U(tn+1) − U(tn)

∆t
+ K(θU(tn+1) + (1 − θ)U(tn))

− (θb(tn+1) + (1 − θ)b(tn)) .

E n e ff e c tu a n t u n d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n t = tn, o n o b tie n t

E(U) =

(

M
dU

dt
+ KU − b

)

+ ∆t

(

M

2

d2U

dt2
+ θ

(

K
dU

dt
−

db

dt

))

+ (∆t)2

(

M

6

d3U

dt3
+

θK

2

d2U

dt2
−

θ

2

d2b

dt2

)

+ O((∆t)3)

E n e x p lo ita n t l’́e q u a tio n v é rifi é e p a r U , o n e n d é d u it q u e

E(U) = ∆t
1 − 2θ

2

(

db

dt
−KM−1(b −KU)

)

+ (∆t)2
1 − 3θ

6

(

(KM−1)2(b −KU) + KM−1
db

dt
+

d2b

dt2

)

+ O((∆t)3).

P o u r θ 6= 2, le θ-sch é m a e st d ’o rd re 1 e n te m p s ta n d is q u e le sch é m a d e C ra n k -
N ich o lso n (q u i c o rre sp o n d a u c a s θ = 1/2) e st d ’o rd re 2 e n te m p s.
S ch é m a d e G e a r

D a n s le c a s d u sch é m a d e G e a r, l’e rre u r d e tro n c a tu re e st

E(U) = M
2U(tn+1) − 4U(tn) + U(tn−1)

2∆t
+ KU(tn+1) − b(tn+1).

E n e ff e c tu a n t u n d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n t = tn+1, o n o b tie n t

E(U) =

(

M
dU

dt
+ KU − b

)

(tn+1) +
(∆t)2

3
M

d3U

dt3
(tn+1) + O((∆t)3).
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S i U e st so lu tio n d e (8.58), o n a d o n c

E(U) =
(∆t)2

3
Md3U

dt3
(tn+ 1 ) + O((∆t)3).

L e sch é m a d e G e a r e st d o n c d ’o rd re 2 e n te m p s.

E x e rc ic e 8.6 .2 On considère le θ-sch ém a (8.59) a v ec 1/2 ≤ θ ≤ 1. On note ‖U‖M =√
MU · U . D ém ontrer l’́eq u iv a lent discret su iv a nt de l’inég a lité d’́energ ie (8.1 7 )

‖Un0‖2
M +

n0
∑

n= 0

∆tKÛn · Ûn ≤ C

(

‖U0‖2
M +

∫ T

0

‖f(t)‖2
L2(Ω )dt + O(1)

)

.

où n0 = T /∆t. P ou r cela , on p rendra le p rodu it sca la ire de (8.59) a v ec Ûn = θUn+ 1 +
(1 − θ)Un.

C o rre c tio n . A fi n d ’́e ta b lir l’in é g a lité d ’́e n e rg ie d e m a n d é e , o n p ro c è d e c o m m e d a n s
le c a s c o n tin u e . A c e t e ff e t, o n u tilise u n e v e rsio n d isc rè te d u le m m e d e G ro n w a ll :
S i vn e st u n e su ite d e ré e ls p o sitifs te ls q u e p o u r a ≥ v0 ≥ 0 e t b ≥ 0 , o n a

vn+ 1 ≤ a + b

n
∑

p= 0

vp,

a lo rs p o u r to u t n, o n a
vn ≤ a(1 + b)n.

D a n s u n p re m ie r te m p s, n o u s a llo n s d o n c d é m o n tre r c e le m m e , p u is l’a p p liq u e r a u
θ-sch é m a a fi n d ’o b te n ir l’e stim a tio n d ’́e n e rg ie so u h a ité e . O n in tro d u it la su ite wn

d é fi n ie p a r

wn+ 1 = a + b
n

∑

p= 0

wp,

w0 = a. O n v é rifi e q u e wn = a(1 + b)n e t q u e vn ≤ wn, c e q u i p ro u v e la v e rsio n
d isc rè te d e le m m e d e G ro n w a ll. N o u s a llo n s m a in te n a n t a p p liq u e r c e le m m e a fi n
d ’o b te n ir l’e stim a tio n v o u lu e .

N o to n s q u e

2M(Un+ 1 − Un) · (θUn+ 1 + (1 − θ)Un) = ‖Un+ 1 ‖2
M − ‖Un‖2

M

+ (2θ − 1)‖Un+ 1 − Un‖2
M.

E n e ff e c tu a n t le p ro d u it sc a la ire d e (8.59 ) a v e c Ûn = θUn+ 1 +(1− θ)Un, o n o b tie n t

‖Un+ 1 ‖2
M

− ‖Un‖2
M

2∆t
+

2θ − 1

2∆t
‖Un+ 1 −Un‖2

M +KÛn · Ûn = (θbn+ 1 + (1− θbn)) · Ûn.

C o m m e θ ≥ 1/2, p a r so m m a tio n d e la re la tio n p ré c é d e n te , il v ie n t

‖Un+ 1 ‖2
M

− ‖U0‖2
M

2∆t
+

n
∑

p= 0

KÛp · Ûp ≤
n

∑

p= 0

(θbp+ 1 − (1 − θ)bp) · (θUp+ 1 − (1 − θ)Up).

(8 .21)
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M a jo ro n s le te rm e d e d ro ite . D ’a p rè s la d é fi n itio n d e b, o n a

(θbp+1 − (1 − θ)bp) · (θU
p+1 − (1 − θ)Up)

=

∫

Ω

(θf(tp+1) + (1 − θ)f(tp)) · (θu
p+1

h
+ (1 − θ)up

h
)d x.

O n e n d é d u it q u e

(θbp+1 − (1 − θ)bp) · (θU
p+1 − (1 − θ)Up)

≤
1

2

(

‖θf(tp+1) + (1 − θ)f(tp)‖
2
L2 + ‖θup+1

h
+ (1 − θ)up

h
‖2

L2

)

.

D e la d é fi n itio n d e M e t e n u tilisa n t la c o n v e x ité d e l’a p p lic a tio n x 7→ x2, il e n
d é c o u le q u e

(θbp+1 − (1 − θ)bp) · (θU
p+1 − (1 − θ)Up)

≤
1

2

(

θ‖f(tp+1)‖
2
L2 + (1 − θ)‖f(tp)‖

2
L2 + θ‖Up+1‖2

M + (1 − θ)‖Up‖2
M.
)

L ’in é g a lité (8 .21) im p liq u e a in si

1

2∆t

(

‖Un+1‖2
M − ‖U0‖

2
M

)

+
n
∑

p= 0

KÛp.Ûp ≤
1

2

(

n+1
∑

p= 0

‖f(tp)‖
2
L2 +

n+1
∑

p= 0

‖Up‖2
M,

)

.

O n ré a rra n g e le s d iff é re n ts te rm e s d e l’in é g a lité a fi n d ’o b te n ir u n e m a jo ra tio n n o u s
p e rm e tta n t d ’a p p liq u e r l’́e q u iv a le n t d isc re t d u le m m e d e G ro n w a ll.

‖Un+1‖2
M +

2∆t

1 − ∆t

n
∑

p= 0

KÛp · Ûp

≤
1

1 − ∆t
‖U0‖2

M +
∆t

1 − ∆t

(

n+1
∑

p= 0

‖f(tp)‖
2
L2 +

n
∑

p= 0

‖Up‖2
M

)

O n a p p liq u e la v e rsio n d isc rè te d u le m m e d e G ro n w a ll à

vn = ‖Un‖2
M,

a =
1

1 − ∆t
‖U0‖2

M +
1

1 − ∆t

n0
∑

p= 0

‖f(tp)‖
2
L2 .

P o u r to u t n ≤ n0, o n a vn ≤ a(1 + b)n. E n p a rtic u lie r,

a + b

n
∑

p= 0

vp ≤ a(1 + b)n+1,
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et

1

2
‖Un+1‖2

M + (1 − ∆t)−1

n
∑

p= 0

KÛp · Ûp∆t

≤ (1 − ∆t)−(n+2)

(

n0+1
∑

0

‖f(tp)‖
2
L2∆t + ‖U0‖2

M

)

.

N o to n s q u e (1−∆t)−n e st m a jo ré p a r u n e c o n sta n te in d é p e n d a n te d u p a s d e te m p s
∆t (m a is d é p e n d a n t d u te m p s fi n a l T = n0∆t). E n e ff e t, (1 − ∆t)−n → et lo rsq u e
∆t te n d v e rs z é ro (a v e c n = t/ (∆t)). O n re tro u v e a in si l’́e q u iv a le n t d isc re t d e l’e sti-
m a tio n d ’́e n e rg ie d e l’E x e rc ic e 8 .3.1.

Exercice 8.6.3 Montrer que le schéma de Gear (8.61) est inconditionnellement stab le.

C o rrectio n . O n p ro u v e la sta b ilité e n é ta b lissa n t u n e e stim a tio n d ’́e n e rg ie d u
m ê m e ty p e q u e c e lle o b te n u e d a n s l’E x e rc ic e 8 .6 .2. O n n o te to u t d ’a b o rd q u e

M(3Un+1 − 4Un + Un−1) · Un+1 =
1

2

(

‖Un+1‖2
M − ‖Un‖2

M

+ ‖2Un+1 − Un‖2
M − ‖2Un − Un−1‖2

M + ‖Un+1 − 2Un + Un−1‖2
M

)

.

O n e ff e c tu e le p ro d u it sc a la ire d u sch é m a d e G e a r (8.61 ) p a r Un+1. E n m a jo ra n t le
se c o n d te rm e , o n o b tie n t

1

4

(

‖Un+1‖2
M − ‖Un‖2

M + ‖2Un+1 − Un‖2
M − ‖2Un − Un−1‖2

M

)

+ ∆tKUn+1 · Un+1 ≤ ∆t

(

1

2
‖Un+1‖2

M +
1

2
‖f(tn+1)‖

2
L2(Ω )

)

.

P a r so m m a tio n , o n e n d é d u it q u e

(1 − 2∆t)‖Un+1‖2
M + ∆t

n+1
∑

p= 1

KUp · Up

≤ ‖2U1 − U0‖2
M + ‖U1‖2

M + 2(∆t)
n+1
∑

p= 1

‖f(tp)‖
2
L2 + 2(∆t)

n
∑

p= 1

‖Up‖2
M.

E n a p p liq u a n t la v e rsio n d isc rè te d u L e m m e d e G ro n w a ll, o n o b tie n t l’e stim a tio n
d ’́e n e rg ie

‖Un‖2
M ≤ (1 − 2∆t)−(n+1)

(

‖2U1 − U0‖2
M + ‖U1‖2

M + 2

n0+1
∑

p= 1

‖f(tp)‖
2
L2∆t

)

,

p o u r to u t n ≤ n0. C o m m e (1 − 2∆t)−(n+1) e st b o rn é in d é p e n d a m m e n t d e ∆t p o u r
u n te m p s fi n a l d o n n é , le sch é m a e st sta b le .



144 CHAPITRE 8. PROBLÈM ES D ’ÉV OLU TION

Exercice 8.6.4 On résout par éléments finis P1 et sc h éma explic ite en temps l’́eq uation
d e la c h aleur (8.12) en d imension N = 1. On utilise une formule d e q uad rature q ui rend
la matrice M d iag onale (voir la R emarq ue 7 .4 .3 et l’E x erc ice 7 .4 .1). On rappelle q ue la
matrice K est d onnée par (6 .12) et q u’on a calculé ses valeurs propres lors d e l’E x erc ice
13 .1.3 . M ontrer q ue d ans ce cas la cond ition C F L (8.6 2) est b ien d u type ∆t ≤ C h2.

C o rrectio n . L a c o n d itio n C F L (8.62 ) e st to u jo u rs v a la b le , m ê m e si M n ’e st p a s
la m a tric e d e m a sse e x a c te . A in si, le sch é m a e st sta b le so u s la c o n d itio n C F L (o n a
θ = 0 )

m a x
k

λk∆t ≤ 2,

o ù λk so n t le s v a le u rs p ro p re s d e K, c ’e st à d ire

λk = 4h−2 sin 2

(

k π

2(n + 1)

)

.

C o m m e λk ≤ 4h−2, o n re tro u v e u n e c o n d itio n C F L c la ssiq u e , c ’e st à d ire

2∆t ≤ h2.

Exercice 8.6.5 É c rire le sy stème linéaire d ’́eq uations d iff érentielles ord inaires ob tenu
par semi-d isc rétisation d e l’́eq uation d es ond es amortie (8.5 3 ).

C o rrectio n . L e p ro b l̀e m e d isc ré tisé e n e sp a c e c o n siste à d é te rm in e r u(t) fo n c tio n
d e t à v a le u r d a n s V0h te l q u e p o u r to u t vh ∈ V0h,

d2

dt2
〈uh(t), vh〉L2(Ω ) + η

d

dt
〈uh(t), vh〉L2(Ω ) + 〈∇uh(t),∇v(t)〉 = 〈f , vh〉L2(Ω )

te l q u e

uh(t = 0 ) = u0,h e t
duh

dt
(t = 0 ) = u1,h.

S i φi d é sig n e la b a se d e V0h, si o n n o te Ui(t) le s c o o rd o n n é e s d e uh(t) d a n s c e tte
b a se , o n a

d2

dt2
MU(t) + η

d

dt
MU(t) + KU(t) = b(t)

o ù M e st la m a tric e d e m a sse M = 〈φi, φj〉, K la m a tric e d e rig id ité 〈∇φi,∇φj〉 e t
b le te rm e so u rc e 〈f , φj〉.

Exercice 8.7 .1 M ontrer q ue le sc h éma d e N ew mark est d ’ord re 1 (en temps) pour
δ 6= 1/2, d ’ord re 2 pour δ = 1/2 et θ 6= 1/12, et d ’ord re 4 si δ = 1/2 et θ = 1/12 (on
se limitera à l’́eq uation sans amortissement).

C o rrectio n .

O n in tro d u it l’e rre u r d e tro n c a tu re

E(U) = M
U(t + ∆t) − 2U(t) + U(t − ∆t)

(∆t)2

+ K

(

θU(t + ∆t) +

(

1

2
+ δ − 2θ

)

U(t) +

(

1

2
− δ + θ

)

U(t − ∆t)

)

−

(

θb(t + ∆t) +

(

1

2
+ δ − 2θ

)

b(t) +

(

1

2
− δ + θ

)

b(t − ∆t)

)

.
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E n e ff e c tu a n t u n d é v e lo p p e m e n t d e T a y lo r e n t = tn, o n é ta b lit q u e

E(U) = MU ′′ + KU − b + ∆ t

(

δ −
1

2

)

(KU ′ − b′)

+ (∆ t)2

(

1

4
−

δ

2
+ θ

)

(K U ′′ − b′′) +
(∆ t)2

12
MU (4)

+
(∆ t)3

6

(

δ −
1

2

)

(KU (3) − b(3)) + O((∆ t)4).

S i U e st so lu tio n d e l’́e q u a tio n (8.67), o n a

MU ′′ + KU − b = 0

et
KU ′′ − b′′ = −MU (4) .

A in si,

E(U) = ∆ t

(

δ −
1

2

)

(KU ′ − b′) − (∆ t)2

(

1

4
−

δ

2
+ θ −

1

12

)

MU (4)

+
(∆ t)3

6

(

δ −
1

2

)

(KU (3) − b(3)) + O((∆ t)4).

O n v é rifi e a isé m e n t su r l’e x p re ssio n d e E(U) q u e le sch é m a d e N e w m a rk e st d ’o rd re
1 p o u r δ 6= 1/2, d ’o rd re 2 p o u r δ = 1/2 et θ 6= 1/12 et d ’o rd re (a u m o in s) 4 si
δ = 1/2 et θ = 1/12.

E x e rc ic e 8.7.2 On considère le cas limite du Lemme 8.7.1, c’est-à-dire δ = 1/2 et

λi (∆ t)2 = 4
1−4θ

. M ontrer q ue le sch éma de N ew mark est instab le dans ce cas en v érifi ant

q ue

Ai =

(

−2 −1
1 0

)

, et An

i
= (−1)n

(

n + 1 n
−n 1 − n

)

.

R emarq uez q u’il s’ag it d’une instab ilité “ faib le” p uisq ue la croissance de An

i
est linéaire

et non ex p onentielle.

C o rre c tio n . D ’a p rè s la d é m o n stra tio n d u L e m m e 8.7.1 , o n a

Ai =

(

a11 a12

1 0

)

,

a11 =
2 − λi(∆ t)2(1

2
+ δ − 2θ)

1 + θλi(∆ t)2
, a12 = −

1 + λi(∆ t)2(1
2
− δ + θ)

1 + θλi(∆ t)2
.

O n v é rifi e sa n s m a l q u e p o u r δ = 1/2 et λi(∆ t)2 = 4θ/(1−θ), a11 = −2 et a12 = −1.
A in si,

Ai =

(

−2 −1
1 0

)

.
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P a r ré c u rre n c e o n é ta b lit a lo rs q u e

A
n

i
= (−1)n

(

n + 1 n

−n 1 − n

)

Il s’e n su it q u e le q u e le sch é m a d e N e w m a rk e st in sta b le d a n s c e c a s (p o u r s’e n
c o n v a in c re , il su ffi t p a r e x e m p le d e c o n sid é ré le c a s b = 0 , U1

i
= U0

i
= 1)



Chapitre 9

IN T R O D U CT IO N A

L ’O P T IM IS A T IO N

E x erc ice 9.1 .1 Montrer par des exemples que le fait que K est fermé ou que J est

continue est en g énéral nécessaire pour l’existence d’un minimum. D onner un exemple

de fonction continue et minorée de R dans R n’admettant pas de minimum sur R.

Co rrectio n . Exemples de non-existence de minimum
– K non fermé : minimisa tion de J(x) = x2 sur ]0 , 1 [.
– J non continue : minimisa tion sur R de J(x) = x2 pour x 6= 0 , J(0 ) = 1 .
– J non coerciv e : minimisa tion sur R de J(x) = e−x.

E x erc ice 9.1 .2 Montrer que l’on peut remplacer la propriété “ infi nie à l’infi ni” (9.3)

par la condition plus faib le

inf
v∈K

J(v) < lim
R→+∞

(

inf
‖v‖≥ R

J(v)
)

.

Co rrectio n . S oit (un) une suite minimisa nte de J sur K. C omme

inf
v∈K

J(v) < lim
R→+∞

(

inf
‖v‖≥ R

J(v)

)

,

et q ue J(vn) conv erg e v ers infv∈K J(v), il existe δ > 0 tel q ue pour n a ssez g ra nd,

J(vn) < lim
R→+∞

(

inf
‖v‖≥ R

J(v)

)

− δ.

A insi, il existe R tel q ue pour n a ssez g ra nd,

J(vn) < inf
‖v‖≥ R

J(v).

O n en déduit q ue pour n a ssez g ra nd, v a ppa rtient à la b oule de ra y on R. A utrement
dis, la suite vn reste b ornée. L a suite de la démonstra tion est a lors identiq ue à la
démonstra tion initia le.

1 4 7
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Exercice 9.1.3 Montrer que l’on peut remplacer la continuité de J par la semi-
continuité inf́erieure de J défi nie par

∀(un)n≥0 suite dans K , lim
n→+∞

un = u =⇒ lim in f
n→+∞

J(un) ≥ J(u) .

C o rrectio n . S e u l la fi n d e la d é m o n stra tio n e st m o d ifi é e . L a su ite m in im isa n te
(unk) c o n v e rg e v e rs u, m a is c e tte fo is o n a se u le m e n t

J(u) ≤ lim in f
k→∞

J(unk) = in f
v∈K

J(v).

O r c o m m e u ∈ K, in fv∈K J(v) ≤ J(u), d ’o ù

J(u) = in f
v∈K

J(v).

Exercice 9.1.4 Montrer qu’il ex iste un minimum pour les E x emples 9.1.1, 9.1.6 et
9.1.7 .

C o rrectio n . L e s c o n d itio n s d u T h é o rè m e 9.1.3 so n t triv ia le m e n t sa tisfa ite s.

Exercice 9.1.5 S oit a et b deux réels av ec 0 < a < b, et pour n ∈ N
∗, soit Pn

l’ensemb le des polynômes P de deg ré inf́erieur ou ég al à n tels que P (0) = 1. P our
P ∈ Pn, on note ‖P‖ = m a x x∈[a ,b ] |P (x)|.

1 . Montrer que le prob lème
in f

P∈P n

‖P‖ (9 .1)

a une solution.

2 . O n rappelle que les polynômes de T ch eb y ch eff Tn(X) sont défi nis par les relations

T0(X) = 1 , T1(X) = X , Tn+1(X) = 2XTn(X) − Tn−1(X) .

Montrer que le deg ré de Tn est ég al à n et que pour tout θ ∈ R, Tn(c o s θ) =
co s(nθ). E n déduire l’ex istence de n + 1 réels

ξn

0 = 1 > ξn

1 > ξn

2 > · · · > ξn

n
= −1

tels que Tn(ξn

k
) = (−1)k pour 0 ≤ k ≤ n et que m a x −1≤x≤1 |Tn(x)| = 1.

3 . Montrer que l’unique solution de (9 .1 ) est le polynôme

P (X) =
1

Tn

(

b + a

b − a

)Tn







b + a

2
− X

b − a

2






.

C o rrectio n .

1. L ’e n se m b le d e s p o ly n ô m e s d e d e g ré in f́e rie u r o u é g a l à n te l q u e P (0) = 1 est u n
so u s e sp a c e a ffi n e (e t fe rm é ) d e l’e n se m b le d e p o ly n ô m e d e d e g ré in f́e rie u r o u é g a l à
n m u n i d e la n o rm e m a x x∈[a ,b ] |P (x)|. T o u te s le s h y p o th è se s d u T h é o rè m e 9.1.3 so n t
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sa tisfa ite s d ’o ù o n d é d u it l’e x iste n c e d ’u n e so lu tio n a u p ro b l̀e m e d e m in im isa tio n d e
‖P‖ su r Pn.
2. P a r u n e ré c u rre n c e fa c ile , o n m o n tre q u e Tn e st u n p o ly n ô m e d e d e g ré n e t
q u e Tn(c o s(θ)) = co s(nθ). P o u r to u t 0 ≤ k ≤ n, o n p o se ξn

k = co s(kπ /n). O n a
ξn
0 = 1 > ξn

1 > · · · > ξn
n = −1 et Tn(ξk

n) = co s(kπ ) = (−1)k. E n fi n ,

m a x
−1≤x≤1

|Tn(x)| = m a x
θ∈R

|Tn(c o s(θ))| = m a x
θ∈R

| c o s(nθ)| = 1.

3 . S o it R u n p o ly n ô m e d e n o rm e m in im a l a p p a rte n a n t à Pn. O n c o n sid è re le
p o ly n ô m e S = P − R o ù

P (X) =
1

Tn

(

b + a

b − a

)Tn







b + a

2
− X

b − a

2






.

O n v e u t m o n tre r q u e S = 0. P o u r to u t k = 0, · · · , n, o n p o se yk = a+b
2

−
(

a−b
2

)

ξk.
D ’a p rè s la q u e stio n p ré c é d e n te , P (yk) = (−1)k‖P‖. O n d é fi n it le s e n se m b le s d ’
in d ic e s

I = {i ∈ {0, · · · , n − 1} : S(yi) 6= 0 et S(yi+1) 6= 0}
J = {j ∈ {1, · · · , n − 1} : S(yj) = 0}
K = {k ∈ {0, n} : S(yk) = 0}.

O n v é rifi e q u e |I| + 2|J | + |K| ≥ n. P o u r to u t j ∈ J , o n a |R(yj)| = ‖P‖ ≥ ‖R‖,
d ’o ù ‖R‖ = |R(yj)| e t R′(yj) = 0. D e p lu s, P ′(yj) = 0, d ’o ù S ′(yj) = 0.
D e p lu s, p o u r to u t i ∈ I, c o m m e ‖P‖ ≥ ‖R‖, le sig n e d e S(yi) = P (yi) − R(yi) e st
é g a le a u sig n e d e P (yi) = ‖P‖(−1)i. D e m a n ìe re sim ila ire , le sig n e d e S(yi+1) e st
(−1)i+1. C o m m e S(yi) e t S(yi+1) so n t d e sig n e s o p p o sé s, le p o ly n ô m e S s’a n n u le su r
l’in te rv a lle [yi, yi+1] a u m o in s u n e fo is.
A in si, p o u r to u t j ∈ J , S(yj) = S ′(yj) = 0 et yj e st u n e ra c in e d o u b le , p o u r to u t
i ∈ I, il e x iste xi ∈]yi, yi+1[ te l q u e S(xi) = 0 et p o u r to u t k ∈ K, S(yk) = 0. D e p lu s
S(0) = 0. A in si, S a d m e t a u m o in s |I| + 2|J | + |K| + 1 ra c in e s (m u ltip le s). C o m m e
S e st d e d e g ré a u p lu s n ≤ |I| + 2|J | + |K|, o n a S = 0.

E x e rc ic e 9 .2.1 Modifier la construction de l’Exemple 9.2.2 pour montrer q u’il n’existe

pas non plus de minimum de J sur C1[0, 1].

C o rre c tio n . S o it a ∈ [0, 1]. O n n o te Pa la fo n c tio n d e C1(R; R) p a ire , 2 p é rio d iq u e
d é fi n ie su r [0, 1] p a r

Pa(x) =







x2/2a + (a − 1)/2 si 0 ≤ x ≤ a
x − 1/2 si a ≤ x ≤ 1 − a,
−(x − 1)2/2(1 − a) + (1 − a)/2 si 1 − a ≤ x ≤ 1

O n n o te un ∈ C1(R; R) la fo n c tio n 2/n−p é rio d iq u e , d é fi n ie p a r

un(x) = n−1hPn−1(nx).

O n v é rifi e d e un(x) → 0 p re sq u e p a rto u t e t q u e |(un)′(x)| → h p re sq u e p a rto u t.
A in si, l’in fi m u m d e Jh su r C1([0, 1]) e st n u l e t n e p e u t ê tre a tte in t si h > 0.
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Exercice 9.2.2 Soient J1 et J2 d eu x fonctions convex es su r V,λ > 0, et ϕ u ne fonction
convex e c roissa nte su r u n interv a lle d e R contena nt l’ensem b le J1(V ). M ontrer q u e
J1 + J2, m a x (J1,J2), λJ1 et ϕ ◦ J1 sont convex es.

C o rrectio n . L a c o n v e x ité d e J1 + J2 c o m m e d e λJ1 e st triv ia le à é ta b lir.

E p i(m a x (J1,J2)) = {(λ,v) ∈ R × V : λ ≥ J1(v) e t λ ≥ J2(v)}

= E p i(J1) ∩ E p i(J2).

L ’in te rse c tio n d e d e u x c o n v e x e s é ta n t c o n v e x e , E p i(m a x (J1,J2)) e st c o n v e x e e t
m a x (J1,J2) e st c o n v e x e .
C o m m e J e st c o n v e x e e t ϕ c ro issa n te ,

ϕ ◦ J(θx + (1 − θ)y) ≤ ϕ(θJ(x) + (1 − θ)J(y)).

L a c o n v e x ité d e ϕ n o u s p e rm e t d ’e n d é d u ire la c o n v e x ité d e ϕ ◦ J .

Exercice 9.2.3 Soit (Li)i∈I u ne fa m ille (év entu ellem ent infi nie) d e fonctions a ffi nes
su r V . M ontrer q u e su p

i∈I
Li est convex e su r V . R éc ip roq u em ent, soit J u ne fonction

convex e continu e su r V . M ontrer q u e J est ég a le a u su p
Li≤J

Li où les fonctions Li sont
a ffi nes.

C o rrectio n . L e su p d e fo n c tio n c o n v e x e e st u n e fo n c tio n c o n v e x e . E n e ff e t, u n e
fo n c tio n J : V → R e st c o n v e x e si e t se u le m e n t si so n é p ig ra p h e

E p i(J) = {(λ,v) ∈ R × V, λ ≥ J(v)}

e st c o n v e x e . A in si, si J = su p
i∈I

Ji, o ù Ji so n t d e s fo n c tio n s c o n v e x e s, o n a

E p i(J) = {(λ,v) ∈ R × V, λ ≥ Ji(v) p o u r to u t i ∈ I}

=
⋂

i

E p i(Ji).

U n e in te rse c tio n d e c o n v e x e s é ta n t c o n v e x e , l’́e p ig ra p h e d e J e st c o n v e x e . L a fo n c tio n
J e st d o n c c o n v e x e .

R é c ip ro q u e m e n t, su p p o so n s q u e J so it c o n v e x e . S o it v0 ∈ V e t λ0 ∈ R te l q u e
λ0 < J(v0), c ’e st à d ire te l q u e (λ0,v0) n ’a p p a rtie n n e p a s à E p i(J). N o to n s q u e
l’e n se m b le E p i(J) e st u n c o n v e x e fe rm é (fe rm é c a r J e st c o n tin u e e t c o n v e x e c a r J
e st c o n v e x e ). P u isq u e (λ0,v0) /∈ E p i(J), n o u s d é d u iso n s d u T h é o rè m e 1 2.1 .1 9 d e
sé p a ra tio n d ’u n p o in t e t d ’u n c o n v e x e l’e x iste n c e d e α , β ∈ R e t d ’u n e fo rm e lin é a ire
c o n tin u e T ∈ V ′ te ls q u e

β λ + T (v) > α > β λ0 + T (v0) ∀ (λ,v) ∈ E p i(J) .

A in si,
β J(v) + T (v) > α > β λ0 + T (v0) ∀ v ∈ V

e t
β J(v) > β λ0 + T (v0) − T (v) ∀ v ∈ V.
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E n a p p liq u a n t l’in é g a lité p ré c é d e n te à v = v0, o n e n d é d u it q u e β e st n o n n u l. D e
p lu s, β e st n é c e ssa ire m e n t p o sitif. O n a d o n c

J(v) > λ0 + β−1(T (v0) − T (v)) ∀ v ∈ V.

O n p o se L(v) = λ0 + β−1(T (v0)− T (v)). O n a p ro u v é q u e p o u r to u t (v0, λ0) te l q u e

J(v0) > λ0,

il e x iste u n e fo n c tio n a ffi n e L te lle q u e p

J(v0) ≥ L(v0) = λ0

e t J(v) ≥ L(v) p o u r to u t v ∈ V . O n e n d é d u it q u e

J = su p
Li≤J

Li,

o ù le s Li so n t d e s fo n c tio n s a ffi n e s.

Exercice 9.2.4 Si J e st c o n tin u e e t α-c o n v e x e , m o n tre r q u e , p o u r to u t θ ∈ [0 , 1],

J(θu + (1 − θ)v) ≤ θJ(u) + (1 − θ)J(v) −
αθ(1 − θ)

2
‖u − v‖2 . (9 .2)

C o rrectio n . P o u r to u t n, o n n o te Kn = {x ∈ [0 , 1] : 2nx ∈ N}. S u p p o so n s q u e
l’in é g a lité (9 .2) so it v é rifi é e p o u r to u t θ ∈ Kn. S o it θ ∈ Kn+ 1\Kn, il e x iste θ1, θ2 ∈ Kn

te ls q u e θ1 < θ2 e t θ = (θ1 + θ2)/2. C o m m e J e st α-c o n v e x e ,

J(θu + (1 − θ)v) = J

(

(θ1u + (1 − θ1)v) + (θ2u + (1 − θ2)v)

2

)

≤
J(θ1u + (1 − θ1)v) + J(θ2u + (1 − θ2)v)

2
+

α

8
(θ2 − θ1)

2‖u − v‖2

L ’in é g a lité (9 .2) a y a n t é té su p p o sé e e x a c te su r Kn, o n a d o n c

J (θu + (1 − θ)v) ≤
θ1J(u) + (1 − θ1)J(v) + θ2J(u) + (1 − θ2)J(v)

2

+
αθ1(1 − θ1) + α(θ2(1 − θ2)

4
‖u − v‖2 +

α

8
(θ2 − θ1)

2‖u − v‖2.

e t

J(θu + (1 − θ)v) ≤
θJ(u) + (1 − θ)J(v)

2
+

α(θ1 + θ2)(2 − (θ1 + θ2))

8
‖u − v‖2,

c e q u i p ro u v e q u e l’in é g a lité e st a lo rs v a la b le p o u r to u t é ĺe m e n t d e Kn+ 1. O n e n
d é d u it p a r ré c u rre n c e q u e l’in é g a lité e st v a la b le p o u r θ ∈

⋃

n
Kn. C o m m e J e st

c o n tin u e , l’in é g a lité re ste v a la b le su r l’a d h é re n c e d e l’u n io n d e s Kn, c ’e st à d ire su r
[0 , 1].
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Exercice 9.2.5 Soit A u n e m a tric e sy m é triq u e d ’ord re N e t b ∈ R
N . P ou r x ∈ R

N ,
on p ose J(x) = 1

2
Ax · x − b · x. M on tre r q u e J e st con v e x e si e t se u le m e n t si A e st

se m i-d é fi n ie p ositiv e , e t q u e J e st stric te m e n t con v e x e si e t se u le m e n t si A e st d é fi n ie
p ositiv e . D a n s c e d e rn ie r c a s, m on tre r q u e J e st a u ssi forte m e n t con v e x e e t trou v e r la
m e ille u re con sta n te α.

C o rrectio n .

J((x + y)/2) = A(x + y) · (x + y)/8 − (b · x + b · y)/2

=
Ax · x − b · x + Ay · y − b · y

2
− A(x − y) · (x − y)/8

= (J(x) + J(y))/2 − A(x − y) · (x − y)/8.

L ’a p p lic a tio n J e st d o n c c o n v e x e si e t se u le m e n t si la m a tric e A e st p o sitiv e . E lle
e st stric te m e n t c o n v e x e si e t se u le m e n t si A e st d é fi n ie p o sitiv e . D a n s c e c a s, e lle e st
fo rte m e n t c o n v e x e e t la m e ille u re c o n sta n te α e st la p lu s p e tite v a le u r p ro p re d e A.

Exercice 9.2.6 Soit Ω u n ou v e rt d e R
N e t H1(Ω) l’e sp a c e d e Sob ole v a ssoc ié (v oir la

D é fi n ition 4.3.1). Soit la fon c tion J d é fi n ie su r Ω p a r

J(v) =
1

2

∫

Ω

(

|∇ v(x)|2 + v(x)2
)

d x −

∫

Ω

f(x)v(x) d x ,

a v e c f ∈ L2(Ω). M on tre r q u e J e st forte m e n t con v e x e su r H1(Ω).

C o rrectio n .

J((u + v)/2) =
J(u) + J(v)

2
− ‖u − v‖2

H1/8.

(L e s c a lc u ls so n t id e n tiq u e s à c e u x e ff e c tu é e s lo rs d e l’E x e rc ic e 9 .2.5)

Exercice 9.2.7 Soit v0 ∈ V e t J u n e fon c tion con v e x e m a joré e su r u n e b ou le d e c e n tre
v0. M on tre r q u e J e st m in oré e e t con tin u e su r c e tte b ou le .

C o rrectio n . S a n s p e rte d e g é n é ra lité , o n p e u t su p p o se r q u e v0 = 0 et J(0 ) = 0 e t
q u e J e st m a jo ré e su r u n e b o u le d e ra y o n u n ité . S o it M u n m a jo ra n t d e J su r la
b o u le . S o it v te l q u e ‖v‖ < 1, o n a

J(v) = J

(

‖v‖
v

‖v‖
+ (1 − ‖v‖)0

)

≤ ‖v‖J

(

v

‖v‖

)

+ (1 − ‖v‖)J(0 ) ≤ ‖v‖M.

D e p lu s,

0 = J(0 ) = J

(

1

1 + ‖v‖
v +

‖v‖

1 + ‖v‖

(

−
v

‖v‖

))

≤
1

1 + ‖v‖
J(v) +

‖v‖

1 + ‖v‖
J

(

−
v

‖v‖

)

≤
1

1 + ‖v‖
J(v) +

‖v‖

1 + ‖v‖
M.
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Il d é c o u le d e c e s d e u x in é g a lité s q u e

|J(v)| ≤ M‖v‖.

A in si, J e st m in o ré e su r la b o u le u n ité e t c o n tin u e e n z é ro . E n fi n , o n p e u t a p p liq u e r
c e ré su lta t à to u t p o in t a p p a rte n a n t à la b o u le u n ité o u v e rte p o u r c o n c lu re q u e J

e st c o n tin u e su r c e tte d e rn ìe re .

Exercice 9.2.8 Montrer que le Théorème 9.2.6 s’a p p lique à l’E x emp le 9.1 .1 0 (utiliser
l’inég a lité d e P oinc a ré d a ns H

1
0 (Ω )).

C o rrectio n . D ’a p rè s l’in é g a lité d e P o in c a ré ,

‖v‖H
1

0
(Ω =

∫
Ω

|∇ v|2d x

d é fi n i u n e n o rm e su r H
1
0 . A in si, J e st fo rte m e n t c o n v e x e e t le T h é o rè m e 9.2.6 s’a p -

p liq u e .

Exercice 9.2.9 G énéra liser l’E x erc ice 9.2.8 a ux d iff érents mod èles rencontrés a u C ha -
p itre 5 : L a p la c ien a v ec cond itions a ux limites d e N eumann (voir la P rop osition 5.2.1 6),
éla stic ité (v oir l’E x erc ice 5.3 .3 ), S tok es (voir l’E x erc ice 5.3 .1 0 ).

C o rrectio n . P a s d e P b .
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Chapitre 10

CO N D IT IO N S D ’O P T IM A L IT É

ET A L G O R IT H M ES

Ex erc ice 10.1.1 Montrer que la dérivabilité de J en u im p lique la continuité de en u.

Montrer aussi que, si L1, L2 vérifi ent
{

J(u + w) ≥ J(u) + L1(w) + o(w) ,

J(u + w) ≤ J(u) + L2(w) + o(w) ,
(1 0.1 )

alors J est dérivable et L1 = L2 = J ′(u).

Co rrectio n . S i J e st d é riv a b le a u se n s d e F ré ch e t e n u, il e x iste u n e fo rm e lin é a ire
c o n tin u e L te lle q u e

J(u + w) = J(u) + L(w) + o(w).

A in si,
|J(u + w) − J(u)| ≤ ‖L‖‖w‖ + |o(w)|.

L e te rm e d e d ro ite c o n v e rg e a n t v e rs z é ro lo rsq u e w te n d v e rs z é ro , J e st c o n tin u e
e n u.

C o n sid é ro n s u n fo n c tio n J v é rifi a n t (1 0.1 ). D e

J(u + w) ≥ J(u) + L1(w) + o(w)

e t
−J(u + w) ≥ −J(u) − L2(w) + o(w),

o n d é d u it q u e
0 ≥ (L1 − L2)(w) + o(w).

A in si, p o u r to u t ré e l α > 0,

0 ≥ (L1 − L2)(w) + ‖w‖o(αw)

α‖w‖

(o n a p p liq u e l’in é g a lité p ré c é d e n te à αw e t o n d iv ise p a r α). E n fa isa n t te n d re α

v e rs z é ro , o n o b tie n t q u e p o u r to u t w,

0 ≥ (L1 − L2)(w).

1 5 5
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C e tte in é g a lité a p p liq u é e −w, n o u s d o n n e l’in é g a lité in v e rse e t fi n a le m e n t l’́e g a lité
L1(w) = L2(w). Il e n d é c o u le q u e J e st d é riv a b le a u se n s d e F ré ch e t e t q u e J ′ =
L1 = L2.

Exercice 10.1.2 (essentiel !) Soit a u n e form e b ilin é a ire sy m é triq u e con tin u e su r
V × V . Soit L u n e form e lin é a ire con tin u e su r V . O n p ose J(u) = 1

2
a(u, u) − L(u).

M on tre r q u e J e st d é riv a b le su r V e t q u e 〈J ′(u), w〉 = a(u, w) − L(w) p ou r tou t
u, w ∈ V .

C o rrectio n. Il su ffi t d e d é v e lo p p e r l’e x p re ssio n J(u + w). O n o b tie n t

J(u + w) = J(u) + a(u, w) − L(w) + a(w, w)/2.

L a fo rm e b ilin é a ire a é ta n t c o n tin u e , a(w, w)/‖w‖ c o n v e rg e v e rs z é ro lo rsq u e w te n d
v e rs z é ro . L a fo n c tio n J e st d o n c d é riv a b le e t

〈J ′(u), w〉 = a(u, w) − L(w).

Exercice 10.1.3 Soit A u n e m a tric e sy m é triq u e N ×N e t b ∈ R
N . P ou r x ∈ R

N , on
p ose J(x) = 1

2
Ax · x − b · x. M on tre r q u e J e st d é riv a b le e t q u e J ′(x) = Ax − b p ou r

tou t x ∈ R
N .

C o rrectio n. M ê m e ré su lta t q u e l’e x e rc ic e p ré c é d e n t (m a is e n d im e n sio n fi n ie ).

Exercice 10.1.4 O n re p re n d l’E x e rc ic e 1 0 .1 .2 a v e c V = L2(Ω) (Ω é ta n t u n ou v e rt d e
R

N ), a(u, v) =
∫

Ω
uv d x, e t L(u) =

∫

Ω
fu d x a v e c f ∈ L2(Ω). E n id e n tifi a n t V e t V ′,

m on tre r q u e J ′(u) = u − f .

C o rrectio n. D ’a p rè s l’E x e rc ic e 10 .1.2,

〈J ′(u), w〉 = a(u, w) − L(w),

d ’o ù

〈J ′(u), w〉 =

∫

Ω

uw − fwd x = 〈u − f, w〉L2 .

E n id e n tifi a n t L2 e t so n d u a l à l’a id e d u p ro d u it sc a la ire L2, o n o b tie n t J ′(u) = u−f .

Exercice 10.1.5 O n re p re n d l’E x e rc ic e 10.1.2 a v e c V = H1

0
(Ω) (Ω é ta n t u n ou v e rt

d e R
N ) q u e l’on m u n it d u p rod u it sc a la ire

〈u, v〉 =

∫

Ω

(∇u · ∇v + uv) d x.

O n p ose a(u, v) =
∫

Ω
∇u · ∇v d x, e t L(u) =

∫

Ω
fu d x a v e c f ∈ L2(Ω). M on tre r (a u

m oin s form e lle m e n t) q u e J ′(u) = −∆u − f d a n s V ′ = H−1(Ω). M on tre r q u e , si on
id e n tifi e V e t V ′, a lors J ′(u) = u0 où u0 e st l’u n iq u e solu tion d a n s H1

0
(Ω) d e

{

−∆u0 + u0 = −∆u − f d a n s Ω
u0 = 0 su r ∂Ω
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Correction. L a fo n c tio n J e st d é riv a b le e t p o u r to u t w ∈ H1

0
(Ω) o n a

〈J ′(u), w〉 =

∫

Ω

∇u · ∇w − fwdx.

S i u a p p a rtie n t à H2(Ω) a lo rs J ′(u) a p p a rtie n t a u d u a l d e L2(Ω). S u ite à u n e
in té g ra tio n p a r p a rtie , o n o b tie n t

〈J ′(u), w〉 = −
∫

Ω

(∆u + f)wdx.

A u ssi, si o n id e n tifi e L2(Ω) e t so n d u a l à l’a id e d u p ro d u it sc a la ire L2, o n o b tie n t
J ′(u) = −∆u − f . S i o n u tilise le p ro d u it sc a la ire H1 p o u r a sso c ie r u n e fo n c tio n à
J ′(u), o n o b tie n t é v id e m m e n t u n a u tre ré su lta t. S o it v l’́e ĺe m e n t d e H1

0
(Ω) a sso c íe

à J ′(u) p a r id e n tifi c a tio n d e H1

0
(Ω) e t so n d u a l à l’a id e d u p ro d u it sc a la ire H1. E n

d ’a u tre s te rm e s, v e st l’u n iq u e é ĺe m e n t d e H1

0
(Ω) te l q u e p o u r to u t w ∈ H1

0
(Ω),

∫

Ω

∇v · ∇w + vw dx = 〈J ′(u), w〉 =

∫

Ω

∇u · ∇w + fw dx.

P a r in té g ra tio n p a r p a rtie , o n e n d é d u it q u e v e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s
v é rifi é p a r u0. A in si v = u0 e t, si o n id e n tifi e H1

0
(Ω) e t so n d u a l à l’a id e d u p ro d u it

sc a la ire H1, J ′(u) = u0.

E x ercice 1 0 .1 .6 Soit Ω u n ou v e rt b orn é d e R
N (on p ou rra se re stre in d re a u c a s où

N = 1 a v e c Ω =]0 , 1[). Soit L = L(p, t, x) u n e fon c tion con tin u e su r R
N × R × Ω,

d é riv a b le p a r ra p p ort à p e t t su r c e t e n se m b le , d e d é riv é e s p a rtie lle s ∂ L
∂ p

e t ∂ L
∂ t

L ip sc h it-

z ie n n e s su r c e t e n se m b le . O n p ose V = H1

0
(Ω) e t J(v) =

∫

Ω

L(∇v(x), v(x), x)dx.

1 . M on tre r q u e J e st d é riv a b le su r H1

0
(Ω) e t q u e

〈J ′(u), w〉 =
∫

Ω

(

∂ L

∂ p
(∇u(x), u(x), x) · ∇w(x) +

∂ L

∂ t
(∇u(x), u(x), x)w(x)

)

dx .

2 . Si N = 1 e t Ω =]0 , 1[, m on tre r q u e , si u ∈ H1

0
(0 , 1) sa tisfa it J ′(u) = 0 , a lors u

v é rifi e
d

dx

(

∂ L

∂ p

(

u′(x), u(x), x
)

)

− ∂ L

∂ t

(

u′(x), u(x), x
)

= 0 , (10 .2 )

p re sq u e p a rtou t d a n s l’in te rv a lle ]0 , 1[.

3 . Si L n e d é p e n d p a s d e x (i.e . L = L(p, t)) e t si u ∈ C2(]0 , 1[) e st u n e solu tion d e
c la sse d e l’́e q u a tion d iff é re n tie lle (1 0 .2 ), m on tre r q u e la q u a n tité

L
(

u′(x), u(x)
)

− u′(x)
∂ L

∂ p

(

u′(x), u(x)
)

e st con sta n te su r l’in te rv a lle [0 , 1].
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Correction.

1. T o u t d ’a b o rd , c o m m e L e st d é riv a b le p a r ra p p o rt à p e t t, d e d é riv é e s L ip -
sch itz ie n n e s, o n a

|L(p + q, t + s, x ) − L(p, t, x ) −
∂ L

∂ p
(p, t, x ) · q −

∂ L

∂ t
(p, t, x )s| ≤

K

2
(|q|2 + |s|2).

E n p a rtic u lie r,

L(p, t, x ) ≤ C(1 + |p|2 + t2),

e t J e st c o rre c te m e n t d é fi n i. O n v é rifi e é g a le m e n t q u e

M(u) · w =

∫

Ω

(

∂ L

∂ p
(∇u, u, x ) · ∇w +

∂ L

∂ t
(∇u, u, x )w

)

dx

e st u n e fo rm e lin é a ire c o n tin u e su r H1(RN × R × Ω ). E n fi n , o n a

|J(u + w) − J(u) − M(u) · w| ≤
K

2
‖w‖2

H1 .

L a fo n c tio n J e st d o n c d é riv a b le e n u d e d é riv é e M(u).

2. S i J ′(u) = 0, o n a p o u r to u t w ∈ H1

0
(0, 1),

∫

1

0

(

∂ L

∂ p
(u′, u, x ) · w′ +

∂ L

∂ t
(u′, u, x )w

)

dx = 0.

O n e n d é d u it q u e ∂ L/ ∂ p(∇u, u, x ) a p p a rtie n t à H1(0, 1) e t q u e

d

dx

(

∂ L

∂ p
(u′, u, x )

)

−
∂ L

∂ t
(u′, u, x ) = 0

p re sq u e p a rto u t.

3 . C o m m e u e st d e c la sse C2, le s c a lc u ls su iv a n ts so n t lic ite s :

d

dx

(

L(u′, u) − u′
∂ L

∂ p
(u′, u)

)

=
d(L(u′, u))

dx
− u′′

∂ L

∂ p
− u′

d

dx

(

∂ L

∂ p
(u′, u)

)

= u′

(

∂ L

∂ t
(u′, u) −

d

dx

(

∂ L

∂ p
(u′, u)

))

= 0.

E x ercice 1 0 .1 .7 Montrer qu’une fonction J d ériv a b le sur V est strictem ent convex e

si et seulem ent si

J(v) > J(u) + 〈J ′(u), v − u〉 ∀ u, v ∈ V a v ec u 6= v ,

ou encore

〈J ′(u) − J ′(v), u − v〉 > 0 ∀ u, v ∈ V a v ec u 6= v .
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Correction. N o to n s to u t d ’a b o rd , q u e c e s é q u iv a le n c e s o n t é té é ta b lie s d a n s le
c o u rs d a n s le c a s c o n v e x e a v e c d e s in é g a lité s la rg e s.

S o it J u n e fo n c tio n d é riv a b le . P ro u v o n s to u t d ’a b o rd q u e J e st stric te m e n t
c o n v e x e si e t se u le m e n t si

J(v) > J(u) + 〈J ′(u), v − u〉 ∀ u, v ∈ V a v e c u 6= v.

S o it J u n e fo n c tio n stric te m e n t c o n v e x e , u e t v ∈ V te ls q u e u 6= v. O n a

J

(u + v

2

)

≥ J(u) +
〈

J ′(u),
v − u

2

〉

.

D e p lu s

J

(u + v

2

)

<
J(u) + J(v)

2
.

A in si,
J(v) > J(u) + 〈J ′(u), v − u〉.

R é c ip ro q u e m e n t, si J v é rifi e c e tte d e rn ìe re in é g a lité , p o u r to u t c o u p le (u, v), J e st
c o n v e x e . A in si, p o u r to u t u e t v, n o n se u le m e n t l’in é g a lité p ré c é d e n te e st v é rifi é e ,
m a is o n a

2J
(u + v

2

)

≥ 2J(v) + 〈J ′(u), u − v〉.

E n so m m a n t c e s d e u x in é g a lité s, o n o b tie n t

2J
(u + v

2

)

> J(u) + J(v).

R e ste à p ro u v e r l’́e q u iv a le n c e e n tre la stric te c o n v e x ité e t la d e u x ìe m e in é g a lité .
S i J e st u n e fo n c tio n stric te m e n t c o n v e x e , o n v ie n t d e p ro u v e r q u e

J(v) > J(u) + 〈J ′(u), v − u〉.

E n c o m m u ta n t u e t v d a n s c e tte in é g a lité , o n o b tie n t

J(u) > J(v) + 〈J ′(v), u − v〉.

E n so m m e n t c e s d e u x in é g a lité s, o n e n d é d u it q u e

0 > 〈J ′(v) − J ′(u), u − v〉.

R é c ip ro q u e m e n t, si u n e fo n c tio n J v é rifi e c e tte in é g a lité p o u r to u t c o u p le (u, v), e lle
e st c o n v e x e . A in si,

J

(u + v

2

)

≥ J(u) +
〈

J ′(u),
u − v

2

〉

e t

J

(u + v

2

)

≥ J(v) +
〈

J ′(v),
v − u

2

〉

,

d ’o ù

J

(u + v

2

)

≥
J(u) + J(v)

2
+

1

4
〈J ′(u) − J ′(v), u − v〉

>
J(u) + J(v)

2

e t J e st stric te m e n t c o n v e x e .
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Exercice 10.1.8 Soit a u n e form e b ilin é a ire sy m é triq u e con tin u e su r V × V . Soit L

u n e form e lin é a ire con tin u e su r V . O n p ose J(u) = 1

2
a(u, u)−L(u). M on tre r q u e J e st

d e u x fois d é riv a b le su r V e t q u e J ′′(u)(v, w) = a(v, w) p ou r tou t u, v, w ∈ V . A p p liq u e r

c e ré su lta t a u x e x e m p le s d e s E x e rc ic e s 10.1.3, 10.1.4 , 10.1.5 .

C o rrectio n . T o u t d ’a b o rd , o n m o n tre q u e J e st d é riv a b le . E n e ff e t,

J(u + v) = J(u) + a(u, v) + L(v) +
1

2
a(v, v)

e t c o m m e a e st c o n tin u e , a(v, v) = o(v). O n a d o n c J ′(u) = a(u, .) + L. M o n tro n s
q u e J ′ e st lu i m ê m e d é riv a b le a u se n s d e F ré ch e t :

J ′(u + w) = a(u, .) + L + a(w, .) = J ′(u) + a(w, .).

A in si, J ′′(u)w = a(w, .) o u e n c o re J ′′(u)(v, w) = a(v, w).

L a fo n c tio n n e lle J(x) = 1

2
A x · x − b · x d e l’E x e rc ic e 10.1.3 e st d e u x fo is d é riv a b le

d a n s R
N e t J ′′(x)(X , Y ) = A X · Y .

L a fo n c tio n n e lle J(u) = 1

2

∫
Ω

uv d x −
∫

Ω
f u d x d e l’E x e rc ic e 10.1.4 e st d e u x fo is

d é riv a b le d a n s L2(Ω ) e t J ′′(u)(v, w) =
∫

Ω
vw d x.

L a fo n c tio n n e lle J(u) = 1

2

∫
Ω
(∇u · ∇v + uv) d x −

∫
Ω

f u d x d e l’E x e rc ic e 10.1.5 e st
d e u x fo is d é riv a b le d a n s H1

0
(Ω ) e t J ′′(u)(v, w) =

∫
Ω
(∇v · ∇w + vw) d x.

Exercice 10.1.9 M on tre r q u e si J e st d e u x fois d é riv a b le su r V le s con d ition s d e s

P rop osition s 10.1.4 e t 10.1.5 son t re sp e c tiv e m e n t é q u iv a le n te s à

J ′′(u)(w, w) ≥ 0 e t J ′′(u)(w, w) ≥ α‖w‖2 ∀ u, w ∈ V . (10.3 )

C o rrectio n . M o n tro n s q u e p o u r to u t α ≥ 0, le s c o n d itio n s d e la p ro p o sitio n 10.1.5

so n t é q u iv a le n te s à

J ′′(u)(w, w) ≥ α‖w‖2, ∀u, w ∈ V

(l’́e q u iv a le n c e a v e c le s c o n d itio n s d e la P ro p o sitio n 10.1.4 e st o b te n u e e n ch o isissa n t
α = 0). S u p p o so n s q u e p o u r to u t u e t v,

J(v) ≥ J(u) + 〈J ′(u), v − u〉 +
α

2
‖u − v‖2.

C o m m e J e st d e u x fo is d iff é re n tia b le ,

J(v) = J(u + w)

= J(u) + 〈J ′(u), w〉 +
1

2
J ′′(w, w) + o(‖w‖2),

o ù w = v − u. A in si, p o u r to u t w,

J ′′(u)(w, w) + o(‖w‖2) ≥ α‖w‖2.
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A in si, p o u r to u t λ 6= 0 e t w 6= 0,

J ′′

(

w

‖w‖
,

w

‖w‖

)

+
o(‖λw‖2)

‖λw‖2
≥ α.

E n fa isa n t te n d re λ v e rs z é ro , o n o b tie n t

J ′′

(

w

‖w‖
,

w

‖w‖

)

≥ α

e t J ′′(w, w) ≥ α‖w‖2. R é c ip ro q u e m e n t, si J ′′(w, w) ≥ α‖w‖2, O n p o se f(t) =
J(u + t(u − v)). L a fo n c tio n f e st d e u x fo is d é riv a b le ,

f ′(t) = J ′(u + t(v − u)) · (v − u)

e t
f ′′(t) = J ′′(u + t(v − u))(v − u, v − u) ≥ α‖v − u‖2.

A in si,

f ′(1) − f ′(0) =

∫

1

0

f ′′(t)d t ≥ α‖u − v‖2

c ’e st à d ire
〈J ′(u) − J ′(v), u − v〉 ≥ α‖u − b‖2.

Exercice 10.2.1 Soit K u n con v e x e fe rm é n on v id e d e V . P ou r x ∈ V , on c h e rc h e la
p roje c tion xK ∈ K d e x su r K (voir le T h éorè m e 12.1.10)

‖x − xK‖ = m in
y∈K

‖x − y‖.

M on tre r q u e la con d ition n é c e ssa ire e t su ffi sa n te

〈J ′(xK), y − xK〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K (10.4 )

d u T h éorè m e 10.2.1 se ra m è n e e x a c te m e n t à

〈xK − x, xK − y〉 ≤ 0, ∀y ∈ K. (10.5 )

C o rrectio n . S o it
J(y) = ‖x − y‖2.

L a fo n c tio n J e st d é riv a b le d e p lu s, p o u r to u s é ĺe m e n ts xK e t y d e V , 〈J ′(xK), y −
xK〉 = 2 〈x − xK , xK − y〉. L a c o n d itio n d ’o p tim a lité d e xK (10.4 ) e st

〈J ′(xK), y − xK〉 ≥ 0 p o u r to u t y ∈ K,

c ’e st à d ire
〈x − xK , xK − y〉 ≥ 0 p o u r to u t y ∈ K,

q u i n ’e st rie n d ’a u tre q u e (10.5 ).
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Exercice 10.2.2 Soit A u n e m a tric e ré e lle d ’ord re p × n e t b ∈ R
p. O n con sid è re le

p rob l̀e m e “ a u x m oin d re s c a rré s”

in f
x∈Rn

‖Ax − b‖2.

M on tre r q u e c e p rob l̀e m e a d m e t tou jou rs u n e solu tion e t é c rire l’́e q u a tion d ’E u le r cor-
re sp on d a n te .

C o rrectio n . O n p o se
J(x) = ‖Ax − b‖2.

S o it K l’o rth o g o n a l d u n o y a u d e A. O n p o se α = in fu∈K \ { 0} ‖Au‖2/‖u‖2 > 0 . O n
c o n sta te q u e J e st α-c o n v e x e su r K c o n v e x e . E lle a d m e t d o n c u n u n iq u e m in im u m
su r K q u i e st u n m in im u m su r R

n, c a r J(x + y) = J(x) p o u r to u t é ĺe m e n t y d u
n o y a u d e A. C o m m e

〈J ′(x), y〉 = 2(Ax − b) · Ay,

l’́e q u a tio n d ’E u le r c o rre sp o n d a n te J ′(x) = 0 e st

A∗Ax = A∗b.

Exercice 10.2.3 O n re p re n d l’E x e m p le 9.1.6

in f
x∈K e rB

{

J(x) =
1

2
Ax · x − b · x

}

a v e c A m a tric e sy m é triq u e c a rré e d ’ord re n, e t B d e ta ille m × n (m ≤ n). M on tre r
q u ’il e x iste u n e solu tion si A e st p ositiv e e t q u ’e lle e st u n iq u e si A e st d é fi n ie p ositiv e .
M on tre r q u e tou t p oin t d e m in im u m x ∈ R

n v é rifi e

Ax − b = B∗p a v e c p ∈ R
m.

C o rrectio n . L a fo n c tio n n e lle J e st d é riv a b le e t J ′(x) = Ax−b. A in si, u n é ĺe m e n t x
d e K e r B e st u n m in im ise u r d e J su r K e r B si e t se u le m e n t si, p o u r to u t y ∈ K e r B,
(Ax − b) · y = 0 , c ’e st à d ire Ax − b ∈ (K e r B)⊥. E n fi n ,

(K e r B)⊥ = {x ∈ R
n : Bx · y = 0 , ∀y ∈ R

m}⊥

= {x ∈ R
n : x · B∗y = 0 , ∀y ∈ R

m}⊥

= (( Im B∗)⊥)⊥

= Im B∗.

Il e x iste d o n c p ∈ R
m te l q u e Ax − b = B∗p.

Exercice 10.2.4 O n re p re n d l’E x e m p le 9.1.10 . M on tre r q u e l’́e q u a tion d ’E u le r v é rifi é e
p a r le p oin t d e m in im u m u ∈ H1

0 (Ω ) d e

in f
v∈H1

0
(Ω)

{

J(v) =
1

2

∫

Ω

|∇ v|2d x −

∫

Ω

f v d x

}
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est précisément la formulation variationnelle

∫
Ω

∇u · ∇v d x =

∫
Ω

f v d x ∀ v ∈ H1

0
(Ω ).

(O n retrouve ainsi un résultat d e la P roposition 5.2.7.)

Correction.

J(u + v) = J(u) +

∫
Ω

(∇u · ∇v − f v) d x +
1

2

∫
Ω

|∇v|2 d x .

A in si, J e st d é riv a b le e n to u t p o in t u d e H1

0
(Ω ) e t

〈J ′(u), v〉 =

∫
Ω

(∇u · ∇v − f v) d x ,

A u p o in t d e m in im u m d e J , J ′(u) = 0, c ’e st à d ire

∫
Ω

∇u · ∇v d x =

∫
Ω

f v d x p o u r to u t v ∈ H1

0
(Ω )

E x ercice 1 0 .2 .5 S oit K un convexe fermé non vid e d e V , soit a une forme b ilinéaire

symétriq ue continue coercive sur V , et soit L une forme linéaire continue sur V . M ontrer

q ue J(v) = 1

2
a(v, v)−L(v) ad met un uniq ue point d e minimum d ans K, noté u. M ontrer

q ue u est aussi l’uniq ue solution d u prob lème (appelé inéq uation variationnelle)

u ∈ K et a(u, v − u) ≥ L(v − u) ∀ v ∈ K .

Correction. L a fo rm e b ilin é a ire a(., .) é ta n t c o e rc iv e , la fo n c tio n J e st fo rte m e n t
c o n v e x e . E lle a d m e t d o n c u n u n iq u e m in im u m u su r le c o n v e x e fe rm é n o n v id e K.
D e p lu s, J é ta n t sy m é triq u e ,

〈J ′(u), w〉 = a(u, w) − L(w).

U n é ĺe m e n t u d e K e st u n m in im ise u r d e J su r K si e t se u le m e n t si

〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0, p o u r to u t v ∈ K,

c ’e st à d ire

a(u, v − u) ≥ L(v − u), ∀v ∈ K.

E x ercice 1 0 .2 .6 S oit J1 et J2 d eux fonctions convexes continues sur une partie con-

vex e fermée non vid e K ⊂ V . O n suppose q ue J1 seulement est d érivab le. M ontrer q ue

u ∈ K est un minimum d e J1 + J2 si et seulement si

〈J ′

1
(u), v − u〉 + J2(v) − J2(u) ≥ 0 ∀ v ∈ K .



164 CHAPITRE 10. CONDITIONS D’OPTIMALITÉ ET ALG ORITHMES

Correction. S o it u m in im u m d e J1 + J2 su r K, a lo rs p o u r to u t v ∈ K e t h ∈]0, 1[,
u + h(v − u) ∈ K e t

J1(u + h(v − u)) − J1(u)

h
+

J2(u + h(v − u)) − J2(u)

h
≥ 0

D e p lu s,

J2(u + h(v − u)) = J2((1 − h)u + hv) ≤ (1 − h)J2(u) + hJ2(v)

d ’o ù
J1(u + h(v − u)) − J1(u)

h
+ J2(v) − J2(u) ≥ 0.

E n p a ssa n t à la lim ite e n h → 0, o n o b tie n t

〈J ′

1(u), v − u〉 + J2(v) − J2(u) ≥ 0 p o u r to u t v ∈ K

L a ré c ip ro q u e d é c o u le d e (1 0 .7 ). S i J1 e t J2 v é rifi e n t l’́e q u a tio n p ré c é d e n te , J1 é ta n t
c o n v e x e , o n a

J1(v) ≥ J1(u) + 〈J ′

1(u), v − u〉.

A in si,
J1(v) − J1(u) + J2(v) − J2(u) ≥ 0 p o u r to u t v ∈ K

e t u e st u n m in im ise u r d e J1 + J2 su r K.

E x ercice 1 0 .2 .7 Soit K u n sou s-e n se m b le d ’u n e sp a c e d e H ilb e rt V . M on tre r q u e

p ou r tou t v ∈ K,

K(v) =

{
w ∈ V , ∃ (vn) ∈ KN , ∃ (εn) ∈ (R∗

+)N ,

lim n→+∞ vn = v , lim n→+∞ εn = 0 , lim n→+∞

v
n
−v

εn
= w

}

e st u n c ôn e fe rm é e t q u e K(v) = V si v e st in té rie u r à K. D on n e r u n e x e m p le où K(v)
e st ré d u it à {0}.

Correction. M o n tro n s q u e K(v) e st u n c ô n e . T o u t d ’a b o rd , 0 a p p a rtie n t to u jo u rs à
K(v) (il su ffi t d e ch o isir vn = v). S o it w u n é ĺe m e n t d e K(v) e t α u n ré e l stric te m e n t
p o sitif. D ’a p rè s la d é fi n itio n d e K(v), il e x iste u n e su ite vn d ’́e ĺe m e n ts d e K, u n e
su ite εn d e ré e ls p o sitifs te ls q u e vn c o n v e rg e v e rs v, εn c o n v e rg e v e rs z é ro e t

vn − v

εn

→ w.

O n p o se ε̃n = α−1εn. O n a
vn − v

ε̃n

→ αw,

d ’o ù αw ∈ K(v) e t K(v) e st u n c ô n e .
M o n tro n s q u e K(v) e st fe rm é . S o it wm ∈ K(v) te l q u e wm → w. O n n o te vn,m

e t εn,m le s su ite s te lle s q u e

lim
n→+∞

vn,m − v

εn,m
= wm.



165

P o u r to u t δ > 0, il e x iste m te l q u e

‖wm − w‖ ≤ δ/ 2

C o m m e (vn,m − v)/ εn,m c o n v e rg e v e rs wm lo rsq u e n te n d v e rs l’in fi n i e t , il e x iste n
te l q u e

∥

∥

∥

vn,m − v

εn,m
− wm

∥

∥

∥
≤ δ/ 2 et ‖vn,m − v‖ ≤ δ.

O n a m o n tré q u e , p o u r to u t δ > 0, il e x iste vδ = vn,m ∈ K e t εδ = εn,m te ls q u e

‖εδ‖ ≤ δ,
∥

∥

∥

vδ − v

εδ

− w
∥

∥

∥
≤ δ e t ‖vδ − v‖ ≤ δ.

A in si, w a p p a rtie n t à K(v).
S i K(v) e st à l’in té rie u r d e K, il e x iste u n ré e l r stric te m e n t p o sitif te l q u e la

b o u le d e ra y o n r c e n tré e e n v so it in c lu se d a n s K. P o u r to u t é ĺe m e n t w ∈ V ,

w = lim
n→0

vn − v

εn
∈ K(v),

o ù vn = v + rw
n‖w‖

e t εn = r
n‖w‖

. E n d ’a u tre s te rm e s, V ⊂ K(v), d ’o ù K(v) = V .

E n fi n , p o u r K = 0, K(0) = {0}.

Exercice 10.2.8 Soit A u n e m a tric e e st sy m é triq u e d é fi n ie p ositiv e d ’ord re n, e t B u n e

m a tric e d e ta ille m × n a v e c m ≤ n. A l’a id e d e s con d ition s d ’op tim a lité d u T h éorè m e

10.2.8, d é te rm in e r u n e e x p re ssion e x p lic ite d e la solu tion x d u p rob l̀e m e d ’op tim isa tion

m in
B x =c

{

J(x) =
1

2
Ax · x − b · x

}

,

où c ∈ R
m e st u n v e c te u r d on n é .

C o rrectio n . L e s c o n d itio n s d ’o p tim a lité s’́e c riv e n t à n o u v e a u

Ax − b = B∗p.

A in si, x = A−1(b + B∗p) e t c o m m e Bx = c. S i B e st d e ra n g m, BA−1B∗ e st
in v e rsib le e t

p = (BA−1B∗)−1(c − BA−1b) e t x = A−1b + A−1B∗(BA−1B∗)−1(c − BA−1b).

S i B n ’e st p a s d e ra n g m a x im a l, le s c o n tra in te s so n t so it re d o n d a n te s, so it c o n tra -
d ic to ire s. S i e lle s so n t c o n tra d ic to ire s, il n ’y a p a s d ’o p tim u m (l’e n se m b le d e m in i-
m isa tio n e st v id e ). S i le s c o n tra in te s so n t re d o n d a n te s, il e x iste p ∈ R

m te l q u e

BA−1B∗p = c − BA−1b,

e t p e st d é fi n i à l’a d d itio n d ’u n é ĺe m e n t d e K e r B∗ p rè s. P a r c o n tre , x e st d é fi n i d e
m a n ìe re u n iq u e p a r la re la tio n x = A−1(b + B∗p).
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Exercice 10.2.9 On reprend l’Exemple 9.1.7. S o it A u ne ma trice symétriq u e d’o rdre
n et J(x) = Ax · x. A l’a ide du T h éo rème 10 .2 .8 , mo ntrer q u e les po ints de minimu m
de J su r la sph ère u nité so nt des v ec teu rs pro pres de A a sso c íes à la plu s petite v a leu r
pro pre.

C o rrectio n . O n n o te K la sp h è re u n ité , d é fi n ie p a r

K = {x ∈ R
n : F (x) = 0 } ,

o ù F (x) = 1 − |x|2. L e s fo n c tio n s J e t F so n t to u te s d e u x d é riv a b le s e t

J ′(x) = 2Ax F ′(x) = −2x.

A in si, d ’a p rè s le T h é o rè m e 10.2.8 , si x e st u n p o in t d e m in im u m d e J su r la sp h è re
u n ité , il e x iste λ te l q u e

J ′(x) + λF ′(x) = 0 ,

c ’e st à d ire

Ax − λx = 0 .

T o u te so lu tio n o p tim a le x e st u n v e c te u r p ro p re d e A d e v a le u r p ro p re λ. N o to n s
q u e l’e x iste n c e d ’u n m in im ise u r e st é v id e n te , K é ta n t c o m p a c t e t J c o n tin u e . L e
p ro b l̀e m e d e m in im isa tio n d e J su r K e st d o n c é q u iv a le n t a u p ro b l̀e m e d e m in im i-
sa tio n d e J su r l’e n se m b le d e s v e c te u rs p ro p re s d e A d e n o rm e u n . O r p o u r to u t
v e c te u r p ro p re x d e A (te l q u e ‖x‖ = 1) d e v a le u r p ro p re µ, o n a

J(x) = µ.

L e m in im u m d e J e st d o n c a tte in t p o u r le s v e c te u rs p ro p re s d e p lu s p e tite v a le u r
p ro p re .

Exercice 10.2.10 En u tilisa nt les résu lta ts préc édents et ceu x de l’Exerc ice 10 .1.6 ,
mo ntrer q u e la so lu tio n du pro b lème de D ido n (Exemple 9.1.11) est nécessa irement u n
a rc de cerc le.

C o rrectio n . T o u t d ’a b o rd , ra p p e lo n s (e n te rm e s u n p e u sim p lifi é s) le p ro b l̀e m e
d e D id o n te l q u ’il e st p o sé d a n s l’E x e m p le 9.1.11. Il s’a g it d e d é te rm in e r ξ e t
y : [0 , ξ] → R te l q u e y(0 ) = y(ξ) = 0 , m a x im isa n t

J(y) =

∫ ξ

0

y(x)d x,

so u s la c o n tra in te

L(y) =

∫ ξ

0

√

1 + |y′|2d x − l = 0 .

O n su p p o se q u e y, ξ e st so lu tio n d e c e p ro b l̀e m e . E n p a rtic u lie r, y e st so lu tio n d u
m ê m e p ro b l̀e m e p o u r ξ fi x é . O n so u h a ite p ro u v e r q u e to u te so lu tio n y à c e d e rn ie r
p ro b l̀e m e e st u n a rc d e c e rc le .
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D ’a p rè s l’e x e rc ic e 10.1.6, la fo n c tio n n e lle L e st d é riv a b le e t p o u r to u te fo n c tio n
v ∈ H1

0 (]0 , ξ [), o n a

〈L′(y),v〉 =

∫ ξ

0

1
√

1 + |y′|2
y′v′d x.

L a fo n c tio n n e lle J e st é g a le m e n t d é riv a b le c a r lin é a ire . A in si, le s c o n d itio n s d ’o p ti-
m a lité d ’o rd re u n (T h é o rè m e 10.2 .8 ) im p liq u e n t q u e si y e st u n e so lu tio n , il e x iste
λ te l q u e

J ′(y) + λL′(y) = 0

p o u rv u q u e L′(y) 6= 0 . L e c a s L′(y) = 0 se tra ite d e m a n ìe re triv ia l e t c o n d u it à la
so lu tio n y = 0 . O n a d o n c

∫ ξ

0

v +
λ

√

1 + |y′|2
y′v′d x = 0

p o u r to u t v ∈ H1
0 (]0 , ξ [). E n in té g ra n t p a r p a rtie le se c o n d m e m b re d e c e tte é q u a tio n ,

o n e n d é d u it q u e

λ

(

y′

√

1 + |y′|2

)

′

= 1

et q u ’il e x iste u n e c o n sta n te C te lle q u e

y′

√

1 + |y′|2
= λ−1x + C. (10 .6)

D a n s u n p re m ie r te m p s, o n é l̀e v e c e tte é q u a tio n a u c a rré a fi n d e d é te rm in e r |y′|2 e n
fo n c tio n d e x. O n o b tie n t

1

1 + |y′|2
= 1 − (λ−1x + C)2.

E n su b stitu a n t c e tte e x p re ssio n d a n s l’́e q u a tio n (10 .6), o n e n d é d u it q u e

y′ =
λ−1x + C

√

1 − (λx + C)2)
.

P a r in té g ra tio n , il e x iste u n e c o n sta n te D te lle q u e

y = −λ
√

1 − (λ−1x + C)2 + D.

P o u r c o n c lu re , il su ffi t d e c o n sta te r q u e

(y − D)2 + (x + λC)2 = λ2.

A in si, (x,y(x)) e st b ie n u n a rc d e c e rc le . R e m a rq u o n s q u e le m u ltip lic a te u r d e L a -
g ra n g e λ a sso c íe à la c o n tra in te su r la lo n g u e u r n ’e st a u tre q u e le ra y o n d u c e rc le
o b te n u .
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Exercice 10.2.11 On étudie la première valeur propre du Laplacien dans un domaine
b orné Ω (voir la S ection 7.3). P our cela on introduit le prob lème de minimisation sur
K = {v ∈ H1

0 (Ω),
∫

Ω
v2d x = 1}

m in
v∈K

{

J(v) =

∫

Ω

|∇ v|2d x

}

.

M ontrer q ue ce prob lème admet un minimum (on montrera q ue K est compact pour les
suites minimisantes à l’aide du T h éorème de R ellich 4 .3.2 1 ). É crire l’́eq uation d’E uler de
ce prob lème et en déduire q ue la valeur du minimum est b ien la première valeur propre
et q ue les points de minimum sont des vecteurs propres associés.

C o rrectio n . P o u r to u t v ∈ H1
0 (Ω), o n n o te

|v|H1

0
(Ω) =

(
∫

Ω

|∇ v|2d x

)1/2

.

D ’a p rè s l’in é g a lité d e P o in c a ré , |.|H1

0
(Ω) e st u n e n o rm e é q u iv a le n te à la n o rm e u su e lle

d e H1
0 (Ω). S o it un u n e su ite m in im isa n te d e J su r K. D ’a p rè s le T h é o rè m e d e

R e llich , il e x iste u n e so u s su ite d e un (q u e n o u s n o te ro n s é g a le m e n t un) e t u n é ĺe m e n t
u ∈ H1

0 (Ω) te l q u e un c o n v e rg e v e rs u d a n s L2(Ω). M o n tro n s q u e (un) e st u n e su ite
c o n v e rg e n te d a n s H1

0 (Ω). T o u t d ’a b o rd ,

∣

∣

∣

∣

un − up

2

∣

∣

∣

∣

2

H1

0

=
|un|

2
H1

0
(Ω) + |up|

2
H1

0
(Ω)

2
−

∣

∣

∣

∣

un + up

2

∣

∣

∣

∣

2

H1

0

. (10 .7 )

O n n o te
µ = in f

v∈K
J(v)

e t

αn,p =

∥

∥

∥

∥

un + up

2

∥

∥

∥

∥

L2(Ω)

.

C o m m e un c o n v e rg e v e rs u d a n s L2(Ω), ‖u‖L2(Ω) = 1 et u ∈ K. D e p lu s, αn,p c o n v e rg e
v e rs 1 lo rsq u e n e t p te n d e n t v e rs l’in fi n i. D ’a p rè s l’́e q u a tio n (10 .7 ),

∣

∣

∣

∣

un − up

2

∣

∣

∣

∣

2

H1

0

=
|un|

2
H1

0
(Ω) + |up|

2
H1

0
(Ω)

2
− α2

n,p

∣

∣

∣

∣

un + up

2αn,p

∣

∣

∣

∣

2

H1

0

.

C o m m e un+up

2αn,p

∈ K, o n a d o n c

∣

∣

∣

∣

un − up

2

∣

∣

∣

∣

2

H1

0

≤
|un|

2
H1

0
(Ω) + |up|

2
H1

0
(Ω)

2
− α2

n,pµ.

A in si, |un − up|H1

0
→ 0 lo rsq u e n e t p te n d e n t v e rs l’in fi n i e t un e st u n e su ite d e

C a u ch y d a n s H1
0 (Ω). A in si, un c o n v e rg e d a n s H1

0 (Ω) v e rs u e t J(u) = µ.
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S o it F (v) = 1 −
∫

Ω
|v|2d x. L ’e n se m b le d e m in im isa tio n K e st d o n n é p a r

K = {v ∈ H1

0
(Ω ) : F (v) = 0 }.

D e p lu s, F e st d é riv a b le e t p o u r to u t v, w ∈ H1

0
(Ω ), o n a

〈F ′(v), w 〉 = −2

∫
Ω

vw d x.

d e m ê m e , J e st d é riv a b le e t

〈J ′(v), w 〉 = 2

∫
Ω

∇v · ∇w d x.

D ’a p rè s le T h é o rè m e 10.2.8, c o m m e F ′ e st n o n n u l p o u r to u t é ĺe m e n t d e K (e t d o n c
e n p a rtic u lie r p o u r u), il e x iste λ te l q u e

J ′(u) + λF ′(u) = 0 ,

c ’e st à d ire te l q u e p o u r to u t v ∈ H1

0
(Ω ),

∫
Ω

∇u · ∇vd x = λ

∫
Ω

uvd x.

A in si, u e st u n v e c te u r p ro p re d e v a le u r p ro p re λ. E n ch o isissa n t v = u d a n s l’e x -
p re ssio n p ré c é d e n te , o n e n d é d u it d e p lu s q u e λ = µ. E n fi n , o n v é rifi e sa n s p e in e
q u e λ e st n é c e ssa ire m e n t la p lu s p e tite v a le u r p ro p re d u L a p la c ie n a v e c c o n d itio n s
a u x b o rd s d e D irich le t.

E x e rc ic e 10.2.12 Soit A u n e m a tric e n×n sy m é triq u e d é fi n ie p ositiv e e t b ∈ R
n n on

n u l.

1 . M on tre r q u e le s p rob l̀e m e s

su p
A x·x≤1

b · x e t su p
A x·x= 1

b · x

son t é q u iv a le n ts e t q u ’ils on t u n e solu tion . U tilise r le T h é orè m e 10.2.8 p ou r c a l-

c u le r c e tte solu tion e t m on tre r q u ’e lle e st u n iq u e .

2 . O n in trod u it u n ord re p a rtie l d a n s l’e n se m b le d e s m a tric e s sy m é triq u e s d é fi n ie s

p ositiv e s d ’ord re n e n d isa n t q u e A ≥ B si e t se u le m e n t si Ax · x ≥ Bx · x p ou r

tou t x ∈ R
n. D é d u ire d e la q u e stion p ré c é d e n te q u e , si A ≥ B, a lors B−1 ≥ A−1.

C o rre c tio n . 1. S i b = 0 , le ré su lta t e st é v id e n t. O n p e u t d o n c su p p o se r p a r la
su ite b 6= 0 . O n a p o se J(x) = b · x. S o it x la so lu tio n d u p ro b l̀e m e d e m a x im isa tio n
d e J su r

K = {x ∈ R
n te l q u e Ax · x ≤ 1}.

C o m m e la d é riv é e d e J e st é g a le à b e t n ’e st ja m a is n u lle , le m a x im u m d e J su r K

n e p e u t ê tre a tte in t d a n s l’in té rie u r d e K. Il e st d o n c a tte in t su r le b o rd , d ’o ù

su p
A x·x≤1

Ax · x = su p
A x·x= 1

Ax · x.
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L e s d e u x p ro b l̀e m e s so n t é q u iv a le n ts. R e ste à d é te rm in e r la so lu tio n d e c e s p ro b l̀e m e s.
D ’a p rè s le s c o n d itio n s d ’o p tim a lité s d u p re m ie r o rd re , il e x iste λ te l q u e

Ax − λb = 0.

A in si,
x = λA−1b.

Il n e re ste p lu s q u ’̀a d é te rm in e r le m u ltip lic a te u r d e L a g ra n g e λ p o u r d é fi n ir x d e
m a n ìe re u n iq u e . C o m m e Ax · x = 1, o n e n d é d u it q u e

λ2 = (A−1b · b)−1

C o m m e λ e st p o sitif, o n a
λ = (A−1b · b)−1/2,

c e q u i d é te rm in e x d e m a n ìe re u n iq u e .
2. S o it A e t B d e u x m a tric e s sy m é triq u e s d é fi n ie s p o sitiv e s te lle s q u e A ≥ B. P o u r
to u t b n o n n u l, o n a

(A−1b · b)1/2 = su p
A x·x≤1

b · x ≤ su p
B x·x≤1

b · x = (B−1b · b)1/2.

d ’o ù B−1 ≥ A−1.

Exercice 10.2.13 En théorie cinétique des gaz les molécules de gaz sont représentées

en tout point de l’espace par une fonction de répartition f(v) dépendant de la v itesse

microscopique v ∈ R
N . L es quantités macroscopiques, comme la densité du gaz ρ, sa

v itesse u, et sa température T , se retrouvent grâce aux moments de la fonction f(v)

ρ =

∫

RN

f(v) d v , ρu =

∫

RN

v f(v) d v ,
1

2
ρu2 +

N

2
ρT =

1

2

∫

RN

|v|2f(v) d v .

(10.8 )
B oltzmann a introduit l’entropie cinétique H(f) défi nie par

H(f) =

∫

RN

f(v) lo g
(

f(v)
)

d v .

M ontrer que H est strictement convex e sur l’espace des fonctions f(v) > 0 mesurab les

telle que H(f) < +∞. O n minimise H sur cet espace sous les contraintes de moment

(1 0 .8 ), et on admettra qu’il ex iste un unique point de minimum M(v). M ontrer que ce

point de minimum est une M ax w ellienne défi nie par

M(v) =
ρ

(2π T )N/2
e x p

(

−
|v − u|2

2T

)

.

C o rrectio n . L a fo n c tio n ϕ(t) = t lo g (t) e st stric te m e n t c o n v e x e su r R
+ \ { 0}, e n

e ff e t, ϕ ′ ′ (t) = 1/ t > 0. O n e n d é d u it q u e

H(θf + (1 − θ)g) =

∫

RN

ϕ(θf + (1 − θ)g)d v

≤

∫

RN

θϕ(f) + (1 − θ)ϕ(g)d v

= θH(f) + (1 − θ)H(g).
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A in si, H e st c o n v e x e . D e p lu s, l’in é g a lité e st u n e é g a lité si e t se u le m e n t si

ϕ(θf + (1 − θ)g) = θϕ(f) + (1 − θ)ϕ(g)

p re sq u e p a rto u t. E n p a rtic u lie r, si θ e st d iff é re n t d e 0 e t 1, o n e n d é d u it q u e f = g
p re sq u e p a rto u t. L a fo n c tio n H e st d o n c stric te m e n t c o n v e x e (q u itte à id e n tifi e r le s
fo n c tio n s é g a le s p re sq u e p a rto u t). O n a

〈H ′(f), g〉 =

∫

RN

((lo g f(v)) + 1)g(v) d v.

L e s c o n tra in te s so n t lin é a ire s e t le s c o n d itio n s d ’o p tim a lité d u p re m ie r o rd re im -
p liq u e n t q u ’il e x iste λ1 e t λ3 ré e ls, λ2 ∈ R

N te ls q u e

∫

RN

((lo g f(v)) + 1 + λ1 + λ2 · v + |v|2λ3)g(v) d v = 0

p o u r to u t g. E n d ’a u tre s te rm e s,

(lo g f(v)) + 1 + λ1 + λ2 · v + |v|2λ3 = 0

p re sq u e p a rto u t o u e n c o re

f(v) = ex p (−1 − λ1 − λ2 · v − λ3|v|2).

R e ste à d é te rm in e r le s m u ltip lic a te u rs d e L a g ra n g e λ1, λ2 e t λ3. U n c a lc u l u n p e u
fa stid ie u x p e rm e t d e m o n tre r q u e

∫

RN

e x p (−1 − λ1 − λ2 · v − λ3|v|2)d v =
√

π
N e−(1+ λ1)e|λ2|2/4λ3

√
λ3

N
,

∫

RN

v e x p (−1 − λ1 − λ2 · v − λ3|v|2)d v = −
√

π
N

λ2
e−(1+ λ1)e|λ2|2/4λ3

2
√

λ3
N + 2

e t

∫

RN

|v|2 e x p (−1 − λ1 − λ2 · v − λ3|v|2)d v =

e−(1+ λ1)e|λ2|24λ3

|λ2|3
√

λ3
N−1

(

N

2

√
π

N
( |λ2|√

λ3

)3

+

√
π

N

4

( |λ2|√
λ3

)5
)

.

L e s c o n tra in te s v é rifi é e s p a r v n o u s p e rm e tte n t d e d é te rm in e r le s m u ltip lic a te u rs d e

L a g ra n g e . O n o b tie n t λ2 = −u / T, λ3 = (2T )−1 e t e−(1+ λ1) =
√

2πT
−N

e−|u|2/2T ρ,
d ’o ù o n c o n c lu t q u e f = M .

Exercice 10.2.14 Calculer la condition nécessaire d’optimalité du second ordre pour

les E x emples 9.1.6 et 9.1.7
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1.

in f
x∈KerB

{

J(x) =
1

2
Ax · x − b · x

}

,

o ù A e st u n e m a tric e c a rré e d ’o rd re n, sy m é triq u e d é fi n ie p o sitiv e , B u n e m a tric e

re c ta n g u la ire d e ta ille m × n e t b u n v e c te u r d e R
n.

2 .

in f
x∈Rn,‖x‖= 1

{J(x) = Ax · x} ,

o ù A e st u n e m a tric e c a rré e d ’o rd re n, sy m é triq u e d é fi n ie .

Correction.

1. O n n o te F la fo n c tio n c o n tra in te F (x) = Bx. O n a

J ′ ′ (u)(v, v) = Av · v

D e p lu s, F ′ ′ = 0. L a c o n d itio n d ’o p tim a lité d ’o rd re d e u x e st d o n c

Av · v ≥ 0

p o u r to u t v ∈ K e r B. C o m m e A e st d é fi n ie p o sitiv e , c e tte c o n d itio n e st to u jo u rs
v é rifi é e .

2. O n n o te F la fo n c tio n d e c o n tra in te F (x) = x ·x−1. D ’a p rè s la c o n d itio n d ’o p -
tim a lité d u p re m ie r o rd re , si u e st u n e so lu tio n d u p ro b l̀e m e d e m in im isa tio n ,
il e x iste λ ∈ R te l q u e

2Au + λu = 0.

C o m m e

J ′ ′ (u)(v, v) = 2Av · v

e t F ′ ′ (u)(v, v) = v · v, la c o n d itio n d ’o p tim a lité d ’o rd re d e u x e st d o n c

2Av · v + λv · v ≥ 0

p o u r to u t v te l q u e v · u = 0.

E x ercice 1 0 .2 .1 5 S o it A u n e m a tric e sy m é triq u e d é fi n ie p o sitiv e d ’o rd re n, e t B u n e

m a tric e d e ta ille m × n a v e c m ≤ n e t d e ra n g m. O n c o n sid è re le p ro b l̀e m e d e

m in im isa tio n

m in
x∈Rn, Bx≤c

{

J(x) =
1

2
Ax · x − b · x

}

,

A p p liq u e r le T h é o rè m e 10.2.15 p o u r o b te n ir l’e x iste n c e d ’u n m u ltip lic a te u r d e L a g ra n g e

p ∈ R
m te l q u ’u n p o in t d e m in im u m x v é rifi e

Ax − b + B∗p = 0 , p ≥ 0 , p · (Bx − c) = 0.
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Correction. L ’e n se m b le d e s so lu tio n s a d m issib le s e st d é fi n i p a r

K = {x ∈ R
n : Fi(x) ≤ 0 p o u r to u t i = 1, . . . , m },

o ù Fi(x) = Bix− ci. L e s fo n c tio n s Fi so n t d é riv a b le s e t 〈F ′(x), y〉 = Biy = (Bi)
∗ · y.

D e m ê m e , la fo n c tio n o b je c tif

J(x) =
1

2
Ax · x − b · x

e st d é riv a b le e t
J ′(x) = Ax − b.

C o m m e le s c o n tra in te s so n t a ffi n e s, e lle s so n t a u to m a tiq u e m e n t q u a lifi é e s. O n p e u t
a p p liq u e r le T h é o rè m e 1 0 .2 .1 5 . S i x e st la so lu tio n d u p ro b l̀e m e d e m in im isa tio n
d e J su r K, il e x iste d o n c p ∈ R

m te l q u e

J ′(x) +
∑

i

piF
′
i (x) = 0, pi ≥ 0, piF

′
i = 0,

c ’e st à d ire

Ax − b +
∑

i

pi(Bi)
∗ = 0, pi ≥ 0, pi(Bix − ci) = 0.

o u , so u s u n e fo rm e p lu s c o m p a c te ,

Ax − b + B∗p = 0, p ≥ 0, p · (Bx − c) = 0.

N o to n s q u e K é ta n t c o n v e x e e t J fo rte m e n t c o n v e x e , il e x iste u n u n iq u e m in im ise u r
a u p ro b l̀e m e c o n sid é ré .

E x ercice 1 0 .2 .1 6 Soit f ∈ L2(Ω) u n e fon c tion d é fi n ie su r u n ou v e rt b orn é Ω. P ou r

ε > 0 on con sid è re le p rob l̀e m e d e ré g u la risa tion su iv a n t

m in
u∈H1

0
(Ω), ‖u−f‖

L2(Ω )
≤ε

∫

Ω

|∇ u|2d x.

M on tre r q u e c e p rob l̀e m e a d m e t u n e u n iq u e solu tion uε. M on tre r q u e , soit uε = f , soit

uε = 0, soit il e x iste λ > 0 te l q u e uε e st solu tion d e

{

−∆uε + λ(uε − f) = 0 d a n s Ω,

uε = 0 su r ∂Ω.

Correction. O n n o te J la fo n c tio n o b je c tif

J(u) =

∫

Ω

|∇ u|2d x

e t K l’e n se m b le d e s so lu tio n s a d m issib le s, c ’e st à d ire

K = {v ∈ H1
0 (Ω) : F (v) ≤ 0},
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o ù F (v) = ‖v − f‖2
L2(Ω)

− ε2. L ’e n se m b le K e st u n c o n v e x e fe rm é ta n d is q u e la
fo n c tio n n e lle J e st fo rte m e n t c o n v e x e . Il e x iste d o n c u n e u n iq u e so lu tio n uε a u
p ro b l̀e m e d e m in im isa tio n d e J su r K. L e s fo n c tio n n e lle s J e t F so n t to u te s d e u x
d é riv a b le s e t, p o u r to u t v ∈ H1

0 (Ω), o n a

〈J ′(uε), v〉 = 2

∫

Ω

∇uε.∇vd x

e t

〈F ′(uε), v〉 = 2

∫

Ω

(uε − f)vd x .

S i la c o n tra in te e st a c tiv e , c ’e st à d ire si F (uε) = 0 , o n a F ′(uε) = 0 . D ’a p rè s le
T h é o rè m e 10.2.15, il e x iste u n ré e l λ ≥ 0 te l q u e

J ′(uε) + λF ′(uε) = 0 , λF (uε) = 0 ,

c ’e st à d ire te l q u e p o u r to u t v ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

∇uε.∇v + λ(uε − f)vd x = 0 , λ(‖uε − f‖2
L2 − ε) = 0 .

O n d é d u it d e la p re m ìe re é q u a tio n q u e uε e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e a u x lim ite s

{

−∆uε + λ(uε − f) = 0 d a n s Ω,

uε = 0 su r ∂Ω.

S i la c o n tra in te n ’e st p a s a c tiv e , λ = 0 et u = 0 (c a s ε ≥ ‖f‖L2).

E x e rc ic e 10.3 .1 On considère le problème d’optimisation, dit perturbé

in f
Fi(v)≤ui, 1≤i≤m

J(v), (10 .9 )

avec u1, . . . , um ∈ R.
On se place sous les h ypoth èses du T h éorème 10.3.4 de K uh n et T ucker. On note m∗(u)
la v aleur minimale du problème perturbé (10 .9 ).

1 . M ontrer q ue si p est le multiplicateur de L ag rang e pour le problème non perturbé
(c’est-à-dire (10 .9 ) avec u = 0 ), alors

m∗(u) ≥ m∗(0 ) − pu . (10 .10 )

2 . D éduire de (10 .10 ) q ue si u 7→ m∗(u) est dériv able, alors

pi = −
∂m∗

∂ui

(0 ).

Interpréter ce résultat (cf. l’E x emple 9 .1.8 en économie).

C o rre c tio n .
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1. D ’a p rè s le T h é o rè m e d u 10.2.15, la so lu tio n v d u p ro b l̀e m e (10.9 ) n o n p e rtu rb é
e st te lle q u ’il e x iste pi ≥ 0 te l q u e

J ′(v) + piF
′

i
(v) = 0, piFi(v) = 0. (10.11)

C o m m e le s fo n c tio n s J e t Fi so n t su p p o sé e s c o n v e x e s, p o u r to u t v, o n a

J(v) + p · F (v) − J(v) − p · F (v) ≥ 〈 J ′(v) + p · F ′(v),v − v〉.

D ’a p rè s l’́e q u a tio n (10.11), o n a d o n c

J(v) + p · F (v) − J(v) ≥ 0.

E n fi n , si v e st la so lu tio n d u p ro b l̀e m e p e rtu rb é , o n e n d é d u it c o m m e F (v) ≤ u

q u e

m∗(u) + p · u − m∗(0) ≥ 0.

2 . S u p p o so n s q u e l’a p p lic a tio n u 7→ m∗(u) so it d é riv a b le . D a n s c e c a s,

m∗(u) = m∗(0) +
∂ m∗

∂ u
(0) · u + o(u).

A in si, d ’a p rè s la q u e stio n p ré c é d e n te ,

(

∂ m∗

∂ u
(0) + p

)

· u + o(u) ≥ 0

p o u r to u t u. E n d iv isa n t c e tte é q u a tio n p a r la n o rm e d e u, o n o b tie n t q u e p o u r
to u t é ĺe m e n t u d e n o rm e u n ité ,

(

∂ m∗

∂ u
(0) + p

)

· u ≥ 0.

E n a p p liq u a n t c e tte in é g a lité à −u a u lie u d e u, o n e n d é d u it q u e

∂ m∗

∂ u
(0) + p = 0.

L o rsq u e u a u g m e n te , l’e n se m b le d e s so lu tio n s a d m issib le s c ro ı̂t. A in si, la v a le u r
d e m∗(u), so lu tio n d u p ro b l̀e m e d e m in im isa tio n , n e p e u t q u e d é c ro ı̂tre . G râ c e
a u m u ltip lic a te u r d e L a g ra n g e p, o n a u n e in fo rm a tio n su p p ĺe m e n ta ire : il
n o u s p e rm e t d e d é te rm in e r le ta u x d e d é c ro issa n c e d e m∗(u) e st fo n c tio n d e
u. P lu s p e st im p o rta n t, p lu s u n e p e tite v a ria tio n d e u p a r ra p p o rt à z é ro
e n tra ı̂n e ra u n e fo rte v a ria tio n d e m∗.

E x e rc ic e 10.3 .2 Donner un exemple de Lagrangien pour lequel l’inégalité (10.60) est
stric te av ec ses deux memb res fi nis.
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Correction. O n p o se U = R, P = R e t

L(v, q) = F (v + q),

o ù F e st u n e fo n c tio n b o rn é e n o n c o n sta n te . O n a a lo rs

in f
v∈U

(

su p
q∈P

L(v, q)

)

= su p
R

F > in f
R

F = su p
q∈P

(

in f
v∈U

L(v, q)

)

. (10 .12 )

E x ercice 1 0 .3 .3 Soit U (re sp e c tiv e m e n t P ) u n con v e x e com p a c t n on v id e d e V (re s-
p e c tiv e m e n t Q). O n su p p ose q u e le L a g ra n g ie n e st te l q u e v → L(v, q) e st stric te m e n t
con v e x e con tin u e su r U p ou r tou t q ∈ P , e t q → L(v, q) e st con c a v e con tin u e su r P

p ou r tou t v ∈ U . M on tre r a lors l’e x iste n c e d ’u n p oin t se lle d e L su r U × P .

Correction. P o u r to u t q ∈ P , o n n o te ϕ(q) l’u n iq u e m in im ise u r su r U d e l’a p p li-
c a tio n v 7→ L(v, q) (l’e x iste n c e e st a ssu ré e p a r la c o m p a c ité d e U e t la c o n tin u ité d e
L, l’u n ic ité p a r la stric te c o n v e x ité d e v 7→ L(v, q)). D e p lu s, o n p o se

F (q) = L(ϕ(q), q) = m in
v∈U

L(v, q).

L ’a p p lic a tio n F e st l’in fi m u m d ’u n e fa m ille d e fo n c tio n s c o n c a v e s, se m i-c o n tin u e s
su p é rie u re m e n t. E lle e st d o n c e lle m ê m e c o n c a v e e t se m i-c o n tin u e su p é rie u re m e n t.
C o m m e U e st c o m p a c t e t q u e F e st se m i-c o n tin u e su p é rie u re m e n t, F a d m e t a u
m o in s u n m a x im u m su r V n o té q∗. O n p o se d e p lu s v∗ = ϕ(q∗). O n v a m o n tre r q u e
(v∗, q∗) e st u n p o in t se lle d e L su r U × P , c ’e st à d ire q u e

L(v∗, q) ≤ L(v∗, q∗) ≤ L(v, q∗)

p o u r to u t c o u p le (v, q) ∈ U × P . L a d e u x ìe m e in é g a lité e st é v id e n te e t d é c o u le
sim p le m e n t d e la d é fi n itio n d e v∗ = ϕ(q∗). Il re ste à p ro u v e r q u e p o u r to u t q ∈ V ,

L(v∗, q) ≤ L(v∗, q∗). (10 .13 )

P o u r to u t t ∈ [0 , 1] e t to u t q ∈ V , o n p o se

vt = ϕ((1 − t)q∗ + tq)

D ’a p rè s la c o n c a v ité d e L(v, .), o n a p o u r to u t v ∈ U

L(v, (1 − t)q∗ + tq) ≥ (1 − t)L(v, q∗) + tL(v, q),

d ’o ù o n d é d u it (p u isq u e q∗ m a x im ise F su r P e t L(vt, q
∗) ≥ F (q∗)), q u e

F (q∗) ≥ F ((1 − t)q∗ + tq) = L(vt, (1 − t)q∗ + tq)

≥ (1 − t)L(vt, q
∗) + tL(vt, q)

≥ (1 − t)F (q∗) + tL(vt, q),

c e q u i d o n n e e n fi n d e c o m p te q u e p o u r to u t q ∈ V e t to u t t 6= 0 ,

F (q∗) ≥ L(vt, q).
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C o m m e U e st c o m p a c t, il e x iste u n e su ite tn c o n v e rg e n t v e rs z é ro te l q u e vtn so it
c o n v e rg e n te . S o it ṽ la lim ite d e vtn . D ’a p rè s l’in é g a lité p ré c é d e n te , o n a

F (q∗) = L(v∗, q∗) ≥ lim L(vtn , q) = L(ṽ, q).

P o u r c o n c lu re , il su ffi t d o n c d e p ro u v e r q u e ṽ = v∗ e t a in si o b te n ir l’in é g a lité (10 .13 ).
O r, p o u r to u t n o n a

(1 − tn)L(vtn , q∗) + tnL(vtn , q) ≤ L(vtn , (1 − tn)q∗ + tnq)

≤ L(v, (1 − tn)q∗ + tnq).

E n p a ssa n t à la lim ite , o n e n d é d u it q u e p o u r to u t v ∈ U ,

L(ṽ, q∗) ≤ L(v, q∗).

A in si, ṽ e st u n m in im ise u r d e v 7→ L(v, q∗). C o m m e c e tte d e rn ìe re a p p lic a tio n e st
stric te m e n t c o n v e x e , e lle a d m e t a u p lu s u n m in im ise u r e t ṽ = ϕ(q∗) = v∗.

Exercice 10.3.4 Soit une matrice rectangulaire

A =













1 0 4 2 3 5
−3 2 −1 2 −5 2
−4 2 −2 0 −1 2
−2 4 −1 6 −2 2
−1 2 −6 3 −1 1













.

O n sup p ose q ue d eux joueurs ch oisissent l’un une ligne i, l’autre une colonne j, sans q u’ils
ne connaissent le ch oix d e l’autre. U ne fois rév élé leurs ch oix , le gain (ou la p erte, selon
le signe) d u p remier joueur est d éterminé p ar le coeffi cient aij d e la matrice A (l’autre
joueur recevant ou p ayant −aij). M ontrer q ue la stratégie op timale d e minimisation d u
risq ue cond uit à un p rob lème d e min-max q ue l’on résoud ra. L e jeu est-il éq uitab le av ec
cette matrice A ?

C o rrectio n . L e p re m ie r jo u e u r ch e rch e à m a x im ise r so n g a in q u e lq u e so it le ch o ix
d u d e u x ìe m e jo u e u r, il ch o isit d o n c la lig n e i te l q u e m in j ai,j so it m a x im a l. E n
a d o p ta n t c e tte stra té g ie , so n g a in m in im a l e st a lo rs

G1 = m a x
i

m in
j

aij.

L e d e u x ìe m e jo u e u r tie n t u n ra iso n n e m e n t id e n tiq u e . S o n g a in m in im a l e st d o n c

G2 = − m in
j

m a x
i

aij.

O n ré so u t a isé m e n t c e s d e u x p ro b l̀e m e s. L a so lu tio n a u p re m ie r p ro b l̀e m e p o u r le
p re m ie r jo u e u r c o n siste à jo u e r la p re m ìe re lig n e c e q u i lu i a ssu re u n g a in a u m o in s
n u l (il n e p e u t p a s p e rd re ). L a stra té g ie m in im isa n t le s risq u e s p o u r le d e u x ìe m e
jo u e u r c o n siste à jo u e r la p re m ìe re c o lo n n e c e q u i lu i a ssu re a u m o in s u n g a in d e −1,
c ’e st à d ire a u p ire u n e p e rte d e 1. L e je u n ’e st p a s é q u ita b le . S i le s d e u x jo u e u rs
a d o p te n t c e tte stra té g ie , le p re m ie r jo u e u r g a g n e 1 ta n d is q u e le d e u x ìe m e p e rd 1.
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Exercice 10.4.1 On considère le problème de commande optimal (10.72). On su ppose
q u e K = R

M , f = 0 , z = 0 , et zT = 0 . M ontrer q u e, pou r tou t t ∈ [0 , T ],

p(t) · y(t) = D y(T ) · y(T ) +

∫

T

t

Q y(s) · y(s) ds +

∫

T

t

R−1B∗p(s) · B∗p(s) ds .

E n dédu ire q u e s’il ex iste t0 ∈ [0 , T ] tel q u e y(t0) = 0 , alors y(t) = p(t) = 0 pou r tou t
t ∈ [0 , T ]. Interpréter ce résu ltat.

C o rrectio n . S o it u la so lu tio n o p tim a le a u p ro b l̀e m e (10.7 2 ), y la so lu tio n a u
p ro b l̀e m e (10.7 1) a sso c íe e t p la so lu tio n a u p ro b l̀e m e a d jo in t (10.7 6 ). U n sim p le
c a lc u l n o u s d o n n e

d

dt
(p · y) = −Q y · y − A∗p · y + p · Ay − B∗p · R−1B∗p

= −Q y · y − R−1B∗p · B∗p.

P a r in té g ra tio n , o n e n d é d u it q u e

p · y(t) = p · y(T ) +

∫

T

t

Q y · y + R−1B∗p · B∗pdt

= D y(T ) · y(T ) +

∫

T

t

Q y · y + R−1B∗p · B∗pdt.

S ’il e x iste t0 ∈ [0 , T ] te l q u e y(t0) = 0 , o n a p · y(t0) = 0 . C o m m e to u s le s te rm e s
d u se c o n d m e m b re d e la fo rm u le p ré c é d e n te so n t p o sitifs o u n u ls e t d e so m m e n u lle ,
ils so n t to u s n u ls. E n p a rtic u lie r, si t ∈ [t0, T ], R−1B∗p · B∗p(t) = 0 . C o m m e R e st
sy m é triq u e , d é fi n ie p o sitiv e , o n e n d é d u it q u e u(t) = R−1B∗p(t) = 0 . L a c o m m a n d e
e st d o n c n u lle p o u r to u t t ∈ [t0, T ], e t y(t) = ex p (A(t− t0))y(t0) = 0 p o u r t ∈ [t0, T ].
D e m ê m e , o n o b tie n t la n u llité d e p su r [t0, T ]. C e ré su lta t n ’e st p a s é to n n a n t. Il
sig n ifi e q u e si o n ch e rch e a a n n u ĺe y a lo rs q u e y e st d é jà n u l, la c o m m a n d e o p tim a le
c o n siste sim p le m e n t à n e rie n fa ire . R e ste à p ro u v e r la n u llité d e y, u e t p su r
l’in te rv a lle [0 , t0]. Il su ffi t d e c o n sta te r q u e le c o u p e (y, p) e st so lu tio n d ’u n sy stè m e
d iff é re n tie lle lin é a ire d e c o n d itio n in itia le (y, p)(t0) = (0 , 0 ) (la fl è ch e d u te m p s e st
in v e rsé e ). C e sy stè m e a d m e t u n e so lu tio n u n iq u e : la so lu tio n n u lle .

C e ré su lta t stip u le q u e , si l’́e ta t in itia l n ’e st p a s l’́e ta t c ib le , il n ’e st ja m a is
re n ta b le d ’a tte in d re e x a c te m e n t c e d e rn ie r. L e c o û t n é c e ssa ire p o u r s’a p p ro ch e r d e
l’́e ta t c ib le d e v ie n t p lu s im p o rta n t q u e le g a in ré a lisé .

Exercice 10.4.2 Obtenir l’́eq u iv alent de la P roposition 10.4 .4 et du T h éorème 10.4 .6

pou r le sy stème paraboliq u e















∂y

∂t
− ∆y = v + f dans ]0 , T [×Ω

y = 0 su r ]0 , T [×∂Ω
y(0 ) = y0 dans Ω
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où y0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(]0 ,T [×Ω), v ∈ L2(]0 ,T [×Ω) e st la com m a n d e , e t on m in im ise

in f
v∈L2(]0,T [×Ω)

J(v) =

∫ T

0

∫

Ω

v2d t d x +

∫ T

0

∫

Ω

|y − z|2d t d x +

∫

Ω

|y(T ) − zT |
2d x ,

où z ∈ L2(]0 ,T [×Ω) e t zT ∈ L2(Ω).

Correction. L ’a p p lic a tio n q u i à v a sso c ie y e st lin é a ire c o n tin u e d e L2(]0 ,T [×Ω)
d a n s C0([0 ,T ];L2(Ω)). O n e n d é d u it q u e J e st c o n tin u e . D e p lu s, J e st fo rte -
m e n t c o n v e x e e t a d m e t d o n c u n u n iq u e m in im ise u r. C o m b in a iso n d e fo n c tio n s
d iff é re n tia b le s, J e st e lle m ê m e d iff é re n tia b le (l’a p p lic a tio n q u i à v a sso c ie y e st
d é riv a b le c a r a ffi n e c o n tin u e !) e t

〈J ′(v),w〉 =

2

(
∫ T

0

∫

Ω

vw d x d t +

∫ T

0

∫

Ω

(y − z)yw d x d t +

∫

Ω

(y(T ) − zT )yw(T ) d x

)

(10 .14 )

o ù yw e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e p a ra b o liq u e







∂ y w

∂ t
− ∆yw = w d a n s ]0 ,T [×Ω

yw = 0 su r ]0 ,T [×∂Ω
yw(0 ) = 0

L a c o n d itio n d ’o p tim a lité n é c e ssa ire e t su ffi sa n te e st J ′(y) = 0 . C o m m e d a n s le c a s
p ré se n té d a n s le c o u rs, la fo rm u le p ré c é d e n te p e rm e tta n t d e c a lc u le r la d é riv é e d e
J e st in e x p lo ita b le : e lle n é c e ssite p o u r ch a q u e fo n c tio n te st w la ré so lu tio n d ’u n
sy stè m e p a ra b o liq u e . O n p e u t o b te n ir u n e e x p re ssio n e x p lic ite d e J ′ e n fo n c tio n
d ’u n é ta t a d jo in t p so lu tio n d u sy stè m e







− ∂ p

∂ t
− ∆p = y − z d a n s ]0 ,T [×Ω

p = 0 su r ]0 ,T [×∂Ω
p(T ) = y(T ) − zT .

O n v é rifi e sa n s m a l q u e

〈J ′(v),w〉 =

∫ T

0

∫

Ω

(v + p)w d x .

E x ercice 1 0 .4 .3 G é n é ra lise r l’e x e rc ic e p ré c é d e n t à l’́e q ua tion d e s on d e s.

Correction. Il s’a g it d ’́e tu d ie r le p ro b l̀e m e h y p e rb o liq u e



























∂2y

∂2t
− ∆y = v + f d a n s ]0 ,T [×Ω

y = 0 su r ]0 ,T [×∂Ω
y(0 ) = y0 d a n s Ω
∂y

∂t
(0 ) = y0 d a n s Ω
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o ù y0 ∈ H1
0 (Ω), y1 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(]0,T [×Ω) et v ∈ L2(]0,T [×Ω) est la c o m m a n d e .

O n m in im ise

in f
v∈L2(]0,T [×Ω)

J(v) =

∫ T

0

∫

Ω

v2d t d x +

∫ T

0

∫

Ω

|y − z|2d t d x +

∫

Ω

|y(T ) − zT |
2d x,

o ù z ∈ L2(]0,T [×Ω) et zT ∈ L2(Ω). A n o u v e a u , J e st d é riv a b le , fo rte m e n t c o n v e x e
e t a d m e t d o n c u n u n iq u e m in im ise u r. D e p lu s, la d é riv é e d e J p o ssè d e la m ê m e
e x p re ssio n (10.14 ) q u e p ré c é d e m m e n t. C e p e n d a n t, yw e st d a n s c e c a s so lu tio n d u
p ro b l̀e m e h y p e rb o liq u e















∂2yw

∂t2
− ∆yw = w d a n s ]0,T [×Ω

yw = 0 su r ]0,T [×∂Ω
yw(0) = 0
∂yw

∂t
= 0

A n o u v e a u , o n p e u t in tro d u ire u n é ta t a d jo in t a fi n d e d é te rm in e r e x p lic ite m e n t J ′.
L ’́e q u a tio n v é rifi é e p a r l’́e ta t a d jo in t e st















∂2p

∂t2
− ∆p = w d a n s ]0,T [×Ω

p = 0 su r ]0,T [×∂Ω
p(0) = 0
∂p

∂t
= zT − y(T )

e t

〈J ′(v),w〉 =

∫ T

0

∫

Ω

(v + p)w d x d t.

N o to n s q u e p o u r tro u v e r l’́e ta t a d jo in t, o n p e u t in tro d u ire u n L a g ra n g ie n c o m m e
d a n s le c a s d e la d im e n sio n fi n ie .

Exercice 10.5.1 Pour V = R
2 e t J(x,y) = ax2 + by2 a v e c a,b > 0, m on tre r q ue

l’a lg orith m e d e g ra d ie n t à p a s op tim a l con v e rg e e n un e seule ité ra tion si a = b ou si

x0y0 = 0, e t q ue la con v e rg e n c e e st g éom é triq ue d a n s le s a utre s c a s. É tud ie r a ussi la

con v e rg e n c e d e l’a lg orith m e d e g ra d ie n t à p a s fi x e : p our q ue lle s v a leurs d u p a ra m è tre

µ la con v e rg e n c e se p rod uit-e lle , p our q ue lle v a leur e st-e lle la p lus ra p id e ?

C o rrectio n . L ’a lg o rith m e d e g ra d ie n t à p a s o p tim a l c o n v e rg e e n u n e u n iq u e ité ra -
tio n si e t se u le m e n t si le m in im ise u r d e J (e n l’o c c u rre n c e 0) a p p a rtie n t à la d ro ite
p a ra m é tré e p a r la fo n c tio n t 7→ tJ ′(x,y)+ (x,y), c ’e st à d ire si e t se u le m e n t si (x,y)
e t J ′(x,y) so n t c o lin é a ire s. C o m m e J ′(x,y) = 2 (ax,by), l’a lg o rith m e c o n v e rg e e n u n e
ité ra tio n si e t se u le m e n t le p ro d u it v e c to rie l e n tre (x0,y0) e t (ax0,by0) e st n u l, c ’e st
à d ire si a = b o u x0y0 = 0. D a n s le c a s c o n tra ire , c o n sid é ro n s (xn,yn) la so lu tio n
o b te n u e a u b o u t d e n ité ra tio n s d u g ra d ie n t à p a s o p tim a l. C o m m e le p a s e st ch o isi
d e m a n ìe re o p tim a l, le g ra d ie n t d e J e n (xn+ 1,yn+ 1) e st o rth o g o n a l a u g ra d ie n t d e
J e n (xn,yn). A in si, le g ra d ie n t d e J e n (xn+ 2,yn+ 2) e st c o lin é a ire a u g ra d ie n t d e J

e n (xn,yn). O n e n d é d u it q u e (xn,yn) e t (xn+ 2,yn+ 2) so n t c o lin é a ire s. Il e x iste d o n c
α(x,y) : R

2 → R te l q u e

(xn+ 2,yn+ 2) = α(xn,yn)(xn,yn).
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E n fi n , p o u r to u t ré e l r, o n a α(rx, ry) = α(x, y). O n a d o n c α(xn+2, yn+2) = α(xn, yn)
e t α(x2p, y2p) = α(x0, y0). A in si,

J(x2p, y2p) = α(x0, y0)
pJ(x0, y0).

L a c o n v e rg e n c e e st d o n c g é o m é triq u e .
C o n sid é ro n s l’a lg o rith m e d e g ra d ie n t à p a s fi x e . D ’a p rè s l’e x p re ssio n d e la

d é riv é e d e J ,
xn+1 = (1 − 2µa)xn e t yn+1 = (1 − 2µb)yn.

P a r ré c u rre n c e é v id e n te , o n e n d é d u it u n e fo rm u le e x p lic ite d e (xn, yn) :

xn = (1 − 2µa)nx0 e t yn = (1 − 2µb)ny0.

L a c o n v e rg e n c e a lie u lo rsq u e m a x (|1 − 2µa|, |1 − 2µb|) < 1, c ’e st à d ire

µ < m in (a−1, b−1).

L e p a s o p tim a l e st o b te n u e n m in im isa n t β = m a x (|1− 2µa|, |1− 2µb|) p a r ra p p o rt
à µ. P a r u n e é tu d e g ra p h iq u e ra p id e , o n o b tie n t q u e le p a s o p tim a l e st

µo pt = (a + b)−1.

L a ra iso n d e la su ite g é o m é triq u e e st a lo rs

β = |a − b|/(a + b).

P o u r te rm in e r, n o to n s q u ’o n p e u t é g a le m e n t c a lc u le r e x p lic ite m e n t la ra iso n β′ d e
la su ite d a n s le c a s d e l’a lg o rith m e à p a s o p tim a l. A titre in d ic a tif, o n o b tie n t

β′ = |a − b||x0||y0|
√

ab
(

(ax2

0 + by2

0)(a
3x2

0 + b3y2

0)
)

−1/2
.

L ’a lg o rith m e d u g ra d ie n t à p a s o p tim a l c o n v e rg e a u m o in s a u ssi ra p id e m e n t q u e
l’a lg o rith m e à p a s fi x e o p tim a l. L a c o n v e rg e n c e d e s d e u x a lg o rith m e s e st id e n tiq u e
si a = b o u a|x0| = b|y0|.

Exercice 10.5.2 Soit V = R
N e t K = {x ∈ R

N te l q u e
∑N

i= 1
xi = 1}. E x p lic ite r

l’op é ra te u r d e p roje c tion orth og on a le PK e t in te rp ré te r d a n s c e c a s la form u le

un+1 = PK(un − µJ ′(un)) (10 .15 )

d é fi n issa n t l’a lg orith m e d e g ra d ie n t p roje té à p a s fi x e e n te rm e d e m u ltip lic a te u r d e

L a g ra n g e .

C o rrectio n . S o it n =
√

N
−1 ∑N

i= 1
ei le v e c te u r n o rm a l à K. L ’o p é ra te u r d e p ro -

je c tio n su r K e st
PK(u) = u + (1 − u · n)n.

L a fo rm u le (10.106 ) im p liq u e q u e si u m in im ise J su r K

u = PK(u − µJ ′(u)) = u − µJ ′(u) + (1 − u · n + µJ ′(u) · n)n.
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C o m m e u · n = 1, o n e n d é d u it q u e

J ′(u) + λn = 0 .

o ù λ = −J ′(u)·n. O n re tro u v e la c o n d itio n d ’o p tim a lité d u T h é o rè m e 10.2.8, v é rifi é e
p a r le s m in im ise u rs d e J su r K, o ù λ e st le m u ltip lic a te u r d e L a g ra n g e a sso c íe à la
c o n tra in te u ∈ K.

E x e rc ic e 10.5 .3 Appliquer l’algorithme d’Uzawa au problème

m in
v∈RN , F (v)= B v−c≤0

{

J(v) =
1

2
Av · v − b · v

}

, (10 .16 )

où A est un e matrice N ×N symétrique défi n ie positiv e, b ∈ R
N , B un e matrice M ×N

et c ∈ R
M . S i la matrice B est de ran g M , ce qui assure l’un ic ité de p d’après la

R emarque 10.3.12, mon trer que la suite pn con v erge v ers p.

C o rre c tio n . L e L a g ra n g ie n a sso c íe à c e p ro b l̀e m e e st

L(v, q) =
1

2
Av · v − b · v + q · (Bv − c)

a v e c q ∈ R
M
+ . S o it pn la su ite d e m u ltip lic a te u rs o b te n u s p a r l’a lg o rith m e d ’U z a w a

e t un la su ite d ’́e ĺe m e n ts d e R
N d é fi n ie p a r

L(un, pn) = m in
v

L(v, pn). (10 .17 )

O n ra p p e lle q u e pn+1 e st d é te rm in é à l’a id e d e pn p a r

pn+1 = PR
M

+
(pn + µF (un)) , (10 .18)

o ù µ e st le p a s d e l’a lg o rith m e , ch o isit su ffi sa m m e n t p e tit. L a m a tric e A é ta n t
sy m é triq u e d é fi n ie p o sitiv e , le p ro b l̀e m e (10 .17 ) a d m e t c o m m e u n iq u e so lu tio n

un = A−1(b − B∗p).

E n e x p lic ita n t la d é fi n itio n (10 .18) d e pn+1 e n fo n c tio n d e pn, o n o b tie n t

pn+1 = PR
M

+

(

(Id −µBA−1B∗)pn + µ(BA−1b − c)
)

.

A fi n d e p ro u v e r la c o n v e rg e n c e d e la su ite pn, il su ffi t d e m o n tre r q u e l’a p p lic a tio n
q u i à pn+1 a sso c ie pn e st stric te m e n t c o n tra c ta n te . C o m m e la p ro je c tio n PR

M

+
e st

c o n tra c ta n te , il su ffi t d e p ro u v e r q u e l’a p p lic a tio n

q 7→ (Id −µBA−1B∗)q + µ(BA−1b − c)

e st c o n tra c ta n te . C o m m e B e st d e ra n g M , la m a tric e BA−1B∗ e st d é fi n ie p o sitiv e .
P o u r µ su ffi sa m m e n t p e tit, la m a tric e Id −µBA−1B∗ e st sy m é triq u e , d é fi n ie p o sitiv e
d e v a le u rs p ro p re s stric te m e n t p lu s p e tite s q u e l’id e n tité . L ’a p p lic a tio n p ré c é d e n te
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est d o n c stric te m e n t c o n tra c ta n te e t l’a lg o rith m e c o n v e rg e n t. O n n o te p sa lim ite .
L a su ite un e st é g a le m e n t c o n v e rg e n te e t sa lim ite u e st te lle q u e

A u − b + B∗p = 0. (10.19 )

E n fi n , c o m m e p = PR
M

+
(p + µ F (u)), p o u r to u t q ∈ R

M

+ , o n a

(p − (p + µ F (u))) · (q − p) ≥ 0,

c ’e st à d ire F (u) · p ≥ F (u) · q. O n e n d é d u it q u e

F (u) ≤ 0 (10.20)

e t q u e F (u) · p ≥ 0. O r c o m m e F (u) ≤ 0 et p ≥ 0, o n a é g a le m e n t F (u) · p ≤ 0.
A in si,

F (u) · p = 0. (10.21)

D e (10.19 ), (10.20) e t (10.21), o n c o n c lu t q u e u e st so lu tio n d u p ro b l̀e m e d e m in i-
m isa tio n é tu d íe .

Exercice 10.5.4 En plus des hypothèses de la Proposition 10.5.10, on suppose q ue

les fonctions J et F1, . . . , FM sont continûm ent diff érentiab les. O n note de nouveau I(u)
l’ensem b le des contraintes activ es en u, et on suppose q ue les contraintes sont q ualifi ées

en u au sens de la D éfi nition 10.2 .13 . Enfi n, on suppose q ue les v ec teurs
(

F ′

i
(u)

)

i∈I(u)

sont linéairem ent indépendants, ce q ui assure l’unic ité des m ultiplicateurs de L ag rang e

λ1, . . . , λM tels q ue J ′(u) +
∑

M

i= 1 λiF
′

i
(u) = 0, av ec λi = 0 si i /∈ I(u). M ontrer alors

q ue, pour tout indice i ∈ { 1, . . . , M }

lim
ε→0

[

2

ε
m a x (Fi(uε), 0)

]

= λi .

C o rrectio n . P o u r to u t i /∈ I(u), o n a Fi(u) < 0. A in si, p o u r ε a sse z p e tit, o n a
Fi(uε) < 0 et m a x (Fi(uε), 0) = 0. E n p a rtic u lie r, p o u r to u t i /∈ I(u), o n a b ie n

lim
ε→0

[

2

ε
m a x (Fi(uε), 0)

]

= 0 = λi .

O n p o se

Jε(v) = J(v) + ε−1

M
∑

i= 1

[m a x (Fi(v), 0)]2 .

L e s fo n c tio n Fi é ta n t su p p o sé e s c o n tin û m e n t d é riv a b le s, Jε e st d é riv a b le e t

J ′

ε
(v) = J ′(v) + 2ε−1

M
∑

i= 1

m a x (Fi(v), 0)F ′

i
(v).

C o m m e uε m in im ise Jε, o n a J ′

ε
(uε) = 0 et

J ′(uε) = −2ε−1

M
∑

i= 1

m a x (Fi(uε), 0)F ′

i
(uε). (10.22)
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D e p lu s uε c o n v e rg e v e rs u p o u r le q u e l

J ′(u) = −
∑

i∈I(u)

λiF
′

i (u). (10 .23 )

C o m m e le s a p p lic a tio n s lin é a ire s (F ′

i (u))i∈I(u) so n t in d é p e n d a n te s, il e x iste u n e fa -
m ille (ai)i∈I(u) d ’́e ĺe m e n ts d e R

N te lle q u e

〈F ′

i (u), aj〉 = δj
i

p o u r to u t i e t j ∈ I(u). C o m m e F ′

i (uε) c o n v e rg e v e rs F ′

i (u), p o u r ε a sse z p e -
tit, la fa m ille (F ′

i (uε))i∈I(u) e st in d é p e n d a n te e t il e x iste u n e fa m ille (aε
i)i∈I(u) ∈

V e c t((ai)i∈I(u)) te lle q u e

〈F ′

i (uε), a
ε
j〉 = δj

i

p o u r to u t i e t j ∈ I(u). D e p lu s, p o u r to u t i ∈ I(u), aε
i c o n v e rg e v e rs ai. E n fi n , p o u r

to u t i ∈ I(u),

−2ε−1 m a x (Fi(u), 0 ) =

〈

− 2ε−1
∑

j∈I(u)

m a x (Fj(uε), 0 )F ′

j(uε), a
ε
i

〉

.

C o m m e ε−1 m a x (Fi(u), 0 )) c o n v e rg e v e rs z é ro p o u r to u t i /∈ I(u),

lim
ε
−2ε−1 m a x (Fi(u), 0 ) = lim

ε
−2ε−1

M
∑

j= 1

m a x (Fj(uε), 0 ) 〈F ′

j(uε), a
ε
i〉

= lim
ε
〈J ′(uε), a

ε
i〉

= 〈J ′(u), ai〉 = λi.
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