Matrice d'une application linéaire

Bases (ej,jzl,--- ,n) de E et (f,-,izl,--- ,m) de F

mfc E(E, F) telle que f(ej) = Z/n;l A,',J'f,'
mx=)",xe €E

my="f(x)=>", (Zle A,-,J-xj>f,-
X1 Y1
s X=| : |er, vy=| : |erm v=Ax
Xn Ym
m Retenir que les n colonnes j de A sont données par les images f(e;)

m Espace vectoriel des matrices de dimension m, n: M, , (a coefficients dans
K =R ou C)

m Matrices remarquables: diagonale, symétrique, triangulaires inférieure ou
supérieure



Exercice: produit de matrices versus composition

d'applications linéaires

m Soient E, F, G des e.v de dimensions resp. n,m,p, f € L(E, F) et
g € L(F,G)

m Des bases étant données, f a pour matrice A € M, , et g a pour matrice
B e Mpm

m g of apour matrice le produit BA € M, , tel que

(BA)ij = > BixAx,
k=1

m Produit de matrices: M, ,, x My, p — My,
m produit matrice vecteur: My o X Mp1 — M

m produit scalaire de deux vecteurs: ligne . colonne Mj , x M1 — Mi
m produit tensoriel de deux vecteurs: colonne. ligne M,1 X M1, — M.,



Exercice: changements de base pour les vecteurs et les

matrices

] . ' 2. — n .
m P: matrice de passage d'une base dans une autre & = >, _; Pk jex
(colonnes de la nouvelle base dans I'ancienne)

m Changement de base pour les coordonnées des vecteurs: X = PX.

m Changement de base pour les matrices des applications linéaires: X = PX,
Y=QYetY=AX Y =AX implique que

~

A= Q lAP.



Matrices carrés inversibles

m Ac M, , =M, est inversible ssi |'une des propriétés suivantes est vérifice
m |l existe A7' € M, , tel que AA"' = A"TA= |
m A estinjectiveie AX=0=X=0
m A est surjective ie Im(A) = {AX, X e R"} =R"

m A B e M, inversibles
(AB)"' =B 1At



Transposition de matrices

m Aec My, on définit A* € M, , par
(AY);j=A;ipourtous i=1--- n j=1--- 'm
m Produit scalaire canonique de deux vecteurs (colonnes) X, Y € R":
n
XY =) XY
i=1
m Matrice carrée A € M, est symétrique ssi

At = A



Diagonalisation d'une matrice carrée symétrique A € M,

m Les valeurs propres sur C d'une matrice réelle symétrique A sont réelles et il
existe une base orthonormée de vecteurs propres F' € R", i =1,--- , n telle
que

AF' = \;F' et (F")'F/ =6; pourtous i,j=1,---,n

m Si P est la matrice de passage de la base canonique dans la base F',

i=1,...,n, alors on a
P_1:Pt

et
A1 0

PLAP =



Déterminants de n vecteurs dans un e.v. E de dimension n

pour une base donnée

m Unique forme n-linéaire alternée sur E valant 1 sur la base

O Det(vl, RV A A ,v,,) = 0 (alternée)
m Antisymétrie:

DGt(Vl,"' 7Vi7"' 7Vj7°'° ’vn) — —Det<v1,... ,ij"' ’vi’... 7Vn)
m On a donc aussi pour toute permutation o de {1,--- , n},

Det (\,1, - ,Vn) — sign(g)Det (Vo(1), c ,vg(n))

m Déterminant d'une matrice carrée A = déterminant des vecteurs colonnes

Det(A> — Det(A-,la' e 7A.,n) — Z HSign(U)Aa(i),i

occyr,i=1



Propriétés du déterminant

Les vecteurs colonnes de A sont libres ssi Det(A) # 0
Donc A est inversible ssi Det(A) # 0

Det(AB) = Det(A)Det(B) = Det(BA)

Det(A?) = Det(A)

Développement par rapport aux lignes ou aux colonnes

n

Det(A) = > (~1)"*Det(Al)) = En:(—l)"“ Det(AU))

=1



Normes matricielles

m Une norme matricielle sur I'e.v. M, est une norme telle que

IAB|| < [|A[ll|B]]
m Une norme matricielle induite par une norme ||.|| sur R” est la norme
matricielle définie par
AX
Al = sup 1251
x#0 [[X]

m On a pour une norme matricielle induite: ||[AX]|| < ||A||||X]| pour tout
X e R"



Exercice: exemples de normes induites

AX |l oo
m [[Alloo = Supxolfx = = maxizt,.. . 37 A ]

AX
= [[All = Supx o it = maxjz1,... n S0, [A]

AX
o ||A||2 — SUpX;éo ||||X|||L2 — p(tAA)1/2



Convergence de la suite A pour A € M,

m Rayon spectral p(A), A € M, est le module de la valeur propre maximale
de A dans C.

m On admettra le lemme suivant:

m p(A) < 1 ssilimi_,400A* =0 quel que soit la norme sur M,
m p(A) = limy_ o0 ||A||Y* quel que soit la norme sur M,
m p(A) < ||A|| quel que soit la norme matricielle sur M,



Matrices de la forme | +-Aou l — A

m Si p(A) <1 alors les matrices | + A et | — A sont inversibles
m La série de terme général A* converge (vers (I — A)~1 ssi p(A) < 1
m Preuve: S AF(1 — A) = I — AV et utiliser le lemme précédent
m Si ||A]| < 1 pour une norme matricielle, alors /| — A est inversible et on a

(1 — A)7L| < m (idem pour [ + A)



Méthode d'élimination de Gauss: exemple

1 3 2 1
AX=| -1 2 1 |X=| 2 |=b det(4)=5
2 1 2 1
Descente: élimination sur la premiére colonne (x)
1 0 O 1 3 2 1 0 O 1
1 1 0 -1 2 1 | X= 1 1 0 2 =b
-2 0 1 2 1 2 —2 0 1 1
1 3 2 1
=10 5 3 X = 3
0 -5 =2 —1
Descente: élimination sur la deuxieme colonne (x2)
1 0 O 1 3 2 1 0 O 1
0 1 0 0O 5 3 X=1 010 3
0 1 1 0 —-b -2 0O 1 1 —1
1 3 2 1 —6/5
=1 0 5 3 |X=| 3 d'oll par remontée X = | —3/5
0 0 1 2 2



factorisation de Gauss: exemple

D'ou UX = b’ avec

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 O
b=| 1 1 O 0 1 O b= -1 1 0 0 1 0 |V
-2 0 1 0 1 1 2 0 1 0 -1 1
1 0 O
b= —1 1 0 | ¥
2 -1 1
D’ou la factorisation de Gauss
A= LU
avec
1 0 O 1 3 2
L = -1 1 0 et U = 0 5 3
2 -1 1 0 0 1



Généralisation a A € M, inversible: AX = b

1 0 0
)
— a(l’) 1 0 0 agl)1 aglz7
1,1 ) )
25 a5,
22 _ (D)) _ a1 | 2 (1),
RO : “ 1| 4 I
al’l ’ ’
0 ) )
B an,l O 1 )
1
)
1 1
)
SO (3)
2,2 2,n
: : (1) (1)
2) _ . . : 2 (@) i1y ..
A = % = a! — —Q————=—,i,j=2,-++,n
0 35(2,)2 35(2,)” avec aI,J aI,J agl)l J
NG 2)

a
n,2 n,n



Généralisation a A € M, inversible;: AX

1 0 0
1 1
0 1 ag,)l P ag’?,]
(2) (2)
9.2 9.
0 1 0
(k) (k) (k)
A1) _ (k) A(K) _ {1,k 0 2k k 2.
N 0 0 (k) (k)
Uk k+1,k k+1,n
0 0 : 0 1 0 i{) (;()
agkz( 0 .k an,n
0 0 — b 0 1 ’
(k)
K,k
et plk+1) — (k) p(k)
(1) (1)
al,l () e e N a%,f
2
0 ) 5
: (K) (K) (K) NORQ
. 0 a a C a i i
A(k+1) = k,k k,k+1 k,n avec a(.k.—H) = a(-k-) — —I’k KoJ s i, J=k+1,---,n
0 0 a(k+1) a(k+1) l,J IyJ a(k)
k+1,k+1  * - k+1,n k,k
0 0 (k+1) S(k+1)

A k+1 n,n



Généralisation a A € M, inversible:

A=LU
avecC
U= A
L) L
) ()
0 a9 5
N0 (k)
v= ok (kkirlﬁrl o (/fir'{)
0 0 ak—{—l,k—{—l ak+1,n
0 0 0 0 af,”?,



Généralisation a A € M, inversible

A=LU
avec
U= A
| — (L(n—l) GO L(l))‘l (L)1 0y -y
1 0 0
0o 1
. 0 1 0
(k)
=T o a’;l:(fkl)’k 1 0
K, k
0o o0 0 10
(k)
0 0 n,k 0 1




Généralisation a A € M, inversible: AX = b

1 0 0
0 1
0 1 0
a$<k)1k
_|_
K)yv—1,,(k+1),—1 — 1
O (A e I () °
K,k
: a(l<+1)
k42, k+1
k41, k+1
() (k1)
0 0 n,k n,k+1 0 1
(k NCE

) a
Kk, k k+1,k+1



Généralisation a A € M, inversible: AX = b

1 0 0
(1)
a
2,1
2 1 0
Ry
1,1
1 0 0
"’ik)1 k
_|_
L = — 1 0
(0
k,k
. a(k+1)
k+2,k+1 1 0
a(k+1)
k+1,k+1
(D) . k) (k+1) (n—1)
an,l : an,k an,k—{—l an,k 1
2 R (3 RN = R () R
1,1 k,k k+1,k+1 n—1,n—1



Existence et unicité de la factorisation A = LU

m Soit A€ M,, on suppose que les sous matrices diagonales de dimension k

sont inversibles pour tous kK =1,---n.

m Alors la factorisation A= LU avec L;; =1,/ =1,---,n existe et est
unique.

Preuve:

m Existence établie précédemment car on montre que le pivot af , # 0

m Unicité: A= LiU; = LU implique L5 'L = U Ut = |



Algorithme: factorisation LU de A € M, inversible

Initialisation: U=A, L =1

m For k=1,--- ,n—1 (boucle sur les pivots)
mFori,j=k+1,---,n
Uik Uk j .
m U<+ U;j— U (on suppose le pivot Uy x non nul)
k. k
m End For
m Fori=k+1,---,n
Ui
[ | L,',k = L
Uk,
m End For
m End For

m U<« triu(U)

Remarque 1: on a supposé que Uy x # 0
Remarque 2: on peut tout stocker dans A au cours de |'algorithme



Résolution de LUX = b

Descente: LY = b

mFori=1,---,n
m Yi=b—3 " LY
m End For

Remontée: UX =Y
mFori=n---,1,—1

Yi — ZJI?:H—l Ui,ij

X; =
. Ui.i

m End For



Complexité de I'algorithme

On compte le nombre d'additions et de multiplications et de divisions
(opérations flottantes)

m Factorisation: 2/3n° + O(n?)

m Descente remontée: 2n° + O(n)



Conservation de la largeur de bande

q= max {lj —i| tel que A;; # 0}
7.]

La factorisation A = LU précédente (sans pivotage) conserve la largeur de
bande g pour U et L

Preuve: propriété vérifiée pour toutes les matrices AK) 3 chaque étape
k=1,---,n

Complexité:
m Factorisation: 2ng? + O(nq)

m Descente remontée: 2nq + O(n)



Algorithme: factorisation LU pour une matrice bande de

largeur de bande g

Initialisation: U =A, L =1

m For k=1,--- ,n—1 (boucle sur les pivots)
m Fori,j=k+1,--- ,max(k + g, n)
U; Uy _
m U<« U,;— l’j ut! (on suppose le pivot Uy x non nul)
k. k
m End For
m Fori=k+1,--- , max(k + g, n)
Ui k
[ L,',k = -
Uk
m End For
m End For

m U« triu(U)



Résolution de LUX = b pour une matrice bande de largeur

de bande ¢g

Descente: LY = b

mFori=1,---,n
n Yi=bi -3, Li;Y;

j:max(i_qal)
m End For

Remontée: UX =Y

mFori=n---,1,—1
min(i4+q,n
Yi—Zj:iErlq )Ui,ij
m X = U

m End For



Matrices de permutation

Bijection de {1,--- ,n} dans {1,--- ,n}
Premiére représentation:
P = (jla' o 7jn)
avec ji € {1,--- ,n} et j; # j pour i # .
Action sur les vecteurs b € R": (Pb); = bp(jy pour i =1,--- ,n

D'ol la représentation matricielle: P;; =1 si j = P(i), sinon 0. On a sur les
matrices A € M,:

(PA)ij = Ap(iy-

Exemple
0 1 0 O b,
11 0 0 O | b
P = 0O 0 0 1 [’ Fb = by
0 0 1 O b3



Transpositions

T = (i1, i)

est la permutation telle que
T(i1) = i, 7(i2) = i1, 7(i) = i Vi # i1, .

On a

donc



factorisation avec pivotage PA= LU

Ona A = Aetpour k=1,---,n—1
Alk+1) — [ (k) (k) A(k)

avec 7K = (k, i) pour iy > k tel que ]Afkk)k] = maxi—.,... ,,\Afkk)\

D'ou par récurrence
AMx — yx = (=1 (n=1) (n=2) (n=2) ~ (k+1) (k) (k) ... ~(2)](1)-(1)p
UX — L(n—l)(T(n—l) L(n—2>7(n—1)>. . .(T(n—l) 20 2) T(n—1)><7(n—1> . T(l)) b
d'ol
| — (T(n—l) @Y1 T(n—l)) o (T(n_l) ( L(,,_z))_lT(,,_l)> (LD

et
pP— (T(n—l) . ..T<2)T<1>)



Algorithme avec pivotage partiel PA = LU

Initialisation: U=A, L=1, P=(1,---,n)
m For k=1,--- ,n—1 (boucle sur les pivots)
m ik = argmax;_, .. ,|Ui«| (choix du pivot) transposition: 7 = (k, i), ik > k
U < 7U permutation des lignes de U

L < 7L7 permutation des lignes de L hors diagonale

O
O
m P < 7P mise a jour de la permutation P pour b
mFori,j=k+1,---,n

U; Uy ;
[ | U,',j <— U,'J — LSV
Uk, k
m End For
mFori=k+1,---,n
Ui
m L= K
Uk, k
m End For
m End For

m U« triu(U)



Algorithme avec pivotage partiel PA = LU et avec stockage

de L (sans la diagonale) et de U dans la matrice A

Initialisation: P =(1,--- ,n)
m For k=1,--- ,n—1 (boucle sur les pivots)
m ik = argmax;_, .. ,|Ai«| (choix du pivot) transposition: 7 = (k, ix), ik > k
A <— 7A permutation des lignes k et iy

N
m P < 7P mise a jour de la permutation
m Fori=k+1,---,n

Ak

Ak K

H A,',k <
m End For
mFori,j=k+1,---,n

B Apj = Ay — Al kA
m End For

m End For

L est la partie triangulaire inférieure stricte de A plus la diagonale unité.
U est la partie triangulaire supérieure de A (avec la diagonale).



Résolution de PAX = LUX = Pb pour la factorisation avec

pivotage P

Descente: LY = Pb
mFori=1,---,n
m Yi=bpy— > LijY
m End For

Remontée: UX =Y
mFori=n---,1,—1

Yi — ZJI?:H—l Ui,ij

X; =
. Ui.i

m End For



Conditionnement

Soit |||| la norme induite dans M, par une norme |||| sur R”

Conditionnement de A inversible : Cond(A) = ||A||||A™]]

[ Cond(A) >1
Cond(aA) = Cond(A)
Cond(AB) < Cond(A)Cond(B)

_/\

\

Soit A inversible et oy, o, les vp min et max de A'A, on a pour la norme [|||>

Condy(A) = (@)1/2

01

On en déduit que Cond;(A) =1 ssi A= aQ ou @ matrice orthogonale

Pour A SDP de vp min et max A1 et \,, on a pour la norme [|||2

COHdQ(A) = %

1



Erreur d arrondi

Soit A une matrice inversible, on cherche a estimer |'influence sur la solution
d’'une erreur d'arrondi sur le second membre b

Ax = b
A(x + dx) = b+ b

implique ”5 H
X

19|
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