Méthode de Richardson

Soit A € M, inversible et b € R". Soit x € R" solution de

Ax = b.
Méthode de Richardson: soit o € R, on construit une suite de solution x* de la
forme
xKTh = xK + a(b — Ax¥).
On a donc

(X = x) = (I — aA)(x* — x),
(X = X) = (1 — aA) (x* = x),

B = (I — aA)

m Convergence: ssi p(B) < 1
m Taux de convergence: ||B¥||*/* — p(I — aA)



Méthode de Richardon pour les matrices SDP

Soit A € M, SDP (Symétrique Définie Positive) et A\; > 0,i =1,---  n ses
valeurs propres par ordre croissant

o(l — aA) = max(\l — a1 — aA,,\)

Qlopt = argminaERmax(\l — a|, |1 — oz)\n\)
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Probleme: on ne connait pas les valeurs propres de A
Voir Exercice: Méthode de Richardson a pas variable



Méthode de Richardon pour les matrices SDP

Nombre d'itérations pour une précision fixée:

k
x5 = xl2 < (P01 — aopeA)) X" = X2,

P K — 1\k
4t = xllo < (S ) It = e,

On cherche le nb d'itération k pour atteindre une précision ¢, ie

K — 1\k
( ) <e
k41

= 1+
In(i=t)
Pour k grand:
1
k > Zin(=)



Méthode de Richardon a pas variable pour les matrices

SDP

Soit A € M, SDP (Symétrique Définie Positive).
On pose ef = x — x¥, r* = AeX = b — AxX,

et on considere I'algorithme itératif: x! donné et pour k =1, - --

( ko (rk7 I’k)
9 (Ark, rk)’
L X = XK ok ok

On montre que

o = Argmin,, g (Ae* Tt ") = ?(ArF, r*) — 2a(r¥, r¥) + (Ae*, "),
) (r*, r)? k ok
(Ark,rk)(7A—1r’<,r’<))(lé\e €),

(AekH, ek—l—l) _ (1 .

d'ol .
Aek+l gk+1ly < (1_ ) Nek ok
( € 7e )— Condz(A) ( € 7e )




Méthode de Richardon a pas variable pour les matrices

SDP: algorithme

Ax = b avec A matrice SDP

m Choix de la précision € sur le résidu relatif

1

m Initialisation: x 1”

rt=b—Axt nr=nr® = ||r
£ nr
m |térer tant que —5 > ¢
m pf = Ar"
k _ (k)
R )
Xk—l—l — Xk i akrk
Pk gk pk
monr=||r*t




Méthode de Richardon préconditionnée

Préconditionnement: matrice C € M, inversible
xK = xK 4+ aC7H(b — Ax¥)
(x*t — x) = (I — aCtA)(x* — x)
B=(l—-aCtA)

On cherche un préconditionnement C tel que
mC~aAiep(l —aCtA) << 1

m le systeme Cy = r est peu coliteux a résoudre



Exemple des matrices et préconditionnements SDP

A, C € M, symétriques définies positives.
Soient y = CY2x, yk = C1/2xk, ¢ = C~Y2p on a
(C—1/2AC—1/2)y — ¢,
La matrice C™Y/2AC~1/2 est SDP, et
YRl — k4 a(c B C—1/2AC—1/2yk)

Convergence ssi p(/ — aC~Y2AC1?) < 1

2
Yort = N in(C—12ZAC—1/2) 1 Ao (C-12AC1/2)

Amax(C7Y2ACTY2) = X\ in(CY/2AC—1/2)

B —1/2 p—1/2Y _
Pl — cope CT/2ACT7) = Amin(C—2AC—1/2) 4+ Apax (C—1/2AC—1/2)
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Méthode de Richardon préconditionnée a pas variable pour

les matrices et préconditionnements SDP: algorithme

Soient A et C SDP et le systeme Ax = b.
On applique I'algorithme de Richardon a pas variable au systeme

C_1/2AC_1/2y _ C_l/zb.

|l se formule comme précédemment avec la matrice A= C~Y2AC~ /2, |e
second membre ¢ = C~1/2b, les itérés yk = C1/2xk et les résidus ¥ = C—1/2rk.
En repassant a A, x, r on obtient:

m Choix de la précision € sur le résidu relatif

1

m Initialisation: x 1”

rt=b—Axt nr=nr® = ||r

m Itérer tant que 25 > ¢
nr
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Exemples de préconditionnements

A=D—-E—-F
avec D diagonale de A (supposée inversible), D — E = tril(A), D — F = triu(A)

m Jacobi:
C=D

m Gauss Seidel
C=D—-—EouC=D-F

m SOR (Successive over relaxation) w € (0, 2)

c=2_F

w

m SSOR (Symmetric Successive over relaxation) w € (0, 2)

- (2-e)(5-1



