
Université Paris-Dauphine Année 2013-2014UFR DEGEAD 1er ylePremier devoir de ontr�le ontinuExerie 1 [4 points℄On note f la fontion dé�nie pour tout x de [−1 ;+∞[ par f(x) = 1√
x2 + 2x+ 2

.1. Démontrer que f réalise une bijetion de [−1 ;+∞[ sur ]0 ; 1].2. Donner l'expression de la réiproque de f .Exerie 2 [10 points℄Soit h la fontion dé�nie pour tout réel x par h(x) = x+
1

ex + 1
. La ourbe représentativede h est notée Ch. On dé�nit les trois droites suivantes :

D1 : y = x D2 : y = x+ 1 D3 : −3x+ 4y − 2 = 0.1. Expliquer pourquoi h est de lasse C2 sur R.2. Caluler la dérivée de h puis montrer que, pour tout réel x, on a h′′(x) =
ex(ex − 1)

(ex + 1)3
.3.a. Sur quel intervalle la fontion h est-elle onave ? onvexe ? Justi�er.3.b. Montrer que la tangente à Ch au point d'absisse 0 est la droite D3 ; à l'aide de laquestion préédente, préiser la position de Ch par rapport à D3.4.a. Montrer que h est une bijetion de R dans R.4.b. Combien y a-t-il de réels x véri�ant 1 + x+ xex = 0 ? Justi�er.5. Démontrer que D1 et D2 sont asymptotes à la ourbe Ch.6. Traer la ourbe Ch ainsi que les droites D1, D2 et D3 dans le repère donné en annexe.Exerie 3 [3 points℄Étudier préisément haune des limites suivantes.

lim
x→+∞

(

e2x − 1

ex + 3

)

lim
x→1

(
√
x+ 3− 2

1− x

)

lim
x→2

(

2− x

5x− x2 − 6

)

Exerie 4 [3 points℄On onsidère la fontion ϕ dé�nie pour tout x de R par :
ϕ(x) =







−xe−x si x 6 0

x ln x si x > 0.Étudier la ontinuité de ϕ sur R, puis la dérivabilité de ϕ sur R.
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Université Paris-Dauphine Année 2013-2014UFR DEGEAD 1er ylePremier devoir de ontr�le ontinu (orretion)Exerie 11. Notons tout d'abord que la fontion donnée est bien dé�nie : omme le disriminant dutrin�me X2 + 2X + 2 est égal à −4, la quantité x2 + 2x + 2 est stritement positive quel quesoit le réel x.Remarquons qu'il est possible d'érire :
∀x ∈ [−1 ;+∞[, f(x) = (x2 + 2x+ 2)

−1

2 .La fontion f est ainsi dérivable sur son ensemble de dé�nition et nous avons :
∀x ∈ [−1 ;+∞[, f ′(x) =

−1

2
(2x+ 2)(x2 + 2x+ 2)

−3

2 .Pour x dans [−1 ;+∞[, le réel 2x+2 est positif et ne s'annule que pour x = −1. La dérivéede f est don négative et ne s'annule qu'une seule fois. Ainsi, nous pouvons onlure :la fontion f est stritement déroissante sur [−1 ;+∞[.Comme la fontion f est ontinue, on peut a�rmer que f réalise une bijetion de [−1 ;+∞[sur f([−1 ;+∞[).On a f(−1) = 1 ; d'autre part, on a l'égalité :
lim

x→+∞

(x2 + 2x+ 2) = +∞.Comme la limite de la fontion raine arrée en +∞ est égale à +∞, nous obtenons parpassage à l'inverse :
lim

x→+∞

f(x) = 0.Conlusion : la fontion f réalise une bijetion de [−1 ;+∞[ sur ]0 ; 1].2. Soit x dans [−1 ;+∞[ et y dans ]0 ; 1].D'après la question préédente, il existe une unique solution x à l'équation y = f(x), ornous avons :
y = f(x) ⇐⇒ y2 =

1

x2 + 2x+ 2
ar y est positif.

y = f(x) ⇐⇒ x2 + 2x+ 2 =
1

y2
en passant à l'inverse.Nous pouvons ainsi érire :

y = f(x) ⇐⇒ x2 + 2x+

(

2− 1

y2

)

= 0.



Le trin�me du membre de droite possède un disriminant ∆ véri�ant :
∆ = 22 − 4

(

2− 1

y2

)

,'est-à-dire, après quelques transformations :
∆ =

4

y2
(1− y2).Étant donné que y est dans ]0 ; 1], le réel 1−y2 est positif. Le disriminant ∆ est ainsi positifet l'on peut érire : √

∆ =
2

y

√

1− y2.Ainsi, a priori, l'équation y = f(x) est équivalente à :
x =

−2−
√
∆

2
ou x =

−2−
√
∆

2
,'est-à-dire, après simpli�ation :

x = −1 −
√

1− y2

y
ou x = −1 +

√

1− y2

y
.Néanmoins, la première de es deux solutions n'appartient pas à [−1 ;+∞[. Ainsi :

y = f(x) ⇐⇒ x = −1 +

√

1− y2

y
.La fontion f−1 est don dé�nie pour tout y de ]0 ; 1] par :

f−1(y) = −1 +

√

1− y2

y
.Exerie 21. La fontion exponentielle, la fontion linéaire x 7→ x et la fontion onstante x 7→ 1 sontde lasse C2 sur R. Par ailleurs, quel que soit le réel x, la quantité ex+1 est stritement positive.Ainsi, par somme et quotient :la fontion h est de lasse C2 sur R.2. Quel que soit le réel x, nous avons :

h′(x) = 1− ex

(ex + 1)2
.A�n de aluler la dérivée seonde de h, on dérive tel un quotient :

∀x ∈ R, h′′(x) = −ex(ex + 1)2 − ex × 2(ex + 1)× ex

(ex + 1)4
,et don

∀x ∈ R, h′′(x) = −ex(ex + 1)− ex × 2× ex

(ex + 1)3
.



Après fatorisation par ex, nous obtenons la dérivée souhaitée :
∀x ∈ R, h′′(x) =

ex(ex − 1)

(ex + 1)3
.3.a. A�n d'établir le aratère onvexe ou onave de h, nous pouvons étudier le signe de

h′′. D'après la question préédente, le signe de h′′(x) est identique au signe de ex − 1, quel quesoit le réel x. Étant donné que, pour tout x de R, nous avons :
ex − 1 > 0 ⇐⇒ x > 0,il est possible d'a�rmer :la fontion h est onave sur ]−∞ ; 0] et est onvexe sur [0 ; +∞[.3.b. Une équation de la tangente à Ch au point d'absisse 0 est :
y = h′(0)(x− 0) + h(0).En remplaçant par les valeurs de h(0) et h′(0), il vient :

y =
3

4
x+

1

2
.Une multipliation par 4 permet d'obtenir l'équation :

4y = 3x+ 2.La tangente à Ch au point d'absisse 0 est don bien la droite D3.La question préédente assure que la fontion h hange de onavité au point d'absisse 0 ;ainsi, au point d'absisse 0, la droite D3 traverse la ourbe Ch. Plus préisément :
D3 est au-dessus de Ch sur ]−∞ ; 0] et D3 est en dessous de Ch sur [0 ; +∞[.4.a. Transformons un peu la dérivée de h alulée à la question 2. ; pour tout réel x, nousavons :

h′(x) =
(ex + 1)2 − ex

(ex + 1)2
=

e2x + ex + 1

(ex + 1)2
.Comme la fontion exponentielle est à valeurs stritement positives, il apparaît que h′ estune fontion stritement positive ; ainsi :la fontion h est stritement roissante sur R.Comme h est ontinue, on peut a�rmer que h réalise une bijetion de R sur h(R).Calulons à présent les limites de h aux bornes de R. Comme la limite de la fontionexponentielle en −∞ vaut 0, nous avons :

lim
x→−∞

(ex + 1) = 1,et don, par inverse :
lim

x→−∞

(

1

ex + 1

)

= 1.



En�n, par somme ave la fontion x 7→ x, il vient :
lim

x→−∞

f(x) = −∞.De la même façon, omme la limite de la fontion exponentielle en +∞ vaut +∞, on a :
lim

x→+∞

(ex + 1) = +∞,et don, par inverse :
lim

x→+∞

(

1

ex + 1

)

= 0.En�n, par somme ave la fontion x 7→ x, il vient :
lim

x→+∞

f(x) = +∞.Conlusion : la fontion h réalise une bijetion de R dans R.4.b. Comme h est bijetive de R dans R, il existe un unique réel x tel que h(x) = 0. Il existedon un unique réel x tel que :
x+

1

ex + 1
= 0,'est-à-dire tel que :

x(ex + 1) + 1 = 0,et don �nalement :
xex + x+ 1 = 0.Il existe don un unique réel x tel que 1 + x+ xex = 0.5. Avant toute hose, remarquons :

∀x ∈ R, h(x)− x =
1

1 + ex
.Pour démontrer que D1 est asymptote à Ch en +∞, il su�t de démontrer :

lim
x→+∞

(h(x)− x) = 0.Au sein de la question préédente, nous avons montré :
lim

x→+∞

(

1

ex + 1

)

= 0.Nous pouvons don a�rmer que D1 est asymptote à Ch.De la même façon, a�n de montrer que D2 est asymptote à Ch en −∞, il su�t de prouver :
lim

x→−∞

(h(x)− x− 1) = 0.Au sein de la question préédente, nous avons montré :
lim

x→−∞

(

1

ex + 1

)

= 1.Par di�érene des limites, il vient don :la droite D2 est asymptote à Ch.6. Voir le traé sur l'annexe.



Exerie 31. Pour tout réel x, nous avons :
e2x − 1

ex + 3
=

ex
(

ex − 1

ex

)

ex
(

1 + 3

ex

) ,et don :
e2x − 1

ex + 3
=

ex − 1

ex

1 + 3

ex

.Étant donné que la limite de la fontion exponentielle en +∞ vaut +∞, il vient :
lim

x→+∞

(

1

ex

)

= 0 et lim
x→+∞

(

3

ex

)

= 0,et don
lim

x→+∞

(

1 +
3

ex

)

= 1.Par opérations usuelles sur les limites, nous pouvons don onlure :
lim

x→+∞

(

e2x − 1

ex + 3

)

= +∞.2. Notons f la fontion dé�nie pour tout x de ]0 ; +∞[ par f(x) = √
x+ 3. Nous remarquonsalors que, quel que soit le réel stritement positif x, on peut érire :

√
x+ 3− 2

1− x
=

f(x)− f(1)

−(x− 1)
.La fontion f est dérivable sur son ensemble de dé�nition et l'on a :

∀x ∈]0 ; +∞[, f ′(x) =
1

2
√
x+ 3

.Il est don possible d'a�rmer :
f ′(1) =

1

4
,et don, par dé�nition du nombre dérivé de f en 1 :

lim
x→1

(

f(x)− f(1)

x− 1

)

=
1

4.Il vient don, à ause de la multipliation par (−1) :
lim

x→+∞

√
x+ 3− 2

1− x
=

−1

4
.3. Quel que soit le réel x, on a (x− 3)(2− x) = 5x− x2 − 6. Ainsi, pour peu que x soit unréel di�érent de 2 et de 3, il est possible d'érire :

2− x

5x− x2 − 6
=

2− x

(x− 3)(2− x)
.



Après simpli�ation, nous avons don :
∀x ∈ R \ {2 ; 3}, 2− x

5x− x2 − 6
=

1

x− 3
.L'égalité suivante est vraie :

lim
x→2

(x− 3) = −1.Ainsi, par quotient, nous obtenons la onlusion :
lim
x→2

(

2− x

5x− x2 − 6

)

= −1.Exerie 4La fontion ϕ est ontinue sur ] −∞ ; 0[ omme produit des deux fontions ontinues quesont x 7→ −x et x 7→ e−x. De même, la ontinuité de ϕ sur ]0 ; +∞[ ne pose pas de problèmear les fontions x 7→ x et x 7→ lnx sont ontinues sur e même intervalle.Reste à étudier la ontinuité de ϕ en 0.Nous avons ϕ(0) = 0 ; d'autre part, l'égalité suivante est vraie :
lim
x→0−

ϕ(x) = lim
x→0

(−xe−x).Comme nous avons, par produit usuel de limites :
lim
x→0

(−xe−x) = 0,nous pouvons onlure :
lim
x→0−

ϕ(x) = ϕ(0).La fontion ϕ est don ontinue à gauhe en 0.De même, nous avons ϕ(0) = 0 et :
lim
x→0+

ϕ(x) = lim
x→0

(x ln x).La limite de droite est une limite dite de roissanes omparées :
lim
x→0

(x ln x) = 0.Il vient don :
lim
x→0+

ϕ(x) = ϕ(0).La fontion ϕ est don ontinue à droite en 0.La fontion ϕ est don ontinue sur R.Proédons de même pour l'étude de la dérivabilité de ϕ. Les mêmes arguments que euxinvoqués pour la ontinuité s'adaptent et montrent que ϕ est dérivable sur ] − ∞ ; 0[ et sur
]0 ; +∞[.



Reste à étudier la dérivabilité de ϕ en 0.Pour tout x de ]−∞ ; 0[, nous avons :
ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0
= −e−x.Il vient don failement :

lim
x→0−

(

ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0

)

= −1.Par dé�nition, la fontion ϕ est don dérivable à gauhe en 0 et l'on a ϕ′

g(0) = −1.De même, si x est dans ]0 ; +∞[, nous avons :
ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0
= ln x.Comme la limite de la fontion ln en 0 est égale à −∞, nous avons :

lim
x→0+

(

ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0

)

= −∞.La fontion ϕ n'est don pas dérivable à droite en 0.Ainsi, ϕ est dérivable sur R∗ ; elle est dérivable à gauhe en 0 mais pas à droite en 0.
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