
Université Paris-Dauphine Année 2013-2014UFR DEGEAD 1er ylePremier devoir de ontr�le ontinuExerie 1 [5,5 points℄Soit g la fontion de la variable réelle x véri�ant g(x) = ln(x2 − 5x+ 7).1. Donner l'ensemble de dé�nition de g et montrer que g est de lasse C2 sur et ensemble.2. Caluler le développement limité de g en 2 à l'ordre 2.3. Donner une équation de la tangente à la ourbe de g au point d'absisse 2, puis préiserla position de ette tangente par rapport à la ourbe de g au voisinage de e point.4. Quelle approximation est la plus exate : g(1,9) ≈ 0,104 ou g(1,9) ≈ 0,998 ? Justi�er.Exerie 2 [2 points℄Étudier préisément, sur R, les points ritiques et les extremums éventuels de la fontion udé�nie par u(x) = x2 + (2x+ 2)e−x pour tout réel x.Exerie 3 [2,5 points℄Dans le plan usuel identi�é à R
2, on note A = (−2 ; 3), B = (0 ; 5).1.a. Donner une équation du erle C1 de diamètre [AB].1.b. Montrer que l'ensemble des ouples (x ; y) de R

2 véri�ant x2 + y2 − 4x+ 10y + 20 = 0est un erle C2 dont on préisera le entre et le rayon.2. Donner une équation de la droite D passant par le entre de C1 et le entre de C2.Exerie 4 [5,5 points℄Le propriétaire d'un quotidien marseillais étudie le nombre d'exemplaires vendus du journalqu'il possède. Le servie des ventes e�etue la modélisation suivante : pour tout p de ]0 ; 2[, onpose f(p) = 10
√
2− p, où p désigne le prix unitaire du journal, en euros, et où f(p) représentele nombre d'exemplaires vendus, en milliers. On admet que f est dérivable sur ]0 ; 2[.1. Caluler la dérivée de f puis l'élastiité de f .2. Si le prix du journal est �xé à 1,75 e, ombien d'exemplaires sont vendus ? Estimer lenombre d'exemplaires vendus si le prix passe à 1,80 e.3.a. Chaque journal est atuellement vendu 1,50 e. Quel serait le pourentage approximatifd'augmentation des ventes si le prix était diminué de 2% ?3.b. Durant l'été, le quotidien était à un prix tel qu'une diminution de 2% du prix entraînaitune augmentation des ventes prohe de 1%. Quel était le prix du journal durant l'été ? Combiend'exemplaires étaient alors vendus haque jour ?Exerie 5 [4,5 points℄Les réponses de et exerie se feront sur l'annexe, sans justi�ation. Représenter avepréision les deux ensembles suivants et ompléter les ases par oui ou par non.

E1 =
{

(x ; y) ∈ R
2, xy 6= 0

}

E2 =
{

(x ; y) ∈ R
2, 1 + 2y > 0 et x2 + y2 + 2x 6 0

}



Prénom NOM : annexe (à rendre ave la opie)ensemble ouvert fermé borné ompat onvexe
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Université Paris-Dauphine Année 2013-2014UFR DEGEAD 1er ylePremier devoir de ontr�le ontinu (orretion)Exerie 11. Le disriminant du trin�me X2 − 5X + 7 est égal à −3, don la quantité x2 − 5x+ 7 eststritement positive quel que soit le réel x. Par suite, il est possible d'a�rmer :la fontion g est dé�nie sur R.Étant donné que la fontion x 7→ x2 − 5x + 7 est polynomiale, elle est de lasse C2 sur R.De plus, elle est à valeurs dans ]0 ; +∞[, intervalle sur lequel la fontion logarithme népérienest de lasse C2. Par omposition :la fontion g est de lasse C2 sur R.2. Comme la fontion g est de lasse C2 sur R, elle admet un développement limité d'ordre
2 en 2. Il existe don une fontion ε qui véri�e, pour tout réel x :

g(x) = g(2) + g′(2)(x− 2) +
g′′(2)

2
(x− 2)2 + (x− 2)2ε(x− 2), ave lim

x→2
ε(x− 2) = 0.Après aluls non détaillés, nous obtenons, pour tout réel x :

g′(x) =
2x− 5

x2 − 5x+ 7
et g′′(x) = −2x2 + 10x− 11

(x2 − 5x+ 7)2
.En partiulier, nous avons don :

g′(2) = −1 et g′′(2) = 1.Étant donné que g(2) vaut 0, le développement limité demandé est :
g(x) = −(x− 2) +

1

2
(x− 2)2 + (x− 2)2ε(x− 2), ave lim

x→2
ε(x− 2) = 0.3. Pour obtenir l'équation demandée, il su�t de tronquer le développement limité préédentà l'ordre 1 en faisant abstration de la fontion ε.Une équation de la tangente à la ourbe de g au point d'absisse 2 est y = −x+ 2.Le développement limité préédent peut se réérire : pour tout réel x, on a :

g(x)− (−x+ 2) = (x− 2)2
(

1

2
+ ε(x− 2)

)

, ave lim
x→2

ε(x− 2) = 0.Étant donné que le arré d'un réel est positif, on peut a�rmer, pour x prohe de 2 :
(x− 2)2

(

1

2
+ ε(x− 2)

)

> 0.Ainsi, si x est au voisinage de 2 :
g(x)− (−x+ 2) > 0.Au voisinage du point d'absisse 2, la ourbe de g est au-dessus de sa tangente.



4. Le développement limité de g en 2 à l'ordre 1 permet d'érire, pour x prohe de 2 :
g(x) ≈ −x+ 2.Ainsi, dans le as partiulier où x vaut 1,9, on obtient :
g(1,9) ≈ 0,1.Des deux approximations proposées, elle qui semble la plus exate est don g(1,9) ≈ 0,998.En réalité, en regardant plus préisément, on note que le développement limité de g en 2 àl'ordre 2 permet d'a�rmer, pour x prohe de 2 :

g(x) ≈ −x+ 2 +
1

2
(x− 2)2.En remplaçant x par 1,9, nous obtenons, après aluls :

g(1,9) ≈ 0,105.Comme un développement limité donne une approximation d'autant plus préise que sonordre est élevé, nous onluons :'est l'approximation g(1,9) ≈ 0,104 qui est la plus préise.Exerie 2La fontion u est dérivable sur R omme opérations usuelles à partir de fontions elles-mêmesdérivables sur R. Un réel a est un point ritique de u si, et seulement si, l'égalité u′(a) = 0 estvraie. Quel que soit le réel x, nous avons :
u′(x) = 2x+ 2e−x + (2x+ 2)(−e−x).Il est possible de fatoriser l'expression préédente et d'a�rmer :

∀x ∈ R, u′(x) = 2x(1− e−x).Ainsi, a est un point ritique de u si, et seulement si :
2a = 0 ou 1− e−a = 0,'est-à-dire si, et seulement si :

a = 0 ou 1 = e−a,et don �nalement, après passage au logarithme népérien dans l'équation de droite :
a = 0 ou 0 = −a.La fontion u admet un unique point ritique : il s'agit du réel 0.A�n d'étudier la nature du point ritique trouvé, nous pouvons aluler les dérivées sues-sives de u. Nous avons, pour tout x de R :

u′′(x) = 2− 2e−x + 2xe−x et u(3)(x) = 4e−x − 2xe−x.Nous remarquons ainsi que le plus petit entier naturel non nul p tel que u(p)(0) 6= 0 est 3.Comme 3 est un nombre impair, nous pouvons a�rmer :la fontion u n'admet auun extremum en 0.Remarque : la fontion u n'admet don pas d'extremum, bien qu'elle admette un pointritique. Cela n'est pas aberrant : penser à la fontion x 7→ x3. On peut simplement dire qu'aupoint d'absisse 0, la tangente à la ourbe de u est horizontale.



Exerie 31.a. Le entre du erle C1 est le milieu Ω1 du segment [AB]. Nous avons :
Ω1 =

A+B

2
,'est-à-dire, après aluls :

Ω1 = (−1 ; 4).Le rayon du erle C1 vaut don Ω1A, égal à √

(xA − xΩ1
)2 + (yA − yΩ1

)2.Il vient don :
Ω1A =

√
2.Une équation du erle C1 est don (x+ 1)2 + (y − 4)2 = 2.1.b. Quels que soient les réels x et y, il y a équivalene entre les équations suivantes :

x2 + y2 − 4x+ 10y + 20 = 0

(x− 2)2 − 4 + (y + 5)2 − 25 + 20 = 0

(x− 2)2 + (y + 5)2 = 32Le erle C2 a don un rayon égal à 3 et admet pour entre le point Ω2 égal à (2 ;−5).2.a. La droite D passe par le point Ω1 et admet le veteur −−−→Ω1Ω2 omme veteur direteur.Il est don possible de aratériser la droite D de la façon suivante :
D =

{

M ∈ R
2, det(

−−−→
Ω1M ;

−−−→
Ω1Ω2) = 0

}

.Après avoir alulé les oordonnées du veteur −−−→Ω1Ω2, il vient don :
D =

{

(x ; y) ∈ R
2,

x+ 1 3
y − 4 −9

= 0

}

.Après alul du déterminant et quelques simpli�ations, nous pouvons a�rmer :une équation de D est −3x− y + 1 = 0.Exerie 41. La fontion f est dérivable et nous avons, pour tout p de ]0 ; 2[ :
f ′(p) = 10

−1

2
√
2− p

, 'est-à-dire f ′(p) =
−5√
2− p

.Par dé�nition, l'élastiité de f en p, pour tout p de ]0 ; 2[, est telle que :
ef (p) =

f ′(p)

f(p)
p.Nous obtenons, après quelques aluls :

ef(p) =
p

2p− 4
.



2. Par dé�nition : f(1,75) = 10
√
0,25. Étant donné que le arré de 0,5 vaut 0,25, nousavons :

f(1,75) = 5.Si le prix du journal est �xé à 1,75 e, il y a 5 000 journaux vendus.Comme 1,75 et 1,80 sont assez prohes, il est possible d'utiliser l'approximation suivante :
f(1,80) ≈ f(1,75) + f ′(1,75)× 0,05.Nous avons l'égalité f(1,75) = 5 et nous pouvons aluler :
f ′(1,75) =

−5√
0,25

=
−5

0,5
= −10.De là :

f(1,80) ≈ 5− 10× 0,05,'est-à-dire :
f(1,80) ≈ 4,5.Si le prix du journal est �xé à 1,80 e, il y a environ 4 500 journaux vendus.3.a. On peut utiliser l'approximation suivante, en notant v le pourentage demandé :

v ≈ ef(1,5)× (−2)%.D'après la question 1., nous pouvons aluler ef (1,5) :
ef(1,5) =

1,5

2× 1,5− 4
= −1,5.De là, nous pouvons onlure :si le prix diminue de 2% à partir de 1,50 e, les ventes augmentent de 3% environ.3.b. Notons p le prix herhé ; d'après l'énoné, nous savons alors :

1% ≈ ef (p)× (−2%).Nous herhons don le réel p de ]0 ; 2[ véri�ant :
ef(p) =

−1

2
,'est-à-dire tel que :

p

2p− 4
=

−1

2
.Après aluls, nous obtenons p = 1 et pouvons a�rmer :durant l'été, le journal était au prix de 1 e.Comme l'égalité f(1) = 10 est vraie, nous avons :durant l'été, 10 000 journaux quotidiens étaient vendus.Exerie 5Voir la orretion e�etuée en lasse.


