SoLuTIONS TD 12

Différentielle

Exercice 1.52 (Mise en oeuvre des définitions)
Soit f(z,y) = e*/V.

(i) 1.
Dy ={(z.y) €R*: y £ 0}

(1)

2. f est C! car composée de g o ¢, ou g(u) = e* C' sur R et ¢(x,y) = x/y C!
sur Dy, telles que ¢(Ds) C R, on peut donc appliquer le corollaire 16.11, et

en déduire que f est de classe C' sur Dy.

(ii) Les dérivées partielles premieres de f sont:

o e®/v
0 xet/y
a_y (‘Tay) - yg

(iii) On rappelle les définitions de
1. wvecteur gradient V f(My) au point My = (xg, yo):

Vf(Mo) = (%<x07y0)7 g—gjj(l‘oyyo))

2. wariation absolue A fyr,(h, k) au point My = (o, yo):
Af(h, k) = f(xo+h,yo + k) — f(x0, 10)
3. différentielle df (h, k) au point My = (x¢, yo):

0 0
df (b, k) = ha—i(x(),yo) + ka—gjj(%, Yo)

Pour My = (0,1) et M; = (1,2) on obtient

MQ Ml
Vf
Vf(MO) = (170) el/2  pl/2
Vf(Ml) = (77 _T)
Af(hk) | Afag(hok) = f(h,1+ k) — | Afar(hk) = f(1+h,2 +
f(O, 1) _ eh/(l—i—k) -1 ]{5) o f<]-7 2) _ e(1+h)/(2+k) o
ol/2
df (h, k) dfay (R k) = h dfa, (b, k) = h8122 — k6142




(iv) Le valeur exact de f(0.1,0.8) est e%1/98 = 1.13315, le valeur approché est
£(0.1,0.8) =~ £(0,1) + dfas, (0.1, -0.2) = ! + 0.1 = 1.1.

Cependant, le valeur exact de f(0.9,2.1) est %21 = 1.53506 et son valeur
approché est
/2 ol/2

£(0.9,2.1) =~ f(1,2) + dfar, (—0.1,0.1) = €'/ — 0.1—7= = 0.1—= = 1.52507

(v) On rappelle le DL a l'ordre 1 au voisinage de My = (xq, yo):

Flothygo-+k) = F(zo, yo)+h 2L (0, 1)+ k2L (0, o)+ VIZ F R2e(h, ). (6)

Oz dy
Alors
1. DL au voisinage de M = (0,1)
F(h,1+ k)= £(0,1) + hg—i(o, 1) + k%(o, 1) + Vh? + k%e(h, k) -
=1+h+ Vh+ k2(h, k)
2. DL au voisinage de M; = (1,2)
FO+h24k) = f(1,2) + hg—i(l, %) + kg—ch(l, 2) + VIZ § R2e(h, k)

12 61/2 61/2 (8)
=€ +h7—kT+\/h2+k2€(}l,k>

(vi) L’approximation affine de f au voisinage du point M, est

fMo (zo+h, yot+k) = f(xo,yo)Jrhg—i(xo, y0)+kg—£($o,yo) = f(@o, yo)+dfu,(h, k).
(9)

Alors

1. approx. affine au voisinage de My = (0,1)
Fato (1 + k) = f(0,1) + dfagy (B, k) = 1 + . (10)

2. approx. affine au voisinage de M; = (1,2)

. o1/2 o1/2
Fan (L 0,24 K) = F(1L,2) + df (b ) = 2+ b5 - — kS (1)
(vii) On rappelle que I'équation du plan tangent en Fy = (0,0, f(70, %)) a la
surface répresentative S du graphe de f est: z = fi,(z,y), ot & = zg + h et
y = yo + k. Alors



1. I’équation du plan tangent en Py = (0,1, f(0,1)) est
2= fa(2,y) = £(0,1) + dfssy(2,9) = 1 + . (12)
2. I’équation du plan tangent en Py = (1,2, f(1,2)) est

1/2 o1/2

4

e

Fan(@,y) = F(1L,2)+dfan (2,y) = P H(a—1)—~—(y—2)

y
5 )

— o2t Y
e (—1—2 1
(13)



