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Exercice 1 16 points

1. 1 point On pose g1(x) = x+ 2 et g2(x) = ex + 1 donc

f = g1 − 2 ln ◦g2.

Les fonctions g1 et g2 sont de classe C2 sur IR en tant que fonctions
usuelles.
1 point De plus pour tout réel x, ex + 1 > 0 donc ln ◦g2 est définie et de
classe C2 sur IR en tant que composées de fonctions usuelles.

Par conséquent f est de classe C2 sur IR.

2. 2 points Soit x réel, on a :

f(x) = x+ 2− 2 ln(ex + 1)

= x+ 2− 2 ln(ex(1 + e−x))

= x+ 2− 2 ln(ex)− 2 ln(1 + e−x)

= x+ 2− 2x− 2 ln(1 + e−x)

= −x+ 2− 2 ln(e−x + 1).

1 point On en déduit que

∀x ∈ IR, f(−x) = f(x)

donc f est paire sur IR.

3. 1 point On utilise l’expression du 2). Comme lim
x→+∞

e−x = 0, on a

lim
x→+∞

1 + e−x = 1 d’où par composition de limite lim
x→+∞

ln(1 + e−x) =

ln(1) = 0 et comme lim
x→+∞

−x+ 2 = −∞, on en déduit que

lim
x→+∞

f(x) = −∞.

4. 1 point On a f(x)− (−x+ 2) = −2 ln(e−x + 1) d’après le 2), donc

lim
x→+∞

f(x)− (−x+ 2) = 0.

1 point On en déduit que la droite D d’équation : y = −x + 2 est
asymptote à C en +∞. Par parité on en déduit que la droite D d’équation
: y = x+ 2 est asymptote à C en −∞.
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5. 1 point Comme f est de classe C2 sur IR, f est dérivable sur IR et on a

f ′(x) = 1− 2ex

ex + 1

=
1− ex

ex + 1
.

1 point On en déduit que la fonction f est croissante sur ] − ∞, 0] et
décroissante sur ]0,+∞[

6. 2 points On a pour tout réel x

f(x) = x⇔ x+2−2 ln(ex+1) = x⇔ ln(ex+1) = 1⇔ ex+1 = e⇔ x = ln(e−1)

car e − 1 > 0. Donc il existe une unique solution à l’équation f(x) = x
qui est

α = ln(e− 1)

7. 1 point Comme f est de classe C2 sur IR, f ′′ existe sur IR et

f ′′(x) =
−ex(ex + 1)− (1− ex)ex

(ex + 1)2

=
−2ex

(ex + 1)2
.

1 point La dérivée seconde est négative sur IR donc f est concave sur IR.

8. 2 points : enlever 1 si pas d’asymptotes et 0,5 si une seule asymp-
tote

Exercice 2 16 points

1. 1 point La fonction f n’est pas continue sur IR puisque elle n’est pas

continue en 0. En effet lim
x→0−

f(x) = 0 et lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

1

2(1− x)2
=

1

2

2. 1 point La fonction f est continue en x = 1
2 puisque lim

x→1/2−
f(x) =

lim
x→1/2+

f(x) = 2.

On étudie alors le taux d’accroissement de f en x = 1
2 .

2 points Si x ∈∈ [0, 12 [, alors f(x)−f(1/2)
x−1/2 =

1
2(1−x)2

−2
x−1/2 = 1−4(1−x)2

(2x−1)(1−x)2 =
3−2x
(1−x)2 donc

lim
x→1/2−

f(x)− f(1/2)

x− 1/2
= 8.
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2 points Si x ∈∈ [ 12 , 1[, alors f(x)−f(1/2)
x−1/2 =

1
2x2−2
x−1/2 = 1−4x2

(2x−1)x2 = −(2x+1)
x2

donc

lim
x→1/2+

f(x)− f(1/2)

x− 1/2
= −8.

1 point La fonction f n’est donc pas dérivable en x = 1
2 .

3. 2 points

4. 1 point La fonction est nulle en dehors de l’intervalle [0, 1] donc l’intégrale∫ +∞
−∞ f(t)dt converge et 1 point∫ +∞

−∞
f(t)dt =

∫ 1

0

f(t)dt =

∫ 1/2

0

f(t)dt+

∫ 1

1/2

f(t)dt

Or 1 point ∫ 1/2

0

f(t)dt =

∫ 1/2

0

1

2(1− x)2
dt

= [
1

2(1− x)
]
1/2
0

= 1− 1/2

= 1/2.

et 1 point ∫ 1

1/2

f(t)dt =

∫ 1

1/2

1

2x2
dt

= [
−1

2x
]11/2

= −1/2 + 1

= 1/2.

donc ∫ +∞

−∞
f(t)dt = 1.

5. Pour tout réel x, on a

• 0.5 point si x ≤ 0, alors F (x) = 0.

• 1 point si 0 < x ≤ 1
2 , alors F (x) =

∫ x

0
1

2(1−t)2 dt = 1
2(1−x) −

1
2

• 1 point si 1
2 < x ≤ 1, alors F (x) =

∫ 1/2

0
1

2(1−t)2 dt +
∫ x

1/2
1
2t2 dt =

1
2 −

1
2x + 1 = 3

2 −
1
2x

• 0.5 point si 1 < x, alors F (x) = 1.

Exercice 3 8 points
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1. 1 point On effectue le changement de variable affine u = 1 + x d’où

I0 =

∫ 2

1

ln(u)du = [u lnu− u]21 = 2 ln 2− 1.

2. 1 point On pose u(x) = ln(1 + x) et v(x) = xn+1

n+1 . Les fonctions u et

v sont de classe C1 sur [0, 1], on peut donc effectuer une intégrations par
parties sur In soit 1 point

In = [ln(1 + x)
xn+1

n+ 1
]10 −

∫ 1

0

xn+1

(n+ 1)(1 + x)
dx

soit

∀n ∈ IN, In =
ln(2)

n+ 1
− 1

n+ 1

∫ 1

0

xn+1

1 + x
dx.

3. 1 point On a en mettant au même dénominateur

∀x ∈ [0, 1], x− 1 +
1

x+ 1
=

(x− 1)(x+ 1) + 1

x+ 1
=

x2

x+ 1
.

4. 2 points D’après la question 2, on a

I1 =
ln(2)

2
− 1

2

∫ 1

0

x2

1 + x
dx

=
ln(2)

2
− 1

2

∫ 1

0

x− 1 +
1

x+ 1
dx

=
ln(2)

2
− 1

2
[1/2x2 − x+ ln(x+ 1)]10

=
ln(2)

2
− 1

2
(−1/2 + ln(2))

=
1

4
.

5. 1 point On utilise le changement de variable u = φ(x) = x2, la fonction
φ est de classe C1 et strictement croissante sur [0, 1].
1 pointOn obtient

J =

∫ 1

0

u ln(1 + u)
du

2
=

1

2
I1 =

1

8
.
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