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EXERCICE 1. Dans cet exercice, notre objectif sera de montrer ’existence d’une solution faible
pour un probléme elliptique semi-linéaire.

1. Préliminaire physico-intéressant.

Une portion de ligne électrique peut étre représentée par le quadripole ci-dessous ol :

- La résistance linéique (i.e. par unité de longueur) R
du conducteur est représentée par une résistance série
(exprimée en ohms par unité de longueur). La car-
actéristique du résistor sera une lot d’Ohm généralisée

u = R(7).

- L’inductance linéique L (Henry par unité de

longueur).
G C - La capacité linéique C entre les 2 conducteurs est
T représentée par un condensateur (Farad par unité de
o . —o0 longueur).

- La conductance linéique G du milieu diélectrique sé-
parant les 2 conducteurs est représentée par une résis-
tance (Siemens par unité de longueur). La résistance
dans ce modéle a une valeur de 1/G ohms.

Montrer que lintensité ¢ du courant dans la ligne électrique satisfait [’équation des télé-
graphistes :
0% 0i 0%
LC— + (LG + CR'(i)) =7 — =
ot? ( ( )) ot Ox?
ou vous direz ce que représente g. En déduire qu'un état stationnaire de la ligne électrique
satisfait nécessairement 1’équation elliptique :
0%
——= +GR(i) = g.
92 (i)=g

+GR(i) = g,

On remet a zéro les notations et on considére plus généralement le probléme elliptique suivant :
trouver u € HY(Q) tel que

—Au+ f(u) =g, dans €,
(P)q
u =0, sur 0f2.



Dans tout I'exercice, 2 C R? est un domaine borné régulier, g € L2(Q2) et f : R — R lipschitzienne
sous-linéaire au sens suivant :
f(x)

.

|| —=4+o0 X

Dans la suite, on notera cy la constante de Lipschitz de f.

2. Donner une définition de solution faible et une définition de type variationnelle pour le prob-
léeme (P).

3. Avec les outils de votre cours, pouvez-vous résoudre la formulation variationnelle 7 Pourquoi ?

I1 faut donc étre plus astucieux et utiliser d’autres mathématiques. On peut dans ce cas utiliser une
technique de point fixe. Soit s € L2(2), considérons le probléme (P;) ol la non-linéarité est "figée",
c’est-a-dire : trouver us € HY(Q) tel que

—Aug =g — f(s), dans €2,
() s=9—f(s)
us = 0, sur 0f).
Commencons par étudier le probléme (P;) en lui-méme.
4. Pour tout s € L2(£2), montrer I'existence et 1'unicité de la solution u de (Ps).
5. On introduit alors ’application :

U L2(Q) — L%Q)
S =  Ug.

Justifier qu'un point fixe de ¥ est solution de (P).

On va maintenant montrer qu’effectivement ¥ admet un point fixe. Pour cela, il nous faut un
théoréme de point fixe en dimension infinie les amis. C’est le

Théoréme (Théoréme de Schauder). Soit E un espace vectoriel normé et C un convezxe fermé non
vide de E. Soit ¥ : E — K continue telle que

e U(C)CC,

e U(C) soit relativement compact dans E.

Alors U admet un point fize, i.e. il existe x € C tel que ¥(x) = x.

Dans la suite, on notera cq la constante dans 1'inégalité de Poincaré.

6. Montrer que :
Vs,s' € L2(Q),  [[W(s) = U(s)llr2 < cpetrlls — 8'[lra

7. Notre objectif dans cette question est de trouver r > 0 tel que C = By2(0,r) vérifie ¥(C) C C.
(a) Montrer I'assertion suivante :

Ve >0, Jk.>0, VexeR, |[f(x)]<ke+elx|



(b) En déduire que pour tout £ > 0, il existe M, > 0 tel que :
Vs € L2(Q), |lusllre < Mz + V2ce]s]|z.
(c) Conclure cette question.
8. Montrer que ¥(C) est relativement compact dans L2((2).
9. En déduire que ¥ admet un point fixe. Donner une condition suffisante sur ¢y pour que ce
point fixe soit unique.
EXERCICE 2 (Lax-Kilo again and again...). On considére le probléme de Neumann suivant sur
Q C R™ un domaine borné régulier :
-V - (AVu) = f, x €,
(P)
— (AVu) -n =g, x € 08,

avec f € L2(Q) et g € L2(09Q). Dans cet exercice, la matrice A € L>°(Q)"*" est supposée unifor-
mément définie positive. L’objectif de cet exercice est de montrer que, sous une condition dite de
compatibilité, (P) admet une unique solution faible a constante additive prés.

1. Donner la formulation variationnelle de (P) (en montrant bien que (P) est équivalent).

2. En déduire qu’'une condition nécessaire pour que (P) admette au moins une solution faible est
la condition de compatibilité suivante :

/Qf(:r) d:)::/agg(x) do(z).

Nous ferons donc cette hypothése dans la suite.
3. Montrer que si (P) admet une solution faible alors celle-ci est unique & contante additive prés.

4. Notre but est maintenant de montrer que (P) admet au moins une solution faible.

’H:{ueHl(Q)‘ /Qudx:0}.

Montrer que H est un fermé de H'(Q) et est donc un espace de Hilbert pour le méme
produit scalaire.

(a) On consideére I'espace

(b) En se servant d’un exercice vu en TD, munir H d’un autre produit scalaire pour lequel
il est toujours un espace de Hilbert.

(¢) Montrer que (P) admet une solution faible.

5. Conclure.




