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Distributions - Partie 2

Exercice 1. Soit T une distribution sur R telle que supp T = {0}.

1. Justifier que T est d’ordre fini que l’on notera m ∈ N. Remarque : ce résultat se généralise à
toute distribution à support compact.

2. Soit ϕ ∈ C∞c (R) telle que ϕ(x) = o(xm) au voisinage de 0. Soit ρ une fonction plateau valant
1 au voisinage de 0 et 0 en dehors de

]
−1

2 ,
1
2

[
. Pour tout r > 0, on note ρr = ρ

( ·
r

)
.

(a) Soit ` ≤ m. Montrer que
lim
r→0
‖(ρrϕ)(`)‖∞ = 0.

(b) En déduire que 〈T, ϕ〉 = 0.

3. Soit ϕ ∈ C∞c (R). Montrer que ϕ s’écrit

∀x ∈ R, ϕ(x) =

m∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
xk + ψ(x),

où ψ est une fonction C∞(R) vérifiant ψ(x) = o(xm) au voisinage de 0.

4. En déduire l’existence de a0, . . . , am tels que :

T =
m∑
k=0

akδ
(k)
0 .

Exercice 2. 1. Soient Ω ⊂ Rn, f ∈ C∞(Ω) et T ∈ D′(Ω). On suppose que fT = 0 au sens
des distributions. Que dire du support de T?

2. Résoudre dans D′(R),

sin(x)T = 0, x3 sin(x)T = 0, P (x)T = 0, exp

(
− 1

x2

)
T = 0.

Exercice 3. Soit (fn)n∈N ⊂ L1(R) une approximation de l’unité. Étudier la convergence dans
D′(R2) de la suite gn(x, y) = fn(y − x2). Quel est le support de la limite?

Exercice 4. 1. Soit ϕ ∈ D(R) et ρ une fonction plateau centrée en 0. Montrer qu’il existe
ψϕ ∈ D(R) telle que ϕ(x) = ϕ(0)ρ(x) + xψϕ(x).

2. Montrer que pour toute distribution S ∈ D′(R), il existe une distribution T ∈ D′(R) telle que
xT = S.
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3. Résoudre dans D′(R),

xT = 1, xT = δ0, xT = vp
(

1

x

)
.

Exercice 5. Résoudre dans D′(R) l’équation xT ′ + T = 0.

Exercice 6 (Parties finies). 1. Soit α < −1 un réel tel que |α| 6∈ N. Montrer que, pour
toute fonction ϕ ∈ D(R), on peut écrire∫ +∞

ε
xαϕ(x)dx = Pϕ(ε) +Rϕ(ε),

où Rϕ(ε) est une combinaison linéaire de puissances strictement négatives de ε et Pϕ(ε) admet
une limite lorsque ε tend vers 0+.

2. Montrer que poser 〈
pf(xα+), ϕ

〉
= lim

ε→0+
Pϕ(ε),

définit une distribution sur R.

3. Calculer les distributions xpf(xα+) et d
dxpf(x

α
+).

Exercice 7. Étudier un développement limité de

Uε(φ) =

∫∫
x2+y2≥ε2

φ(x, y)(x2 + y2)−
3
2dxdy.

pour φ une fonction test. En déduire une distribution sur R2 dont la restriction à R2\{(0, 0)} soit
donnée par (x2 + y2)−

3
2 .

Exercice 8 (Solution fondamentale du Laplacien en dimension 2). On définit E(x) =
1
2π log(|x|) pour tout x ∈ R2\{0}.

1ère méthode (pour les bébés).

1. Montrer que ∆E = 0 sur R2\{0} et que E ∈ L1
loc(R2).

2. Démontrer que E est une solution fondamentale du Laplacien, i.e. que E satisfait :

∆E = δ0,

dans D′(R2). On pensera à travailler sur Ωε le complémentaire de B(0, ε) dans R2 et à faire
tendre ε vers 0+. On pensera également à utiliser la formule de Green.

2ème méthode (pour les grands). Redémontrer le résultat ci-dessus à l’aide de la fonction

fε :=

{
log (|x|) , si |x| ≥ ε,
log ε, si |x| < ε.

puis à l’aide de la fonction

gε :=

{
log (|x|) , si |x| ≥ ε,
aε|x|2 + bε, si |x| < ε,

avec des coefficients aε et bε convenablement choisis.
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