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Département de Mathématiques Analyse-EDP TD 6

EQUATIONS ELLIPTIQUES

ENCORE DU "LAX-MILGRAM".
EXERCICE 1 (Batman & Robin). On note R’} le demi-espace R*. x R"~!. Soit o € L>°(R"™1)
tel que o > 0. Soient f € L%(R7) et g € L2(R"~1). On étudie le probléme elliptique avec conditions
au bord de Robin suivant :
—Au(z) + u(x) = f(x), x € RY,
—0,u(0,y) + o(y)u(0,y) = g(y), yeR"L

1. Définir une notion de solution faible de .

(1)

2. Montrer 'existence et 'unicité d’une solution faible de .

3. Dans le cas ot ¢ = 0 et o est une constante positive, montrer que la solution faible de est
dans H?(R").

4. *En supposant toujours que g = 0, on note u, la solution associée & 0 = n. Montrer que u,
converge dans H'(£2) vers la solution de

—Au(x) +u(z) = f(x), x € RY,
— n—1 (2)
u(0,y) =0, y e R

POUR NE PAS RESTER SUR NOTRE FAIM.

EXERCICE 2 (Cacciopoli). Soit 2 € R? un ouvert. Soient xg € Q et p > 0 tels que B(zg, p) C Q.
On suppose que u € H' () est une solution de

—Au+ B -Vu+ cu =0 dans €,

avec ¢ une constante positive et B € R%. Montrer qu’il existe Cy, Co > 0 tels que

V0 < p < p, / [Vu|? dz < <Cl2 + Cg) / u? d.
(2= p)

B(zo,p) B(zo,p)

EXERCICE 3 (Unicité pour un probléme elliptique linéaire.). Soit Q C R? un domaine borné
régulier. Soient ¢ € C%(Q) a valeurs dans R, B € C1(Q)NC°(Q2) a valeurs dans R? et A € CH(Q2)NC(Q)
a valeurs dans R%*?. On suppose que A est uniformément définie positive. Donner une condition
suffisante sur B et ¢ assurant 'unicité d'une solution u € C2(€2) N C1(2) du probléme de Dirichlet
suivant :

—div(AVu) — B-Vu+cu=f dans
u=g sur  0f,

ot f €C(Q) et g€ CN).



EXERCICE 4 (Unicité pour un probléme de type Monge-Ampére.). Soit  C R? un domaine
borné régulier. Notre objectif est de montrer I'unicité d’une solution convexe u € C3(Q) N C%(Q)
du probléme de Dirichlet suivant :

det(V2u) = f dans
U=y sur  0f,

ot f € C%(Q) a valeurs strictement positives et g € C°(99). On choisit donc v € C3(Q) N C%(Q) une
autre solution convexe et on pose w =u — v et z = u + v.

A= fyy T Awy
)
—Zry  Rxx

est uniformément définie positive.

1. Montrer que A, définie par :

2. Montrer que w est solution d’un probléme elliptique linéaire (avec les coefficients dépendants
de z).

3. Conclure.



