
Éole Normale Supérieure de Lyon Année 2013�2014Département de Mathématiques Analyse-EDP TD 8Équations de transportRule #1: "Never hange the deal".Pour s'éhauffer.Exerie 1 (Vitesse de propagation du support �nie). Considérons la loi de onservationsalaire suivante :
{

∂tu+ ∂x(f(u)) = 0, sur R× R
+
∗
,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,où f ∈ C2(R), u0 ∈ C1(R) et Supp(u0) ⊂ [A,B]. Soit u ∈ C1(R× [0, T ∗[) la solution lassique loaledu problème où 0 < T ∗ ≤ +∞ est le temps maximal d'existene de u. Montrer que :
∀t ∈ [0, T ∗[, Supp(u(·, t)) ⊂ [A+ tmin f ′(u0), B + tmax f ′(u0)].Faire un dessin.Exerie 2 (Terme de réation linéaire et terme soure). Résoudre le problème suivant :

{

∂tu(x, t) + v · ∇xu(x, t) = a(x, t)u(x, t) + s(x, t), (x, t) ∈ R
n × R

+
∗
,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
n,où v ∈ R

n, u0 ∈ C1(Rn) et a, s ∈ C1(Rn × R
+).Exerie 3 (Terme de réation non-linéaire). On souhaite résoudre le problème suivant :

(P )

{

∂tu+ v∂xu = u2, (x, t) ∈ R× R
+
∗
,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,où v ∈ R, u0 ∈ C1(R).1. Dans le as où u0 est négatif, montrer que (P ) admet une unique solution lassique globale.2. Dans le as où u0 n'est pas néessairement négatif mais est majorée. On pose M = supu0 eton supposera que M > 0.(a) Montrer que (P ) admet une unique solution lassique loale. Déterminer le tempsmaximal d'existene T ∗.(b) Donner un exemple pour lequel la solution est dé�nie en t = T ∗. Dans e as, pourquoine peut-on pas prolonger après T ∗ ?3. Ce dernier phénomène peut également intervenir en t = 0 : pour l'équation de Burgers sansterme soure, donner une ondition initiale u0 non majorée telle que l'équation n'admet pasde solution lassique loale. 1



Un tour hez Quik R©. Dans tous les exeries qui suivent, on onsidère l'équation deBurgers suivante :






∂tu+ ∂x

(

u2

2

)

= 0, (x, t) ∈ R× R
+
∗
,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,Seule la ondition initiale hangera dans haun des exeries.Exerie 4 (Burgers, raréfation). Ii, u0 est la fontion donnée par :
u0(x) =







0 si x ≤ 0
x

α
si 0 ≤ x ≤ α

1 si x ≥ αoù α > 0. Déterminer l'unique solution ontinue et C1 par moreaux globale de (P ).Exerie 5 (Burgers, ho). Soit α > 0. Ii u0 est la fontion donnée par :
u0(x) =







1 si x ≤ 0
1− x

α
si 0 ≤ x ≤ α

0 si x ≥ α1. Déterminer l'unique solution ontinue et C1 par moreaux loale de (P ). On pourra alulerson temps maximal d'existene T ∗ en premier lieu.2. Donner une solution faible globale qui prolonge la solution donnée i-dessus.Exerie 6 (Burgers, détente). Ii u0 = 1x>0.1. Déterminer une solution faible globale disontinue de (P ).2. Déterminer une solution faible globale ontinue de (P ).3. Déterminer une solution faible globale de (P ) ave deux disontinuités.Exerie 7 (Burgers, ho et détente). Ii u0(x) = 1

1+x2 . Caluler le temps maximald'existene T ∗ de l'unique solution lassique loale de e problème. Que se passe-t-il en T ∗ ?Une autre équation hyperbolique.Exerie 8 (Équation des ondes, formule de d'Alembert). Considérons le problème suivant :






utt − uxx = 0, (x, t) ∈ R
2

u(x, 0) = g(x), x ∈ R

ut(x, 0) = h(x), x ∈ Roù g ∈ C2(R) et h ∈ C1(R). En se servant de la fatorisation suivante :
∂2

∂t2
−

∂2

∂x2
=

( ∂

∂t
+

∂

∂x

)( ∂

∂t
−

∂

∂x

)

,déterminer une formule générale pour l'unique solution lassique C2(R2) du problème i-dessus.2



Un exerie plus diffiile.Exerie 9 (Caratéristiques pour l'équation de Vlasov). On onsidère l'équation inétiquede Vlasov suivante :
{

∂tu+ v · ∇xu−∇xW · ∇vu = 0, (x, v, t) ∈ R
n ×R

n × R
+
∗
,

u(x, v, 0) = u0(x, v),où u0 ∈ C1(Rn × R
n) et W : Rn −→ R, x 7−→ W (x) est un potentiel de lasse C2 qui jouera le r�led'un potentiel de on�nement spatial.1. Réérire le problème i-dessus omme une équation de transport dans l'espae (Rn×R

n)×R
+
∗
.2. Donner le problème de Cauhy satisfait par les aratéristiques Z = (X,V ) de e problèmede transport.3. Que dire du omportement d'une solution lassique u sur es aratéristiques ?4. Montrer que les aratéristiques évoluent sur les lignes de niveau du Hamiltonien H = H(x, v)assoié au problème. Que dire dans le as où n = 1 et W (x) = x

2

2
?5. On se plae maintenant dans le as spéial n = 2 et on hoisit pour tout ε > 0, Wε indépendantde x2 et tel que :

Wε(x1) = C(ε)
(

1−min
(x1
ε
, 1
))

,où C(ε) > 0. On pensera à dessiner Wε. On va ignorer le problème de régularité de Wε en
x1 = ε. Cei est justi�é dans les questions qui suivent.On va s'intéresser au omportement des aratéristisques dans le adran X1(0) ≥ ε et à leuromportement asymptotique lorsque ε → 0.(a) Pour tout (X(0), V (0)), donner le omportement de (X2, V2). On va don maintenants'intéresser au omportement de (X1, V1).(b) Pour X1(0) ≥ ε et V1(0) ≥ 0, donner le omportement de (X1, V1).() Pour X1(0) > ε et V1(0) < 0, montrer qu'il existe tε > 0 tel que (X1(tε), V (tε)) =

(ε, V1(0)). Quel est le omportement de (X1, V1) sur [0, tε] ?(d) On s'intéresse maintenant au as X1(0) = ε et V1(0) < 0.i. Déterminer tε > 0 tel que X1(tε) = ε.ii. Quel est le omportement de (X1, V1) sur [0, tε] ?iii. Expliiter V1(tε). Quel est le omportement de (X1, V1) sur [tε,+∞[ ?(e) Choisissons C(ε) tel que ε/C(ε) → 0 lorsque ε → 0. Étudier formellement le omporte-ment des aratéristiques lorsque ε → 0.
3


