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Notations

Dans toute le polycopié, nous utiliserons les notations suivantes :

— IN désigne ’ensemble des entiers naturels, IN* I’ensemble des entiers naturels non nuls,

— Z désigne I'ensemble des entiers relatifs, Z* ’ensemble des entiers relatifs non nuls,

— (Q désigne ’ensemble des rationnels, Q* ’ensemble des rationnels non nuls,

— IR désigne I'ensemble des réels, IR* I’ensemble des réels non nuls,

— (' désigne I’ensemble des nombres complexes, €* I'ensemble des nombres complexes non
nuls,

— IR[X] désigne I'ensemble des polynémes & coefficients réels,

— (1X] désigne 'ensemble des polynémes & coefficients complexes.

— Si z est un nombre complexe, Re(z) désigne sa partie réelle tandis que Zm(z) désigne sa
partie imaginaire.

Quelques lettres grecques fréquemment utilisées en mathématiques :

Minuscule Majuscule

alpha « A
béta B8 B
gamma vy r
delta ) A
epsilon € E
zéta ¢ Z
éta n N
théta 0 C]
kappa K K
lambda A A
mu o M
nu v N
xi & =

pi T 11
rho p R
sigma o by
tau T T
phi 10} i)
khi X X
psi P v
omega w Q




Chapitre 1

Eléments de logique

Le lecteur pourra consulter également le chapitre ”S’exprimer en mathématiques” dans le cours
d’Algébre lére année de D. Liret et F. Martinais, chez Dunod.

1.1 Les propositions

Une proposition est un énoncé mathématique complet qui est soit vrai soit faux. Par exemple,
723 > 10” est une proposition fausse; "Dans tout triangle rectangle, le carré de 'hypothénuse
est égal a la somme des carrés des deux autres cités” est une proposition vraie. Un axiome
est une proposition dont on admet qu’elle est vraie. Un théoreme est une proposition dont on
démontre qu’elle est vraie, a ’aide des axiomes, des théoremes déja démontrés, et des regles de
logique que nous allons étudier.

A partir de propositions existantes et d’expression comme ”"non”, "et”, ”ou”, 7implique”,...,
on peut former de nouvelles propositions. Dans la suite, les lettres P, Q, R désignent des
propositions.

1.1.1 Equivalence logique

Définition 1.1.1 Les propositions P et ) sont équivalentes si elles sont vraies simultanément
et fausses simultanément et on note
P& Q.

On dit que P est vraie si et seulement si Q est vraie.

On dit que deux propositions équivalentes sont deux propositions ayant les mémes valeurs
de vérité. Pour prouver que P et Q sont équivalentes, on construit un tableau appelé table de
vérité dans lequel on fait apparaitre les différentes valeurs de vérité possibles pour le couple (P,
Q) (Vrai et Vrai, Vrai et Faux, ...) et, en correspondance, les valeurs de vérité de la proposition
P & Q. Ainsi, la table de vérité de 1’équivalence logique P < @ est :

P<Q

|| | < <| O
| <| | <|O
<|H| = <
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La premiere ligne de ce tableau signifie que si les propositions P et Q sont vraies, la pro-
position P < Q est vraie. La deuxieme ligne signifie que si P est vraie et Q fausse alors la
proposition P < Q est fausse.

Exemple 1.1.2 Pour tout réel x,

<4 & |21<2 & —2<x<2.

1.1.2 Négation

Définition 1.1.3 La proposition "non P”, appelée négation de P, veut dire : ”P est fausse”.
La proposition "non P7” est fausse si P est vraie, et vraie si P est fausse.
La table de vérité de non P est

P | non P
1% F
F 14

Proposition 1.1.4 Soit P une proposition, on a

P < non(nonP).

preuve : Il est clair que P et non(non P) ont les mémes valeurs de vérité.

Exemple 1.1.5 Soit z un réel, la négation de x > 3 est x < 3.

1.1.3 Sens de ”et”, ”ou”

Définition 1.1.6 La proposition "P et Q7 est vraie si et seulement si les propositions P et @
sont toutes les deux vraies.

La proposition P ou Q7 est vraie si et seulement si au moins l'une des propositions P et Q) est
vraze.

Les tables de vérité de "et” et du “ou” :

Pl Q| PetQ| Pou@
ViV 14 v
VI|F F v
F|V F v
F|F F F

A noter : en mathématiques, “P ou Q” ne veut pas dire “soit P, soit Q” (comme dans “fro-
mage ou dessert” ) mais “soit P, soit Q, soit les deux” . On dit que le “ou” est inclusif.
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On peut combiner plusieurs de ces expressions. Par exemple, la proposition ” (non P) ou Q”
veut dire : "non P est vraie ou Q est vraie”, c’est a dire : ”P est fausse ou Q est vraie”. Elle
est vraie dans les trois cas suivants : "P fausse, QQ fausse”, ”P fausse, Q vraie” et ”P vraie, Q
vraie”. Elle est fausse dans le quatriéme et dernier cas possible : ”P vraie, Q fausse”.

On prouve avec des tables de vérité les propositions suivantes :

Proposition 1.1.7 Lois de Morgan Soit P et @ deux propositions, on a

non (PouQ) < (non Petnon@)

et
non (PetQ) < (non Pounon(@).

Proposition 1.1.8 commutativité, associativité et distributivité Soit P, Q) et R trois
propositions, on a

— (Pet Q)< (QetP)

— (Pou Q)< (QouP)

— ((PetQ)etR)< (Pet(QetR))

— ((Pou Q) ouR)< (Pou(QouR))

— ((Pet Q) ouR)< ((PouR)et (QouR))

— ((PouQ)etR)< ((PetR)ou(QetR))

Remarque 1.1.9 En général, la place des parenthéses est importante. Par exemple, ”(non P)
ou Q7 ne veut pas dire la méme chose que "non (P ou Q)” : si P et @ sont toutes les deux
vraies, la premiére proposition est vraie, mais la seconde est fausse.

Exemple 1.1.10 Soit P un polynéme de R[X],
non(P(0) =0 ou P(1) =0) < P(0) # 0 et P(1) # 0.

1.1.4 Implication

Définition 1.1.11 Soit P et @ deux propositions, la proposition P implique @) ,notée P=- @,
est définie par sa table de vérité

P| Q| P=qQ
ViV V
VI F F
F|V Vv
F | F V

L’implication P = @ exprime que si P est vraie alors @) est vraie. On dit que @ est une

condition nécessaire pour que P soit vraie et P est une condition suffisante pour que
soit vraie.

Proposition 1.1.12 Soit P une proposition, on a

non (P = Q) < (P et non Q).
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preuve : P = Q est fausse dans 'unique cas ou P est vraie et Q fausse c’est-a-dire P est vraie et
non Q vraie.

Avec des tables de vérité, on prouve la proposition suivante :

Proposition 1.1.13 Soit P, Q) et R trois propositions, on a

1. transitivité de I’implication
(P=Q)et(Q@ =R))= (P = R).

2. équivalence
(P=Q)et(Q=P) (P Q)

3. contraposée
(P = Q)< (non@Q = nonP).

1.2 Les quantificateurs “pour tout” et “il existe”

1.2.1 Définitions

Soit x un réel, on définit une proposition qui dépend de x et on la note P(z). Par exemple,
on considere la proposition P(z) qui est 22 + x + 1 > 0. Cette proposition peut étre vraie que
pour certains réels z, ou pour tous ou aucun. Pour exprimer que P(x) est vraie pour tout réel
x, on utilise un quantificateur ”pour tout 7, noté V, on écrit alors

VeeR, 224+z+1>0
Aprés V¥, la virgule se lit “on a” ou ne se lit pas.

De méme, pour exprimer qu’il existe un réel x tel que P(z) soit vraie, on utilise un quanti-
ficateur 7il existe”, noté 3, on écrit alors

JzeR, 2> +x+1>0
Aprés 3, la virgule se lit "tel que”.

Plus généralement, soit E un ensemble et P(x) un énoncé qui, pour toute valeur donnée &
x dans E est soit vrai soit faux.
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Définition 1.2.1 On a
— La proposition : < Pour tous les éléments x de E, la proposition P(x) est vraie > s’écrit :

Vo € E, P(z).

— La proposition : < il existe au moins un élément x de E tel que la proposition P(x) est
vraie > s’écrit :

Jx € E, P(x).

— La proposition : < il existe un et un seul élément x de E tel que la proposition P(x) est
vraie > s’écrit :

dlz € E, P(z).

V s’appelle le quantificateur universel et 3 s’appelle le quantificateur existentiel.

1.2.2 Enoncés avec plusieurs quantificateurs

Importance de 'ordre : dans un énoncé comprenant plusieurs quantificateurs, ’ordre dans
lequel ils interviennent est important. Considérons les deux propositions suivantes :

P1 : “Pour tout réel z, il existe un entier naturel n tel que z < n”.
P2 : “Il existe un entier naturel n tel que, pour tout réel z, z < n”

La premiere proposition est vraie : pour n’importe quel réel donné, on peut trouver un entier
naturel qui est plus grand que ce réel. En revanche, la seconde proposition est fausse : il n’existe
pas d’entier naturel qui soit plus grand que tous les réels (si je fixe un entier naturel n, il y aura
toujours des réels x tels que = > n, par exemple £ = n+ 1). Le probléme vient du fait que dans
la premiere proposition, n peut dépendre de x, alors que dans la deuxiéme proposition, le n ne
dépend pas de z.

1.2.3 Négation

Proposition 1.2.2 On a
— La négation de "Pour tout élément x de E, P(x) est vraie” est : "Il existe un élément x
de E tel que P(x) est fausse” soit

non(Vx € E, P(z)) < (3z € E, non(P(x))).

— La négation de 71l existe un élément x de E tel que P(x) est vraie” est "Pour tout
élément x de E, P(x) est fausse” soit

non(3z € E, P(z)) < (Vz € E, non(P(x))).

Pour former la négation d’une proposition comportant plusieurs quantificateurs, il suffit
d’appliquer les régles précédentes plusieurs fois de suite. En pratique, cela revient a appliquer
la régle suivante : pour former la négation d’une proposition comportant un ou plusieurs quanti-
ficateurs, on inverse les quantificateurs et on nie la conclusion. Inverser les quantificateurs veut
dire changer les ”pour tout” en il existe” et les il existe” en ”pour tout”. Si la proposition
est écrite de maniére formelle (avec 3, V, etc.), on change les V en 3, les 3 en V, et on nie la
conclusion.
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Exemple 1.2.3 soit P la proposition suivante (qui affirme lexistence du quotient et du reste
dans la division euclidienne d’un entier naturel par un entier naturel mon nul; la division
euclidienne est celle qu’on vous a apprise en primaire) :

Va e INVbe IN*, g € IN,Ir € IN, (a =bg+r et r < b)
Celle de non P est :

Ja € IN,3b e IN* Vg € IN,Vr € IN,non(a =bq+r et r <b)
ce qui donne finalement

Ja€e IN,3be IN* Vg€ IN,Vr € IN,(a A bg+ 1 our > b)

1.3 Quelques formes de raisonnement

1.3.1 Par contre-exemple

On utilise un contre-exemple pour infirmer une propriété présentée comme générale. Par
exemple soit P la proposition

V(z,y) € RT, Vo +y=+V2+./y.

Cette proposition est fausse puisque pour z =4 et y =9, x4+ /y =5 et /o +y = V13.

1.3.2 Par contraposée

Soient P et Q deux propositions. Pour montrer la proposition “P = @Q”, il suffit de montrer
“(Non Q) = (Non P)” : en effet les propositions “P = Q" et “(Non Q) = (Non P)” sont
équivalentes.

Ce type de raisonnement est fréquemment utilisé lorsque P et ) sont des propositions
complexes. llustrons-le ici par un exemple élémentaire. Si P="“le sol est sec” et Q="il n’a pas
plu”. Dire que “P = Q" peut se démontrer en disant que si Non @ (c’est-a-dire, “s’il a plu”),
alors Non P (c’est-a-dire “le sol est mouillé”).

Un autre exemple, soit x un réel fixé, on considére la proposition

(Ve>0, |z] <e)=ax=0.

On note P la proposition Ve > 0, |x| < € et Q la proposition 2 = 0. La négation de P est
Je > 0, |z| > € et la négation de @ est z # 0. La contraposée de P = Q) est

r#0= (>0, |z]>e¢).

Or si z est non nul, |z| est strictement positif. On pose € = |z, ce réel € est strictement positif
et on a bien I'inégalité donc non @ est vraie. La contraposée est vraie donc P = @ est vraie.

1.3.3 Par ’absurde

Pour montrer une proposition P, on suppose que P est fausse, et on cherche a aboutir a
une contradiction (d’un point de vue raisonnement, on utilise ici le fait que les propositions
“Non(Non P)” et “P” sont équivalentes).
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Par exemple, pour montrer la proposition P= “il y a une infinité de nombre premiers”, on
peut raisonner par l’absurde en supposant Non P= “il y en a qu’un nombre fini de nombres
premiers”. Soit alors p le plus grand nombre premier. Définissons ¢ comme étant le nombre
q=p'+1=1x2x...xp+1. Alors il est facile de voir que tout nombre premier r divisant ¢
est strictement plus grand que p. Comme il existe toujours un tel nombre premier r, on abouti
a une contradiction.

1.3.4 Par récurrence

On se sert du raisonnement par récurrence pour montrer qu’une famille de propositions
P(n), indexée par des entiers naturels n € IN, est vraie pour tout entier n. Le principe est de
montrer pour un entier ng

1. Initialisation : P(ng) est vraie,
2. Hérédité : Soit un entier n > ng, on suppose que si P(n) est vraie (hypothése de
récurrence), alors P(n + 1) est vraie également.

Si 'on arrive & montrer que (1) et (2) sont vraies, alors la méthode de récurrence permet
d’affirmer que P(n) est vrai pour tout entier n > ng.

Exemple 1.3.1 on veut montrer que la somme S, des n premiers entiers naturels est égale
a n(n + 1)/2. Appelons P(n) cette proposition. Il est clair que P(1) est vraie, puisque S1 =
1=1(1+1)/2. Supposons que P(n) soit vrai pour un certain n > 1 (hypothése de récurrence),
et montrons que P(n+1) Uest aussi. Comme Sp41 = S, + (n+ 1), on a, par hypothése de
récurrence,

n(n+1)
2

+(n+1):n(n+1)+2(n+1) _(nt1)((n+1)+1)

Donc P(n+1) est vrai. Par récurrence on en déduit que P(n) est vrai pour tout n, c’est-a-dire

n(n+1)
2

que Sy, = pour tout n € IN*.

Exemple 1.3.2 Dans cet exemple, nous montrons que U’hérédité ne suffit pas c’est-a-dire on
peut avoir P(n) implique P(n + 1) vrai pour tout entier n et pourtant P(n) est fausse. On
considére la propriété

VYn € IN, P(n) : 3 divise 4™ + 1.

Soit un entier n, on suppose que P(n) est vrai. On a
4l 41 =4 x 4" 44 -3 =4(4" +1) + 3,

or par hypothése de récurrence, 3 divise 4™ +1 donc 4(4™ 4+ 1)+ 3 donc P(n+ 1) est vraie. Par
contre P(0) est fausse car 3 ne divise pas 5. On peut montrer que pour tout entier n, P(n) est
fausse.
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Chapitre 2

Calcul algébrique

L’objectif de ce chapitre est essentiellement pratique : savoir calculer avec des formules
contenant des indices utilisant les symboles ¥ pour somme et II pour produit.

2.1 Somme et produit
L’écriture
5
> 2
k=0
se lit 7 somme pour k allant de 0 & 5 de 2¥ 7 ce qui revient &

5
22k220+21+22+23+24+25.
k=0

La lettre k est un indice de sommation, on peut choisir i comme indice sans modifier la
valeur de la somme, on dit que k£ est une variable muette :

5 5
o= 2ok =2042l 422425 420 4 05,
1=0 k=0

On rappelle que par convention, a” = 1 pour tout réel a. Le nombre de termes de cette
somme est 5 — 0 + 1 = 6, on reconnait la somme des termes d’une suite géométrique donc

126
Zkalx — =63

On peut aussi écrire une somme allant de £ = 0 & &k = n ou n est un entier naturel

quelconque, on a
n

Db =202t 422423 42t 4 g2
k=0

Le nombre de terme de cette somme est n + 1 et on a

n 172n+1

§ ok =1 x — = —ontl _q,
1-2
k=0

15



16 CHAPITRE 2. CALCUL ALGEBRIQUE

Lorsque la quantité a sommer de dépend pas de I'indice de sommation, le calcul de la somme
revient a compter les termes de la somme, ainsi pour tout réel a :

10
Za:a+a+~'+a:10xa
k=1

Par contre
10
Z a=11 x a.
k=0

Cet exemple montre que la valeur d’une somme dépend de I'indice de départ et de celui d’arrivée.
Dans certaine somme, il peut étre astucieux de faire un changement d’indice, par exemple
on pose i = k — 1 et on obtient

3

2 2
dok=N"ot=2) 2 =2(1+2+2%) =14
k=0

k=1 k=0
Considérons le cas d’une somme double
2 1
S = E § 21
i=0 j=0
On a

2
S=> (1+2)=(1+1)+(1+2)+(1+4) =10.
1=0

Cette opération revient a additionner tous les termes 2% lorsque i varient de 0 & 2 et j de 0 &
1. On peut disposer ces valeurs dans un tableau

i/j 0 1
0 1 1 2
1 1 2 3
2 1 4 5
3 7 S=10

Sur ce tableau, pour calculer S on peut soit additionner les termes par lignes puis additionner
les résultats ou encore additionner les colonnes puis additionner les résultats. Ainsi

2

1
S=(1+14+41)4+(1+2+4)= 20,
j=0 i=0

On a ainsi réalisé une interversion des deux sommes.
De maniere générale, on a toujours pour n et p deux entiers et (a;;) np réels ou complexes

n n

)P IITED 3) S

P
i=0 j=0 j=0i=0

Une situation plus difficile apparait lorsque les indices i et j sont liés, par exemple on impose
j < i alors intervertir les deux sommes nécessite de respecter cette condition

Z aij=§n:§i:aw‘=§n: i @ij-

0<j<i<n i=0 j=0 J=01i=j+1
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Par exemple

I
'M‘“
'Mb.

H
IN
s
IN
<
IA
(o3
.
I
A
<
Il
<
<

o |
—
<
I
—
(RS

Il
L =
-

\.N.

<
Il
-
-
Il
-

‘j(j+1)

I
[
S|
[\

<
Il
—

J+1,

I
D]
A

<.
Il
—_

1 5 ‘ 5
=1 =1
1
= (1545 =10.

Pour comprendre 'interversion, on dispose les nombres i/;j dans un tableau

2 3 4 5
1/2 1/3 1/4 1/5
1 2/3 2/4 2/5
3/2 1 3/4 3/5
2 4/3 1 4/5
5/2 5/3 5/4 1

/3

.

Uk W N~
Ul W N = =

Dans ce tableau, les cases qui vérifient la condition ¢ < j correspond aux nombres au dessus
de la diagonale de 1, c’est-a-dire aux nombres représentés en gras. La double somme signifie
que 'on additionne tous les nombres en gras. Or il y a deux facons de faire : Dans la premiere
double somme écrite, on somme sur i ce qui signifie que ’on fixe une ligne 7 puis on additionne
tous les termes en gras de cette ligne, puis tous ces termes sont additionnés. Mais on peut aussi
fixer j c’est-a-dire fixer une colonne puis sommer tous les nombres en gras de cette colonne, puis
tous ces termes sont additionnés. Ces deux méthodes donnent bien entendu le méme résultat.
On procede de la méme maniere pour les produits, on a

n
Hakzalx---xan.
k=1

Par exemple, on a par définition du factoriel d’un entier.

ﬁk:k!.

=1

=

et aussi
n

=2...2=2",
k=1
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2.2 Formules a connaitre

Somme des n premiers entiers Pour tout entier n, on a
zn: i n(n+1)
5 .
k=1
Somme des termes d’une suite géométrique de raison ¢ Pour tout entier n,

n _ . n+1 .
Y dt= S siaA L
n+1

o sig=1.

Formule du binéme de Newton Pour tout entier n, pour tout complexe a et b

w35 (Dt



Chapitre 3

Un peu de théorie des ensembles

3.1 Définitions

Définition 3.1.1 Un ensemble est une collection d’objets. Ces objets sont appelés éléments de
l’ensemble.

L’ensemble qui n’a aucun élément s’appelle ensemble vide. On le note (.

Pour dire que x est un élément de l’ensemble E, on écrit x € E. Pour dire que x n’est pas un
élément de E, on écrit x ¢ E.

Deuz ensembles A et B sont égauz s’ils ont les mémes éléments. On note alors A = B.

Exemple 3.1.2 {n € IN,n <5} se lit : “I’ensemble des n de IN tel que n < 5”. On peut aussi
écrire {n € IN |n <5}, et {n € IN : n < 5}.

Exemple 3.1.3 Les ensembles de nombres : IN, Z, Q, R, €, R, IN*, {1,2,3}.

Définition 3.1.4 Inclusion

Soit A et B deuz sous ensemble de E. On dit que ’ensemble A est inclus dans l’ensemble B si
tout élément de A est un élément de B. On note alors A C B :

[ACB] & VexeFE, x€ A=z € BJ.

Exemple 3.1.5 L’ensemble vide est inclus dans tout ensemble : pour tout ensemble B, § C B
(en effet, puisque O n’a pas d’éléments, il n’est pas possible de trouver un élément de ) qui ne
soit pas dans B).

De plus, tout ensemble est inclus dans lui-méme : pour tout ensemble B, B C B.

La méthode la plus courante pour montrer que deux ensembles sont égaux est de procéder
par “double inclusion”, c’est a dire de montrer d’abord que A est inclus dans B, puis que B est
inclus dans A.

Proposition 3.1.6 Deux ensembles A et B sont égaux si et seulement si A est inclus dans B

et B est inclus dans A :
[A=B] < [ACB et BCA]

19
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Définition 3.1.7 Ensemble des parties
L’ensemble des parties de B se note P(B).

Exemple 3.1.8 soit B = {1,2,3}. Quels sont les parties de B ? Ce sont les ensembles inclus
dans B. C’est a dire : 0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, et {1,2,3} = B. On a donc :

P(B) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, B}

3.2 Union et intersection de deux ensembles

Dans tout ce qui suit, A et B désignent des ensembles.

Définition 3.2.1 Union, Intersection
L’union des ensembles A et B est I’ensemble des éléments qui appartiennent a A ou a B. On
la note AU B. Formellement,

[t€e AUB] & [x€ Aoux € B].

L’intersection des ensembles A et B est 'ensemble des éléments qui appartiennent a la fois a
A et a B. On la note AN B. Formellement,

[t€e ANB] & [x€Aetxe B].

Exemple 3.2.2 A= {2,5,7} et B={1,5,7,9}, on a AUB = {1,2,5,7,9}, et ANB = {5, 7}.

Proposition 3.2.3 On a

ACB& AUB=B& ANB=A.

Définition 3.2.4 Ensembles disjoints
Deuz ensembles A et B sont dits disjoints si ANB = (). Des ensembles Ay,As,...,A, sont deux
a deux disjoints si pour tous i et j dans {1,2,...,n},
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Proposition 3.2.5 Commutativité, associativité, distributivité
Soit A, B, C des ensembles quelconques. On a
— AUB =BUA et ANB = BN A. On dit que l'union et lintersection sont des opérations
commutatives.

AU(BUC)=(AUB)UC e AN(BNC)=(ANnB)NnC

On dit que l'union et l’intersection sont des opérations associatives.

AUBNC)=(AUB)N(AUC) e AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

On dit que l'union est distributive sur l'intersection et que l'intersection est distributive
sur l'union.

Exercice 1 Démontrer la commutativité et l’associativité de l'union (respectivement, de l’in-
tersection) en utilisant la commutativité et lassociativité du OU (respectivement, du ET). De
méme, démontrer que l'union est distributive sur l’intersection, et que l'intersection est distri-
butive sur l'union, en utilisant la distributivité du OU sur le ET, et la distributivité du ET sur
le OU.

Remarque 3.2.6 Une conséquence de l'associativité de l'union et de l'intersection est que les
expressions AUBUC et ANBNC ne sont pas ambigues (on n’a pas besoin de parentheéses). La
premiere désigne l’ensemble des éléments qui appartiennent a au moins l'un des trois ensemble
A, B, C. La seconde désigne l’ensemble des éléments qui appartiennent aux trois ensembles a
la fois.

Exercice 2 Soient A = {2,5,7}, B = {1,5,7,9} et C = {2,7,9,10}. Donner la liste des
éléments de AUBUC et de ANBNC.

3.3 Différence de deux parties, complémentaire d’une par-
tie

Définition 3.3.1 Ensemble ” A moins B”
Soient A et B deux ensembles. On appelle A moins B”, et on note A\ B, l'ensemble des
éléments de A qui ne sont pas dans B. On a donc :

re€A\B & (xc€Aetx ¢ B)

Exercice 3 si A ={2,5,7} et B={1,5,7,9}, ona A\ B={2} et B\ A={1,9}.

Proposition 3.3.2 Pour tout ensemble A, on a A\ 0 = A, et A\ A= 0. De plus, pour tous
ensembles A et B, on a AC B< A\ B=10.
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Définition 3.3.3 Complémentaire Soit E un ensemble. Si A est une partie de E, l’ensemble
E\A s’appelle aussi complémentaire de A dans E. On le note Cg(A). Quand il n’y a pas
ambiguité sur E, on le note plus simplement A¢ ou A. D’une maniére générale on a

[xeCg(A)] & [reE etx¢ Al

Exemple 3.3.4 Soit E = {1,2,3,4,5}. Soit A = {2,3}. On a Cg(A) = {1,4,5}. Soit B =
Cgp(A). On a Cg(B) ={2,3} = A.

Exemple 3.3.5 Soit E = IR. Soit A = [0,1]. On a Cr(A) = {zr € R,z ¢ [0,1]} =] —
00, 0[U]1, +o0]. Soit B =Cg(A). On a Cg(B)=[0,1] = A

Proposition 3.3.6 Le complémentaire dans E de ’ensemble vide est I’ensemble E tout entier.
Le complémentaire dans E de E lui-méme est l'ensemble vide : Cg(0) = E, Cg(E) = 0.

Proposition 3.3.7 Soit E un ensemble e¢ A C E. On a : Cp(Cg(A)) = A. Ainsi le
complémentaire du complémentaire de A est A.

preuve Soit z € E. On a z € Cg(Cg(A)) ssi non(z € Cg(A)). Mais comme z € F, x € Cg(A)
ssi non(z € A). On obtient donc z € Cg(Cg(A)) ssi non(non(z € A)), c’est a dire ssi z € A puisqu’une
double négation est équivalente & une absence de négation. Les ensembles Cr(Cr(A)) et A ont donc
bien les mémes éléments : ils sont donc égaux.

Proposition 3.3.8 Soit E un ensemble. Soient A et B des parties de E. On a alors :

[AC B] & [Cg(B)C Cg(A)]

preuve On donne deux preuves

— Preuve 1 (par double implication) Supposons A C B. Montrons Cg(B) C Cg(A). Soit = dans
Cg(B).Onadoncz € Eet x ¢ B. Comme A C Betx ¢ B, il s’ensuit que z ¢ A. Or z € E.
Donc z € Cg(A). Donc Cg(B) C Cg(A). Réciproquement, supposons Cg(B) C Cg(A). Notons
A" = Cg(B) et B' = Cg(A). A" et B’ sont deux parties de E telles que A’ C B’. D’aprés la
démonstration qui vient d’étre faite, on a donc Cg(B’) C Cg(A’). Or Cg(B’) = Ce(Cr(4)) = A
et de méme Cg(A’) = B. Donc A C B.

— Preuve 2 (en utilisant qu'une implication est équivalente & sa contraposée). Par définition,
Cg(B) C Cg(A) ssi pour tout z € E tel que x ¢ B,on a (z € E et x ¢ A), c’est & dire ssi pour
tout x de E, si z ¢ B, alors z ¢ A. Or 'implication ”si z ¢ B, alors ¢ A” est équivalente &
sa contraposée ”si non (z ¢ A) alors non (z ¢ B)”, c’est & dire : ”si © € A alors x € B”. Donc
Cg(B) C Cg(A) ssi pour tout z de E, si € A alors x € B, donc ssi pour tout  de AN E, on
ax € B. Comme A C E, c’est équivalent a A C B.
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Proposition 3.3.9 Complémentaire de 'union, complémentaire de l’intersection.
Soient E un ensemble, et A et B deux sous-ensembles de E. On a :

(i) Ce(AUB) = Cp(A) N Cg(B).

(it) Ce(AN B) = Cg(A) U Cg(B)
Ainsi le complémentaire de l'union est l’intersection des complémentaires et le complémentaire
de lintersection est l'union des complémentaires.

preuve Les résultats de la proposition sont intuitivement évidents : le (i) dit qu’un objet n’est pas
dans l'union de A et de B s’il n’est ni dans A ni dans B; le (ii) qu’un objet n’est pas dans l'intersection
de A et de B s’il n’est pas dans A ou ¢’il n’est pas dans B. Voici toutefois une preuve rigoureuse du (i).

Soit & € (AUB)°. On a d’une part © € E, et d’autre part non(z € A ou x € B), donc non(z € A) et
non(z € B). Donc z € A et x € B, donc x € A°NB°. On a donc (AUB)® C A°NB°. Réciproquement,
soit z € A°N B°. On a d’une part z € E, et d’autre part (z € A°) et (z € B°), donc non(z € A)
et non(x € B), donc non(x € A ou z € B), donc non(z € AU B). Donc z € (AU B)°. On a donc
A°N B° C (AU B)°. Donc par double inclusion (AU B)¢ = A° N B°.

La preuve du (ii) est similaire & celle du (i) et laissée en exercice.

Remarque 3.3.10 Il y a des liens entre les expressions utilisées en logique (et, ou, etc.) et
les opérations sur les ensembles (intersection, union, etc.), mais il ne faut pas mélanger. Les
expressions “et”, 7ou”, "implique”, etc. sont a placer entre des propositions, pas entre des
ensembles. Les signes N, U, C, etc. sont a placer entre des ensembles, pas entre des propositions.
En d’autres termes, si P et @ sont des propositions, "P et Q7 a un sens, mais "P N Q” n'en a
pas. Si A et B sont des ensembles, "AN B” a un sens, mais A et B” n’en a pas.

3.4 Produit cartésien

Un couple est la donnée de deux objets dans un certain ordre. Bien noter que dans un
couple, 'ordre compte : (1,3) # (3,1). Un triplet (resp. quadruplet, quintuplet) est la donnée
de trois (resp. quatre, cing) objets dans un certain ordre. Soit n un entier naturel non nul. Un
n-uplet est la donnée de n objets dans un certain ordre.

Définition 3.4.1 Produit Cartésien On considére un nombre fini d’ensembles Ay, As,..., Ay,
le produit cartésien des ensembles Ay, As,...,A,, noté Ay X Ay X --- X A,, est constitués des
n-uplets (ay1,az -+, ay,) tels que a; € A; pour tout i dans {1,2,...,n}.
Ap X Ay x - x Ay, ={(a1,a2- -+, a,), tel que a; € A; pour tout 1 < i < n}
Cas particulier : A x A se note A%, A x --- x A se note A™.
—_—

n fois

Exemple 3.4.2 si A={1,2,3} et B={1,7}, alors
AxB={(1,1),(1,7),(2,1),(2,7),(3,1),(3,7)

et
Bx A=1{(1,1),(1,2),(1,3),(7,1),(7,2),(7,3)}
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Exemple 3.4.3 si A = {saumon, poulet} et B = {banane, orange}, alors

A x B ={ (saumon, banane), (saumon, orange), (poulet, banane), (poulet, orange) }

Exemple 3.4.4 on note IN? l’ensemble des couples d’entiers naturels et IR*> Iensemble des
couples de réels.

Exercice 4 Soient A et B les intervalles : A = [0,1] et B = [2,5]. Dessiner dans le plan IR?
les ensembles A x B et B x A. Bien noter que A X B # B x A.

3.5 Union et intersection d’un nombre quelconque d’en-
sembles

Définition 3.5.1 Soit I est un ensemble quelconque (en particulier, pas forcément fini, et pas
forcément un sous-ensemble de IN ), et si pour tout i € I, A; est un ensemble,

U4
il
désigne l’ensemble des éléments qui appartiennent a au moins ['un des ensembles A; :

erAi@)HieI,xeAi.
icl

De méme, ﬂ A; désigne ’ensemble des éléments qui appartiennent a tous les A; :
iel

xeﬂAi@VieI,xeAi.
1el

Remarque 3.5.2 La variable i est muette : les ensembles U A; et U Ay, sont les mémes.
1<i<n 1<k<n

Proposition 3.5.3 si [ est un ensemble d’indices quelconque et pour tout ¢ dans I, B; est un

ensemble :

el iel iel iel

De méme, si E est un ensemble et pour tout i dans I, A; C E :

Cr (U Ai> =(\Cr(4) et Cg (ﬂ Ai> =JCr(4)

i€l icl icl icl

n
Remarque 3.5.4 L’union des ensembles A1, As,..., A, peut aussi s’écrire U A; ou U A;.

1<i<n i=1
Les mémes notations sont utilisées pour l'intersection.
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3.6 Partitions d’un ensemble

3.6.1 Définition

Définition 3.6.1 Soit E un ensemble. On appelle partition de E une famille finie ou mnon
(A;)ier de parties de E telles que

— Yiel, A17é®,
— Vi # 7, AZ-QA]-:@,
— User Ai = E.

La notion de partition est liée a celle de relation d’équivalence.

3.6.2 Relations d’équivalence

Définition 3.6.2 Une relation binaire R est définie par un ensemble E et par une partie G de
E x E. On dit alors que R est une relation binaire sur E. On dit que = est en relation avec y
et on note xRy si et seulement si (z,y) € G.

En pratique, une relation est en général définie par une propriété commune aux couples
(z,y), par exemple la relation R sur IR telle que : Vze € R,VYy e R, s Ry <z —y = 1.

Nous ne nous intéresserons ici qu'aux relations d’équivalence (les relations d’ordre, qui
forment une autre grande classe de relations, sont hors programme).

Définition 3.6.3 Une relation R sur un ensemble E est une relation d’équivalence si elle
vérifie les trois propriétés suivantes :
— réflexivité : pour tout x de E, t Rz ; on dit que R est réflexive;
— symétrie : pour tous x ety de E, st t Ry alors yRx ; on dit que R est symétrique;
— transitivité : pour tous x, y et z de E, si t Ry et yR z, alors xR z; on dit que R est
transitive.

Exemple 3.6.4 Sur Z, la relation de congruence modulo n (oun € IN*) : si p, q et n sont
des entiers relatifs, on dit que p est congru a ¢ modulo n si p — q est un multiple de n. C’est
une relation d’équivalence.

Exemple 3.6.5 Soit E et F' des ensembles, et f : E — F une application. Soit R la relation
sur E définie par, pour tous x ety dans E, xRy si et seulement si f(x) = f(y). C’est une
relation d’équivalence.

Définition 3.6.6 Classes d’équivalence. Une relation d’équivalence permet de regrouper les
éléments d’un ensemble en classes d’équivalence; la classe de I’élément a, notée cl(a) ou a, est
l’ensemble de tous les éléments x tels que xR a ; ces éléments sont dits équivalents a a.
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Proposition 3.6.7 Lorsque R est une relation d’équivalence sur un ensemble E, l’ensemble
des classes d’équivalences est appelé ensemble quotient de E par R, et noté E/R.
L’ensemble E/R posséde trois propriétés remarquables :
— aucune classe d’équivalence n’est vide,
— deux classes distinctes sont disjointes,
— lunion de toutes les classes d’équivalence est [’ensemble E.
Les classes d’équivalence forment donc une partition de E.




Chapitre 4

Applications

4.1 Généralités

Notations : dans tout le chapitre, E, F', G et H désignent des ensembles.

Définition 4.1.1 Une application f est la donnée d’un ensemble de départ, d’un ensemble
d’arrivée, et d’une régle de calcul qui associe a tout élément x de l’ensemble de départ un unique
élément de l'ensemble d’arrivée, noté f(x) et appelé image de x par f. La régle de calcul est
notée x — f(x).

L’ensemble des applications de E dans F se note F(E,F) ou F¥.

Définition 4.1.2 Egalité de deux applications. Si E, F', F', F' sont des ensembles, deux
applications f : E — F et g : E' — F' sont égales si et seulement si elles ont méme ensemble
de départ (E = E'), méme ensemble d’arrivée (F = F') et méme régle de calcul (f(z) = g(x)
pour tout © dans E).

Exemple 4.1.3 Soient f1, fo, f3, f1 les applications suivantes :

f1 : R — R f2 : ]R+ - R fg R — ZR+ f4 : R+ — ]R+

T = .’E2 X — .’Ez T = £U2 xT g 1’2

Bien qu’elles aient en commun la régle de calcul x — 22, ces applications sont toutes

différentes. Par exemple, f1 et fo sont différentes car elles n'ont pas le méme ensemble de
départ; f1 et f3 sont différentes, car elles n’ont pas le méme ensemble d’arrivée. Ces applications
n’ont d’ailleurs pas les mémes propriétés. Par exemple, fo et fy sont croissantes, alors que fi
et f3 ne le sont pas.

Exemple 4.1.4 Soient f, g et h définies par

f: R - R g: R* — ]0,+o0] h: [1,2] — [0,5]
x = 1/z x = 1/x S S

On dit que f n’est pas une application bien définie ce qui signife que f n’est pas une application

car 0 appartient a 'ensemble de départ, mais f(0) n'est pas défini. De méme g n'est pas bien
définie puisque par exemple, —2 appartient & l’ensemble de départ, mais 1/(—2) n’appartient

27
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pas a l’ensemble d’arrivée. En revanche, h est bien une application, bien que ses ensembles de
départ et d’arrivée me soient pas particuliérement naturels. On dit que h est une application
bien définie.

Définition 4.1.5 Graphe : Soit f : E — F une application. Le graphe de f est l’ensemble
des couples (x, f(x)), c’est une partie de E x F.

Définition 4.1.6 Composition : soient E, F', F' et G des ensembles. Soient f : E — F et
g: F' — G des applications. Si F C F', on peut définir la composée de f et g, notée go f (7 g
rond f 7). C’est Uapplication de E dans G telle que g o f(x) = g(f(x)) pour tout x dans E.

Exemple 4.1.7 Soient

f: ]2,400] — R\{5} g: R — R\{5}
T 2?41 T ﬁ
Pour tout x dans |2,+o0|, f(z) € R\{5}. On peut donc définir go f et on a, pour tout x dans
12, 400] :
1 1

go f(x) = (z24+1)-5 — 224

Proposition 4.1.8 Soient f : E — F, g: F — G, et h : G — H des applications. On a
ho(gof)=(hog)of (on dit que la composition des applications est une opération associative).

preuve Les applications ho (go f) et (hog) o f sont toutes deux égales a 'application de E dans H
qui & z associe h(g(f(x))).

Définition 4.1.9 Application identité : soit E un ensemble. On note Idg et on appelle
application identité de E [application :

ldp: E — FE
r =

Proposition 4.1.10 Pour toute application f: E — F, on aldpo f=f= foldg.

preuve Ces trois applications vont de E dans F'. De plus, pour tout « dans E, Idro f(z) = Idr(f(z)) =
f(@) et foldp(x) = f(Idp(z)) = f(2).
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4.2 Antécédents, image directe, image réciproque

Définition 4.2.1 Antécédents : soit f : E — F une application. Soient x € E et z € F. Si
z est l'image de x par f (i.e. f(x) = z), on dit que x est un antécédent de z par f.

Remarque 4.2.2 Un élément de l’ensemble de départ a exactement une image. En revanche,
un élément de l'ensemble d’arrivée peut avoir 0, 1 ou plusieurs antécédents.

Exemple 4.2.3 Soit f; : IR — IR qui d x associe x2. Le réel —1 n’a pas d’antécédents par fi,
0 en a exactement un (lui-méme), et 3 en a deux : V3 et —/3.

Soit fy : Ry — IR qui d x associe x2. Le réel 3 a un unique antécédent par fo : \/3, car
—+v/'3 nappartient pas a l’ensemble de départ de fs.

Soit g : IR — IR qui a = associe g(x) = sinz. Les réels n'appartenant pas a lintervalle
[—1,1] n'ont pas d’antécédents par g. Les réels appartenant a [—1,1] en ont une infinité.

Remarque 4.2.4 Dans le cas des applications de IR dans IR, l'image et les antécédents d’un
réel se lisent facilement sur le graphe.

Définition 4.2.5 Image directe et image réciproque

Soit f: E — F une application. Soient A C E et B C F.

L’image (directe) de A par f est la partie de F formée des images de tous les éléments de
A. On la note f(A). On a donc :

f(A) ={f(z),x € A} ={y € F,Iz € A,y = f(2)}

L’image réciproque de B par f est l’ensemble des éléments de E dont l'image est dans B.
En d’autre termes, c’est l'ensemble des antécédent des éléments de B. On la note f~*(B). On
a donc

Y B)={r€cE f(x)e B} ={2z € E,32€ B, f(x) = 2}

Exemple 4.2.6 Le tableau suivant donne des exemples d’images directes par les applications
fi,.. fa de Uexemple 3.1.3. Pour mémoire, ces applications ont toutes la régle de calcul x — x>
mais différent par leurs ensembles de départ et d’arrivée. Ces derniers sont rappelés sur la
premiére ligne du tableau. "ND” veut dire ”"Non défini”.

R — IR R+—>B R—>R+ R+—>B+
A f1(4) f2(A) fs(A) fa(A)
{2} {4} {4} {4} {4}
2,2 o ND oy, ND
1.3 0.9] | ND [0,9] ND
CL0UL3 | 0.9 | ND 0,9] ND
R R, ND R, ND

La raison pour laquelle, par exemple, fo(IR) n’est pas défini, est que IR n’est pas inclus dans
l’ensemble de départ de fs.

Le tableau suivant donne des exemples d’images réciproques pour les mémes applications.
On remarquera que l’image réciproque d’un ensemble non vide peut étre vide.
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R — R R, — IR R—R, |Ry—IR:

B fr'(B) f3'(B) f3 ' (B) fi'(B)

{2} {—v2,v2} {v2} (—v2,v2} | {V2}
{-1,2} {-v2,v2} {v2} ND ND

0.3 —V3.V3] [0.v3] [ [-V3.V3] | [0.V3]
[—1,3] [ —/3,v/3] [0,v/3] ND ND
[—1,0]UL,3] [ {ou[—v3,—-1]u[1,v3] [{0}U[1,V3] ND ND
R, R R, R R,
R 0 0 ND ND
R R R, ND ND

La raison pour laquelle, par exemple, 'image réciproque de IR par fs n’est pas définie est
que IR n’est pas inclus dans l’ensemble d’arrivée de f3.

Proposition 4.2.7 Soit f : E — F une application. Soient A et A’ des parties de E, et B et
B’ des parties de F.

— St AC A alors f(A) C f(A).

— Si BC B, alors f~1(B) C f~4(B).

Preuve Laissée au lecteur.

Proposition 4.2.8 Soit f : E — F une application. Soient A et A’ des parties de E, et B et
B’ des parties de F. Alors :

2)f(f(B) cB
4) f(ANA") C f(A) N f(A)
6) f~H(BNB) = fHB)NfHB)

)
3)f(AUA) = f(A) U f(A)
5)fHBUB)=f"YB)Uf(B)

7) En général, les réciproques du 1), du 2) et du 4) sont fausses.

Preuve

1) Soit € A. Posons B = f(A). On a f(x) € B donc z € f~1(B) = f~1(f(4)).

2) Soit y € f(f71(B)). Posons A = f~}(B). On a y € f(A), donc il existe = € A tel que f(z) = y.
Comme z € A= f~(B), on a f(z) € B. Donc y € B. Donc f(f~'(B)) C B.

3) Par double inclusion. Montrons tout d’abord f(A U A") C f(A) U f(A’). Soit y € f(AU A").
Il existe z € AU A’ tel que f(z) = y. Comme z € AUA , onaz € Aouz € A'. Sixz € A,
f(z) € f(A) donc y € f(A) donc y € f(A)U f(A"). Sinon, z € A, et de méme y € f(A) U f(A").
Donc f(AUA’) C f(A)U f(A"). Montrons maintenant f(A)U f(A") C f(AUA"). Ona AC AUA’
donc f(A) C f(AU A"). De méme, f(A") C f(AUA"). Donc f(A)U f(A") C f(AUA’), et par double
inclusion on a ’égalité.

4) ANA’ C Adonc f(ANA’) C f(A). De méme f(ANA") C f(A"), donc f(ANA") C f(A)N f(A").

5) Soit x € E.Ona:z € f~*(BUB') ssi f(x) € BUB’ donc ssi (f(x) € B ou f(z) € B’), donc ssi
(x € f~Y(B)oux € f~1(B')), doncssiz € f~(B)Uf 1 (B'). Donc fTH(BUB') = fY(B)Uf~1(B).

6) Identique & la preuve du 5) en remplagant U par N, et ”ou” par "et”.

7) Pour voir que les réciproques du 1), du 2) et du 4) sont fausses, considérons l’application f : IR —
IR qui & z associe 2°. Posons A= B=IR_et A =IR..Ona f(A) =Ry, donc f~!(f(A)) = R # A.
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Donc la réciproque du 1) est fausse. On a f~'(B) = {0}, donc f(f~(B)) = {0} # B, donc la
réciproque du 3) est fausse. Enfin, f(A4") = Ry = f(A), donc f(A)N f(4") = R4+, mais AN A" = {0},
donc f(ANA’) ={0} # f(A) N f(A"). Donc la réciproque du 4) est fausse.

4.3 Applications injectives, surjectives, bijectives

Définition 4.3.1 Soit f une application.
— f est injective si tout élément de l’ensemble d’arrivée a au plus un antécédent par f.
— f est surjective si tout élément de l’ensemble d’arrivée a au moins un antécédent.
— f est bijective si tout élément de l’ensemble d’arrivée a un unique antécédent.
Une application injective (respectivement surjective, bijective) est aussi appelée une injection
(respectivement surjection, bijection,).

Exemple 4.3.2 Soient f1 : R - IR, fo : Ry - IR, fs : R — IRy et fo : Ry — IRy
qui @ = associent x2. L’application fi n'est ni injective ni surjective; fo est injective mais pas
surjective ; f3 est surjective mais pas injective; fy est bijective.

Exemple 4.3.3 Soit E un ensemble. L’application identité de E est bijective.

Proposition 4.3.4 Soit f : E — F wune application. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. f est injective.
2. Pour tous x et x’ dans E, si f(x) = f(a') alors v = 2'.

3. Pour tous x et &' dans E, si x # 2', alors f(x) # f(a').

Preuve

Faisons une preuve cyclique. 1) = 2) : Supposons f injective. Soient x et z’ dans E tels que
f(x) = f(a'). Soit 2 = f(z). Si  # 2, z a au moins deux antécédents distincts, ce qui est impossible
car f est injective. Donc = = z’ et 2) est vérifié.

2) = 3) : évident car une implication et sa contraposée sont équivalentes.

3) = 1) : soit z dans F. Si z a deux antécédents distincts = et ' alors x # ' mais f(z) = z = f(z'),
ce qui contredit 3). Donc z a au plus un antécédent, donc f est injective.

Proposition 4.3.5 Soit f : E — F une application. f est surjective si et seulement si f(E) =
F.

Preuve

f(E) est I'ensemble des images des éléments de E. C’est donc I'ensemble des éléments de F' qui ont
au moins un antécédent. Donc f(E) = F ssi tout élément de F' a au moins un antécédent par f, c’est
a dire ssi f est surjective.
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Proposition 4.3.6 Soient f: E — F et g: F — G des applications. On a :
1. si f et g sont injectives, alors go f est injective.
2. si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
3. sigo f estinjective, alors f est injective.
4. st go f est surjective, alors g est surjective.

Les réciproques des assertions précédentes sont fausses en général.

Preuve

1) Supposons f et g injectives. Soient z et z’ dans E tels que go f(z) = go f(z'). On a g(f(z)) =
g(f(z")) donc par injectivité de g, f(z) = f(z'), donc par injectivité de f, z = z’. L application g o f
est donc bien injective.

2) Supposons f et g surjectives. Soit z € G. Comme g est surjective, il existe y € F tel que z = g(y).
De plus, comme f est surjective, il existe © € F tel que y = f(z). On a donc z = g(f(z)) = g o f(x),
donc z a au moins un antécédent par g o f. Donc g o f est bien surjective.

3) Supposons g o f injective. Soient x et z’ dans E tels que f(z) = f(z'). On a donc g(f(z)) =
g(f(z")), donc par injectivité de go f, # = z’. Donc f est injective. On peut aussi faire une preuve
par contraposée : si f n’est pas injective il existe z # z’ dans E tels que f(z) = f(z'). Mais alors
g(f(z)) = g(f(z")), donc g o f n’est pas injective.

4) Supposons g o f surjective. Soit z € G. Comme g o f est surjective, il existe  dans E tel que
z =go f(x). Posons y = f(x) (c’est a dire : appelons y I'image de x par f). Onay € F et z = g(y),
donc z a au moins un antécédent par g, donc g est surjective.

5) Montrons que les réciproques de 1) et 2) sont fausses : soit f : IN — IN qui a tout entier naturel
n associe n 4+ 1. Soit g : IN — IN qui a tout entier naturel n associe n — 1 si n # 0 et qui & 0 associe
0. Pour tout entier naturel n, on a go f(n) =g(n+1)=(n+1) —1=n (on a utilisé n + 1 # 0 pour
calculer g(n + 1)). On a donc g o f = Idn. L’application g o f est donc bijective, donc injective et
surjective. Pourtant f n’est pas surjective (car 0 n’a pas d’antécédents par f) et g n’est pas injective
(car 0 a deux antécédents par g : 1 et 0).

Montrons maintenant que les réciproques de 3) et de 4) sont fausses. Soient f = Idr et g 'appli-
cation de IR dans IR qui & tout réel x associe 0. L’application g est donc constante. Pour tout réel =z,
go f(z) = g(x) = 0. L’application g o f n’est donc pas injective, bien que f le soit. Le lecteur vérifiera
que, de méme, ’application f o g n’est pas surjective, bien que f le soit.

Exercice 5 Soit f : E — F une application, soit b € F, on veut résoudre dans E [’équation

flx)=h.

1. Montrer que si b ¢ f(E), alors il n’y a pas de solutions dans E.

2. Montrer que si b € f(FE) et si f est injective, alors il existe une unique solution.

4.4 Application réciproque d’une application bijective

Définition 4.4.1 Soit f : E — F une application bijective. On appelle application réciproque
de f Vapplication g : F — E telle que pour tout y dans F, g(y) est lunique antécédent de y
par f. On la note f~1.
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Proposition 4.4.2 Soit f: E — F. Si f est bijective, alors

Vee B, VyeF, (y=f(x) & (= Ff").

Preuve

Soit x € Eety € F.Siy = f(x) alors = est un antécédent de y. Mais f~*(y) est 'unique antécédent
de y par f, donc f'(y) = =. Réciproquement, si z = f~*(y), alors x est 'unique antécédent de y par
f; en particulier, z est un antécédent de y, donc f(z) =y.

Proposition 4.4.3 Soit f : E — F une application.
1. si f est bijective, alors f ™o f =Idg et fo f~! = Idp.

2. S’il existe une application g de F vers E telle que go f = Idg et fog = Idg, alors f
est bijective et g = f1.

3. si f est bijective, alors sa réciproque f~1 aussi et (f~1)71 = f.

4. Soitg: F — G. Si f et g sont bijectives, alors go f est bijective et (go f)~! = f~tog™1.

Preuve

1) Supposons f bijective. Soit « € E. Posons y = f(x). D’aprés la proposition 4.4.2, f~'(y) = «
donc f7(f(x)) = x, donc f~' o f = Idg. Le lecteur vérifiera que, de méme, fo f~* = Idr.

2) Supposons go f = Idg et fog = Idr. On a donc go f et fog bijectives. En particulier, go f est
injective, donc f est injective d’aprés le point 3) de la proposition 4.3.6. De méme, f o g est surjective,
donc f est surjective. L’application f est donc bijective, donc sa réciproque f~! existe et d’aprés 1),
f'of=1Idp. En composant ’égalité fog = Idr par f~*, on obtient f o fog=ftoldr = f1,
donc g=1Idpog=(ftof)og=f"".

3) Supposons f bijective. Pour mieux comprendre la fagon dont nous allons utiliser le 2), posons
g=f"Y E=Fet F=E. Onadaprés le 1), go f=1Idg et fog=Ids. D’aprés le 2), on a donc g
bijective et g~ ! = f, c’est & dire £~ bijective et (f_l)_1 =f

4) Supposons f et g bijectives. Leur réciproques f~* et g~ ! existent donc. De plus, (go f)o(f'o
g ) =go(fof HNogl=goldrog *=gog ' =1Ids. De méme, (f tog ') o(gof)=Idg, donc
d’aprés le 2), g o f est bijective et (go f)™ = ftog™h

1

Exercice 6 Soit f : E — F une application. Supposons qu’il existe une application g : F — FE
telle que, pour tout x dans E et tout y dans F, y = f(z) & x = g(y). Alors f est bijective et
=g

Remarque 4.4.4 Si f nest pas bijective, son application réciproque n’existe pas. La nota-
tion f~Y(B) ne désigne alors pas l'image de B par Uapplication f=1 (puisque cette application
n’existe pas!), mais uniquement l'image réciproque de B par f. En particulier, ce n’est pas parce
que la notation f~(B) apparait dans un énoncé qu’on a supposé que f était bijective.
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4.5 Prolongements et restrictions

Proposition 4.5.1 Soit f : E — F une application. Soit A C E et B C F tel que f(A) C B.
On appelle restriction de f a A comme ensemble de départ et B comme ensemble d’arrivée, et
on note fla_p, Uapplication de A dans B qui a tout x dans A associe f(x). Cette application
a la méme régle de calcul que f, seuls changent les ensembles de départ et d’arrivée.

Notation : quand on restreint uniquement l’ensemble de départ (B = F' : cas courant), on utilise
aussi la notation fia pour fla_p.

Soient f et g des applications. On dit que f est un prolongement de g si g est une restriction
de f.

Exemple 4.5.2 Soit f : R — IR qui ¢ x associe x°. Soit g = JirR+ >R+, c’est a dire soit
g: IR, — IR, qui a x associe x°. L’application g est une restriction de f. Elle a I’avantage
d’étre croissante et bijective, alors que f ne l’est pas.

Exemple 4.5.3 Soit g : IR* — IR qui a x associe (sinz)/x. Soit f : IR — IR qui d x associe
(sinz)/x si x # 0, et qui a 0 associe 1. L’application [ est un prolongement de g (on a
9 = fir+)- De plus, on peut montrer que f est continue sur IR. On dit que f est le prolongement
par continuité de g. L’avantage de considérer f plutot que g est qu’on peut appliquer a f les
théorémes sur les fonctions continues sur IR tout entier (par exemple, avec f on peut utiliser le
théoréme des valeurs intermédiaires sur un intervalle contenant 0, alors qu’on ne pourrait pas
le faire avec g).

Proposition 4.5.4 Soit f : E — F une application.

a) La restriction de f a E comme ensemble de départ et f(E) comme ensemble d’arrivée est
surjective.

b) Si f est injective, toutes ses restrictions le sont.

¢) Si f estinjective, la restriction de f 4 E comme ensemble de départ et f(E) comme ensemble
d’arrivée est bijective (on dit que f induit une bijection de E sur f(E)).

Preuve

a) Notons g cette restriction (g = fig— f(m)). Soit y € f(F). Il existe x € E tel que y = f(x). Mais
g(z) = f(z). Donc g(z) = y et y a au moins un antécédent par g. Ceci est vrai pour tout y dans f(E),
donc pour tout y dans I’ensemble d’arrivée de g, donc g est surjective.

b) Supposons [ injective. Soient A C E et B C F tels que f(A) C B. Soit g la restriction de f a
A comme ensemble de départ et B comme ensemble d’arrivée. Soient = et =’ dans A. Si g(z) = g(z’)
alors f(z) = f(z') par définition de g, donc z = z’ par injectivité de f. Donc g est injective.

¢) Conséquence directe de a) et b).



Chapitre 5

Ensembles finis, ensembles
dénombrables

5.1 Ensembles finis

Pour tout entier n > 1, on note [1,n] l'intervalle des entiers compris entre 1 et n.

Définition 5.1.1 Un ensemble E est fini s’il est vide ou s’il existe un entier n € IN* et une
bijection de E dans [1,n].

Proposition 5.1.2 Soit E un ensemble fini non vide, et n et p des entiers naturels. S’il existe
une bijection de E dans [1,n] et une bijection de E dans [1,p] alors n = p. Le cardinal d’un
ensemble fini est donc cet unique entier n.

Par convention, Card ) = 0.

La démonstration de la proposition repose sur le lemme un peu technique suivant :

Lemme 5.1.3 Pour tout entier n > 1, s’il existe un entier p € IN* et une application injective
de [1,n] dans [1,p], alors n < p.

Preuve Elle se fait par récurrence sur n.

La propriété est évidente pour n = 1.

Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour n > 1 : s’il existe une injection de [1,n] dans
[1,p], alors n < p. Soit f une injection de [1,n 4 1] dans [1, p] ol p est un entier non nul . Puisque f est
injective, a = f(n + 1) n’appartient pas & f([1,n]) donc p > 2. On construit une nouvelle application
g de [1,n] dans [1,p — 1] par

g: [1L,n] — [1,p—1]
: N ) @) stf(i) <p-—1,
‘ = 90) = a si f(i) = p.

Il est clair que g est injective donc d’apres I’hypothése de récurrence n < p — 1 soit n+ 1 < p.

35
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Preuve de la proposition 5.1.2 Si f est une bijection de E dans [1,n] et g une bijection
de E dans [1,p], alors g o f~! est une bijection de [1,n] dans [1,p]. Donc n < p d’aprés le lemme
précédent. De plus, fo g~ ! est une bijection de [1,p] dans [1,n], donc p < n toujours grace au lemme.
En conclusion, p = n.

L]
La proposition suivante sera souvent utiliser pour déterminer le cardinal d’un ensemble fini

E : plutét que de construire une bijection de E sur un intervalle d’entier [1,n], on met en
évidence une bijection de E sur un ensemble F' dont le cardinal est connu.

Proposition 5.1.4 Si E et F' sont deur ensembles finis de méme cardinal, alors il existe une
bijection de E sur F. Réciproquement si E est un ensemble et si F' est un ensemble fini en
bijection avec E, alors E est un ensemble fini et Card E = Card F'.

Preuve On admet qu’il existe une bijection de ’ensemble vide sur lui-méme. D’autre part, 1’en-
semble vide ne peut étre en bijection avec un ensemble non vide donc on se limite au cas ou E et F' sont
non vides. Soit n le cardinal de E et de F, il existe une bijection f de [1,n] dans E et g une bijection
de [1,n] dans F, alors go f~! est une bijection de E dans F. Réciproquement, soit g une bijection de
[1,n] dans F et f une bijection de F dans E. Alors I’application f o g est une bijection de [1,n] dans
E, ce qui prouve que E est fini de cardinal n.

Proposition 5.1.5 Toute partie A d’un ensemble fini E est un ensemble fini et Card A <
Card E. De plus Card A = Card F si et seulement si A = E.

Preuve Si E est ’ensemble vide, le résultat est immédiat. On suppose E non vide, il existe un entier
n > 1 tel que Card E = n. On se place dans le cas ot F = [1,n] et A est une partie de E. On raisonne
par récurrence sur n :
— sin =1, A est soit vide soit {1} et la propriété est vraie.
— soit n > 1 tel que la propriété soit vraie. Si A est strictement incluse dans F, il existe a de E
qui n’appartient pas & A. On construit une application f telle que

f: [Ln+1] — [1,n+1]
i sii#aeti#n+1,
i — f(i)—{n—i—l sii=a,
a sit=mn-+1.

f est une bijection et f(A) C [1,n]. On applique I’hypotheése de récurrence donc Card A =
Card f(A) < n < n+ 1. L’égalité est impossible si A est strictement inclus dans E. Enfin si
A = E, le résultat est immédiat.
Pour conclure dans le cas général, soit f une bijection de E dans [1,n], f(A) est en bijection avec A
et c’est une partie de [1,n] d’ou la conclusion.

Remarque 5.1.6 Un ensemble E de cardinal n > 1 est un ensemble dont on peut numéroter
les éléments de 1 a n;en effet, si f est une bijection de [1,n] dans E, on pose

Vi e [1,n], z; = f(i).

On a donc

E={x1, -, z,}.

Pour n > 2, la numérotation n’est pas unique.
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Proposition 5.1.7 Soient A et B deux parties finies disjointes d’un ensemble E alors
Card AU B = Card A + Card B.

On en déduit que
— i (Ai)1<i<n est une famille de parties deuz a deux disjointes, alors

Card LnJ A, = i Card A;,
i=1 i=1

— st Card E = n, alors

Card A° =n — Card A,

— si B C A, alors
Card A\ B = Card A — Card B,

— s1 A et B sont deux parties d’un ensemble E alors

Card AU B = Card A + Card B — Card AN B.

Preuve On suppose que A et B sont deux parties disjointes. Si A ou B est vide, le résultat est évident.
On étudie le cas ot Card A = p > 1 et Card B = ¢ > 1, soit f une bijection de [1,p] dans A et g une
bijection de [1, ¢], on construit une application h par

h: [Lp+q — AUB

: N ) f) si 1 <<p,
! "~ h(l)_{g(i—p) sip+1<i<p+gq,

h est une bijection donc Card AU B =p+q.

On en déduit le premier résultat par récurrence sur n. Le deuxiéme est un cas particulier avec la
famille (A, A°). enfin le troisieme vient de 1'égalité (A \ B) U B = A. Enfin le dernier point vient de
AUB=(A\ANB)U(B\ANB)U (AN B).

5.2 Ensembles dénombrables

Les ensembles dénombrables forment une classe particuliere d’ensembles infinis :

Définition 5.2.1 Un ensemble E est infini s’il n’est pas fini.
Un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection de IN dans E.
Un ensemble est au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Remarque 5.2.2 Dans quelques ouvrages, le mot dénombrable désigne un ensemble fini ou
dénombrable et un ensemble dénombrable infini est appelé strictement dénombrable.

Remarque 5.2.3 Un ensemble dénombrable est un ensemble dont on peut numéroter les éléments
de 0 a Uinfini. Soit f une bijection de IN dans E, on définit une suite (x;);>0 dont tous les
éléments sont distincts. On dira que les éléments d’un ensemble dénombrable peuvent étre rangés
dans une suite.
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Exemple 5.2.4 Les ensembles IN, IN* sont dénombrables ainsi que [’ensemble des entiers
pairs (f(n) = 2n) et Uensemble des carrés parfaits (f(n) = n?). Ces exemples prouvent que
contrairement o ce qui se passe pour les ensembles finis, il existe des parties strictes de IN en
bijection avec IN .

Proposition 5.2.5 Toute partie A de IN est au plus dénombrable. Plus précisément, si A #
— soit A est majorée, et alors A est finie,
— soit A n’est pas majorée, et alors A est dénombrable.

Preuve Si A est vide, A est finie par définition. On suppose A non vide.

— si A est majorée par n, alors A C [1,n] donc A est finie,

— si A n’est pas majorée, on construit une bijection f de IN dans A : comme A est une partie
non vide de IN, A admet un plus petit élément ag. On pose f(0) = ao. Soit A1 = A\ {ao}, A1
est non vide sinon A = {ag} serait majorée. On note a1 le plus petit élément de A; et on pose
f(1) = a1 > f(0) = ao. Par récurrence, suivant le méme procédé, on va construire une suite
strictement croissante (a,) d’éléments de A. Si l'on a déja déterminé

a < ay <---<ap-1,

on pose
n—1
An = AN H{aih,
1=0

cet ensemble A,, est non vide sinon A serait majoré. On note a,, le plus petit élément de A,, et
on pose f(n) = an. On définit ainsi une application de IN dans A strictement croissante donc
injective. On montre que f est surjective : soit a € A, on pose

K,={n€ N, a, > a},

comme pour tout entier n, a, > n ( par récurrence), on en déduit que K, est non vide donc
admet un plus petit élément p. On a

ap > a > ap_1.

Comme a > ap—1, a € A\ Uf;ll{ai}, par définition de ap, a > ap d’olt @ = a, = f(p). Par
conséquent f est bijective donc A dénombrable.

Remarque 5.2.6 On peut résumer ce théoréeme en disant que les ensembles dénombrables sont
les plus petits ensembles infinis.

Corollaire 5.2.7 Un ensemble E est au plus dénombrable si et seulement si il existe une
injection de E dans IN.

Preuve On se limite au cas ol E est non vide. Si E est au plus dénombrable, alors

— soit E est fini, on pose g = in 0 f~' ot f est une bijection de [1,n] dans E et i, l'injection

canonique de [1,n] dans IN. L’application g est une injection de FE dans IN.

— soit E est dénombrable, alors il existe une bijection de E dans IN qui est aussi une injection.
Réciproquement si il existe une injection notée f de E dans IN. Alors E est en bijection avec f(F) qui
est une partie de IN. D’apres la proposition précédente, f(E) est soit finie soit dénombrable donc E
est au plus dénombrable.
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Proposition 5.2.8 IN x IN est dénombrable.

Preuve Le démonstration la plus rapide de ce résultat repose sur ’arithmétique : on considére ’ap-
plication f définie de IV x IN dans IV par
Y(n,p) € IN x IN, f(n,p)=2"3".

Comme f est injective, IN X IN est au plus dénombrable et comme IN x IN est infini, IN X IN est
dénombrable.

Proposition 5.2.9 Pour tout entier k non nul, le produit cartésien de k ensembles
dénombrables est dénombrable.

Preuve 11 suffit de faire la démonstration pour k = 2, puis on conclut par récurrence sur k. Soit E et
F deux ensembles dénombrables, on note f une bijection de IV dans F et g une bijection de IN dans
F', alors on définit 'application h de IN x IN dans F x F' par

V(n,p) € N x IN, h(n,p) = (f(n), g(p))-

Comme h est une bijection et comme IN X IN est dénombrable, ¥ X F' est dénombrable

Proposition 5.2.10 Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable
c’est-a-dire si I est un ensemble d’indices dénombrable, et si pour tout i dans I, E; est un
ensemble dénombrable, alors E = U FE; est dénombrable.

iel

Preuve Nous ne donnons la démonstration que dans le cas oll I est un ensemble fini. Pour cela, on
raisonne par récurrence sur le cardinal de I. Donc on montre que 'union de deux ensemble dénombrables
FE et F' est dénombrable, puis on conclut par récurrence. Pour commencer on se rameéne a une union
disjointe c’est-a-dire

EUF=FEUF ouF =F\E.

On définit une application h par

] 4, f(x)) sizeE,
Ve EUF, h(;c)—{ (2,9(x)) sizeF.
ou f et g sont des bijections respectivement de E et F' sur IN. L’application h est a valeurs dans
{1,2} x IN et est injective. Comme {1,2} x IN est dénombrable, E' U F est au plus dénombrable. De
plus E U F' contient F un ensemble infini donc E U F' est dénombrable.
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Proposition 5.2.11 L’ensemble @) des rationnels est dénombrable.

Par contre l'ensemble E des suites de {0,1} est non dénombrable.

De méme l'ensemble des réels IR et P(IN) , l'ensemble des parties de IN, ne sont pas
dénombrables.

Preuve Tout rationnel strictement positif s’écrit de fagon unique sous la forme 2 ot p et g qont
des entiers non nuls, ce qui revient a dire que 'application f définie de Q** dans IN x IN est injective.
On en déduit que Q* est dénombrable d’ot1 Q = {0} U Q1* U Q™ est dénombrable.

Pour le deuxiéme point, on raisonne par 1’absurde donc on suppose E dénombrable : soit f une
bijection de IN ans F, alors pour tout entier i, f(¢) est une suite de 0 ou de 1. On construit une suite
de E notée u = (un)nemw définie par

|1 sif(n), =0,
Un = { 0 sif(n)n=1,

Comme f est bijective, il existe un entier k tel que u = f(k) ce qui impossible car ces deux suites
different & l'indice k. Donc ’ensemble E des suite de {0,1} est non dénombrable.

On admet les résultats suivants : 'ensemble des réels IR et P(IN) , 'ensemble des parties de IV, ne
sont pas dénombrables.



Chapitre 6

Les nombres complexes

6.1 Définitions élémentaires

Définition 6.1.1 On appelle nombre complexe toute expression de la forme z = x + iy, ot
x ety sont des réels et ou i est un nombre tel que i> = —1. L’écriture z = x + iy s appelle
Décriture algébrique de z. La partie réelle de z, noté Re(z), est le nombre réel x et la partie

imaginaire de z, noté Im(z), le nombre réel y :

siz=ax+1dy alors TRe(z)=z etZIm(z)=y.

Un nombre compleze est imaginaire pur si sa partie réelle est nulle. Un nombre compleze est
dit réel si sa partie imaginaire est nulle. L’ensemble des nombres complexes est noté .

Nous donnons une interprétation géométrique des nombres complexes. On considere le plan
muni d’une base orthonormée (O, 7, ).

Définition 6.1.2 Soit z = x + iy un nombre complexe.
— Le point d’affize z est le point M du plan de coordonnées (x,y).
— Le vecteur d’affize z est le vecteur U de coordonnées (x,vy).
Réciproquement,
— A tout point M du plan, de coordonnées (x,y), on peul associer le nombre complexe
z=x+1y. Le point M a alors pour affize z.

— De méme, a tout vecteur U de coordonnées (x,y), on peut associer le nombre complexe
z = x +ty. Le vecteur U a alors pour affixe z.

41
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Yr---- Myz=x+1y

Proposition 6.1.3 On dit que deux nombres complezes z = x + iy et 2’ =z’ + iy’ sont égauz
si leurs parties réelles et leurs parties imaginaires sont égales :

z=2 or=1ety=1vy

Définition 6.1.4 Somme et Produit de deux complexes.
Dans @ on définit les opérations suivantes :

1. Addition : Siz =z +1y et 2’ = 2’ +1iy’ sont deux nombres complexes, la somme z + 2’
est le nombre complexe défini par

2+ =(@+2)+ily+y)

2. Produit : Siz =z +1iy et 2/ = 2’ + 1y’ sont deux nombres complexes, le produit z.2'
est le nombre complexe défini par

2.2 = (xx' —yy') +i(xy’ + 2'y)

Voici quelques propriétés élémentaires de ’addition :

Proposition 6.1.5 Supposons que z, 2’ et 2" sont des nombres complexes. Alors
1. Associativité : z+ (2 +2")=(2+2)+ 2"
2. Commutativité : z+2' =2+ 2
3. Existence d’un élément neutre : 0 est [’élément neutre pour l'addition : 0 + z =
z+0==z.
4. Existence d’un opposé : si z = x+iy, alors le nombre complexze (—z) = (—z)+i(—y)
vérifie : z+ (—z) = (—z) + 2= 0.

Ces résultats sont de simples applications de résultats symétriques dans IR. Nous ne les
démontrerons donc pas.

Interprétation de la somme de nombres complexes :

— Si le vecteur v; a pour affixe z1 et le vecteur v a pour affixe zo, alors le vecteur v + v

a pour affixe z1 + z5.
—

— Si le point M7 a pour affixe z; et le point My a pour affixe zo, alors le vecteur M7 Ms a
pour affixe z9 — 21.
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Nous énongons maintenant les propriétés élémentaires du produit :

Proposition 6.1.6 Supposons que z, z' et 2" sont des nombres complexes.

1. Associativité : z.(z/.2") = (2.2).2"

2. Commutativité : z.2/ = 2'.z

3. Distributivité : (24 2').2" =z.2" + 22"

4. Existence d’un élément neutre : e nombre complexe 1 est l’élément neutre pour le
produit : 1.z = z.1 = z.

5. Existence d’un inverse : tout nombre complere non nul z admet un inverse pour le
produit, noté% .

6. 0 est un élément absorbant : 0.z =2.0=0 .

Preuve : Nous nous contentons de démontrer 'existence d’un inverse, le reste étant immédiat.
Soit z = x + iy un complexe non nul. On prétend que le complexe 2z’ = 2’ + iy’ avec

v =/ +y?) ety = —y/(a® +4°)
est un inverse de z. En effet,

/

2.2 = (22! — yyf) + i(zy’ +y2')
=@/ + )+ v/ (@ +9?) +i(zy/ (2 + v*) —zy/(2® + 7)) = 1.

Montrons maintenant qu’un tel inverse est unique. Si z; et z2 sont deux inverses de z, alors on a
z.z1 = 1, ce qui entraine, en multipliant par z2 a gauche, que

zZ2 = 212.1 = 22.(2.251) = (ZQ.Z).Zl = 1.Z1 =21 .

Donc 'inverse est unique.

Une conséquence tres importante de I'existence d’un inverse est la suivante :

Corollaire 6.1.7 Si z et 2’ sont deux nombres complezes, et si 2.2 = 0 alors soit z = 0 soit
2 =0.

On dit que T est intégre.

Preuve : Il suffit de supposer par exemple que z est non nul, et de multiplier 'égalité 2.2/ = 0
par 1/z, ce qui donne 2z’ = 0. Donc soit z = 0, soit 2’ = 0.

Proposition 6.1.8 Formule du binéme de Newton. Supposons que z, z' sont des nombres
complezes et n un entier naturel, on a

(z42)"=>" (Z) 2Rk,

k=0
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6.2 Conjugué d’un nombre complexe

Définition 6.2.1 Soit z = x + iy un nombre complexe. On appelle conjugué de z le nombre
complexe noté zZ de méme partie réelle que z et de partie imaginaire opposée :

siz=xz+41iy, alors Z=ux—1y

Géométriquement, soit M le point d’affize z, le point associé au conjugué de z est le symétrique
de M par rapport a l'axe des abscisses.

[RE-———————==2>

Proposition 6.2.2 Soient z et 2’ deux nombres complezes. Alors
1. Z==z
2. z+2 =z+2
3. 2.2 =22
4. z est réel si et seulement si z =2
5. z est imaginaire pur si et seulement st z = —z.
6. Re(z) = 252 et Im(z) = 52,

Preuve : La premiére assertion est évidente.
Montrons la troisieme. Si 2z = z + iy et 2’ = 2’ + iy’, alors

2.2 =z’ —yy +i(ey +yx') =z’ —yy' —iley’ +ya’),
tandis que
z2 = (z —iy) (2’ —iy') = xa’ —yy' —i(zy' +ya'),
d’ou I’égalité annoncée.
Nous laissons les assertions suivantes en exercice.
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6.3 Module d’'un nombre complexe

Définition 6.3.1 Soit z = x + iy un nombre complexe. Le module de z est le réel, noté |z|,

défini par
lz| = V2% + 42 .
On note U l’ensemble des complexes z de module 1.

Géométriquement, le module de z est la longueur du segment joignant l’origine au point f’affize
z et U est représenté par le cercle de centre l’origine et de rayon 1.

Proposition 6.3.2 Soient z et 2’ deux nombres complezes. Alors

1. |z| > 0 et on a ’équivalence : |z| = 0 si et seulement si z = 0.

2. |z|2 =22 et, si 2 #0, %:ﬁ

3. |z.2'| = || |#]

4. | —z|=|z|, |2| = || et, si z #0, i’ :ﬁ.
5. [Re(2)| < |z| et |Zm(z)| < |z|

6. (Inégalité triangulaire) |z + 2'| < |z| + |7/|
7 Alzl = ]| < |z = 2]

Preuve : Dans toute la preuve on note z = x + iy et 2’ = 2’ +iy/'.

1. Comme |z| = y/x? + y? et que, par définition, une racine est positive, |z| > 0.
Si z = 0 alors il est clair que |2| = v/02 +02 = 0. Réciproquement, si |z| = 0, alors on a
22 + y* = 0. La somme du réel positif 2> et du réel positif > étant égale & zéro, on en déduit
que z =y = 0. Donc z = 0.

2. 2.2=(z+iy).(x —dy) = 2% —i®y® =22 +y* = |2|°.

3. On a, d’une part,

/‘2 _ 2

|22 = (z2’ — yy')* + (2y' +y2')* = 2°(2")* + v*(¥)* + 2*(¥)* + ¥*(2")

car les termes croisés se simplifient. D’autre part, on a
(I2112'D)?* = (@ + y™) (@) + (1)) = 2 (@)’ + v* ()" + 2°(v)* + y* (@)* .
D’ou I’égalité désirée.

4. Laissé au lecteur en exercice

5. idem
6. On a
z4+ 2 = (z4+2).z+2)
= (z+2).(z+7)
= zzZ+z22 422+
= |z]? +2Re(22) + |2/
< e+ 2[Re(z2)] + |22

car 2.2/ + 2.2 = 2.2 + 2.2. Or
|Re(zz")| < |22] = |2]|2'| = |2||2'] .

Donc
|24 212 < |2” + 22112 | + |2]° = (2] + |2'])?

ce qui donne l'inégalité demandée.
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7. Ona |z| =|(z—2")+2'| < |z — 2| +]|2'| d’apres I'inégalité triangulaire. Donc |z| — |2'| < |z —2|.
En inversant les roles de z et 2’, on obtient de méme que |2'| — |z| < |z — 2’|. Ces deux inégalités
impliquent le résultat désiré : | |z| — |2']| < |z — 2]

Exercice 7 Montrer que U vérifie :
i) si z et 2’ appartiennent & U, alors z.z’" aussi,
ii) si z appartient a U, alors z # 0 et 1/z appartient aussi a U.

Exercice 8 Montrer que, si z € € avec z # 0, alors z/|z| appartient & U.

6.4 Argument d’un nombre complexe

Définition 6.4.1 (Exponentielle complexe) Pour tout nombre réel t, on note

et = cos(t) + isin(t) .

Proposition 6.4.2 Soient z et 2/ deux nombres complezes. Alors, pour tout t € IR, on a :

1. €' appartient o U.
1 —
— pit — o~
eit et =e

it

et =1 si et seulement si il existe un entier relatif k tel que t = 2kmn.
pour tout réel t/, e!(tHt) = ¢it cit’

Formule de Moivre : pour tout entier relatif n, on a (e)" = ™t

S S o

formules d’Euler :

Vi € IR, cos(t) = % ot sin(t) =

Remarque 6.4.3 Les propriétés précédentes expliquent, par analogie avec les propriétés de
Pezponentielle dans IR, la notation e'.

Preuve de la proposition 6.4.2 : C’est une application directe des formules de trigonométrie.

1. |e"] = y/cos2(t) +sin?(t) = V1 = 1.

2. Notons d’abord que e~ = cos(—t) + isin(—t) = cos(t) — isin(t) = eit car cos(—t) = cos(t) et
sin(—t) = —sin(t). Montrons maintenant que e'f.e” =1, ce qui prouvera que e~ = 1/e*. En
effet, ef.e™ = efeit = |e)? =12 = 1.

3. e =1 équivaut & cos(t) = 1 et sin(t) = 0. Or il est bien connu que, si cos(t) = 1 et sin(t) = 0,
alors t = 0 modulo 27, c’est-a-dire qu’il existe un entier relatif k& tel que t = 2km.

4. Calculons e®.e™ :

et et (cos(t) cos(t') — sin(t) sin(t')) + i(cos(t) sin(t’) + sin(t) cos(t'))

= cos(t+t) +isin(t +¢) = e+

5. Cela se démontre par récurrence, en utilisant le résultat précédent.

6. immédiat.
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Théoréme 6.4.4 Pour tout nombre complexe z appartenant a U, il existe un réel t tel que

z=¢e'

Ce théoréme est admis. Autrement dit, Papplication exponentielle, définie de IR dans U est
surjective.

Définition 6.4.5 Soit z un nombre complexe non nul. On appelle argument de z tout réel t tel
que

Tout argument de z est noté arg(z).
Dans le plan complexe, 'argument de z est l’angle entre ’aze des réels et le segment joignant
lorigine au point d’affixe z orienté dans le sens inverse des aiguilles d’une montre.

Remarque 6.4.6 Cette définition a bien un sens car nous avons vu dans un exercice ci-dessus
que z/|z| appartient o U. Bien noter qu’il n’y a pas unicité de l'argument, puisque si t est un
argument de z, alors t + 2km est également un argument de z pour tout k € Z .

Définition 6.4.7 Forme trigonométrique : On dit qu’un nombre complexe non nul z est
mis sous forme trigonométrique si on écrit z sous la forme : z = |z|e®, avec t un argument de
z.

Proposition 6.4.8 Soient z un complexe non nul et t un argument de z. Alors un réel t' est
un arqument de z si et seulement s’il existe un entier relatif k tel que

t =t + 2km.

Preuve : Supposons d’abord que t’ soit un argument de z. Alors, par définition de I’argument,

on a
z it it’

x
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En divisant cette égalité par e, on obtient 1 = e Cette égalité implique l’existence d’un entier
relatif k tel que ¢’ =t + 2km (cf. la proposition 6.4.2).

Réciproquement, s’il existe un entier relatif k tel que ' = t + 2k, alors

et t' est un argument de z.

Proposition 6.4.9 Soient z et 2z’ deuz nombres complexes non nuls. Alors
1. arg(—z) =7+ arg(z) (mod 27) et arg(z) = —arg(z) (mod 27),
2. arg(1/z) = —arg(z) (mod 27),
3. arg(z.2') = arg(z) + arg(z’) (mod 2m)

Preuve :

1. Soit ¢ un argument de —z et ¢ un argument de z. Montrons que t = 7 + ¢’ (mod 27). En effet,
par définition de I’argument, on a :

it —Z z it ei(t'+7‘r)

e = = —— = —€
==z

Donc t' =t + m (mod 2) (cf. Proposition 6.4.2, 3).
Montrons que arg(z) = —arg(z) (mod 27). Soit ¢t un argument de Z et ¥ un argument de z.

Alors
ot — é _ ( z ) — it — it
H |2

(on a utilisé le fait que |z| = |z]). Donc t = —t' (mod 2).

2. Soit t un argument de 1/z et ¢ un argument de z. Alors

i 1/z  1/z 1 1 it

IRV R VIE i

(on a utilisé le fait que |1/z| = 1/|z|). Donc t = —t' (mod 27).
3. Soient t un argument de z, ¢ un argument de 2’ et t” un argument de z.z’. On a alors

/ !

it? _ R2 22t gt i(t+t!)
"= PeIiEREd =e"e" =e¢
(on a utilisé le fait que |2.2'| = |z||2’]). Donc t” =t + ¢ (mod 27).

6.5 Racines niemes d’'un nombre complexe

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

Définition 6.5.1 On dit qu’un nombre complexe z est une racine niéme de l'unité (ou de 1)
512" =1.
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Exemple 6.5.2 Le nombre compleze i est racine quatrieme de l'unité car i* = (—1)? = 1.

Théoréme 6.5.3 Il y a exactement n racines niémes de l'unité. Ce sont les nombres complezes

de la forme _
wp = et =Wk ouke{0,...,n—1}.

Preuve : D’abord il est clair que les wy définis ci-dessus sont des racines niémes de 1'unité. En

effet,
n 2ikm \ " 2ikn
w =le =e =1.

Notons de plus que, si 0 < k, k' <n —1, avec k # k', alors wy # wys. Il y a donc au moins n racines
distinctes de 'unité.

Réciproquement, supposons qu’un nombre complexe z soit racine nieme de l'unité. Montrons
d’abord que z appartient & U. En effet, on a

1=]2" = |2|" .

Or le module est un nombre réel positif. Donc |z| =1, i.e., z € U.

Comme z € U, il existe un nombre réel ¢ tel que z = e**. Choisissons un entier k' tel que t + 2k’m
soit positif. Notons que t' = t + 2k’m est un argument de 2. Comme z est racine niéme de I'unité, on
a:z"=1=¢"". On déduit de la proposition 6.4.2 qu’il existe un entier relatif k tel que

nt' = 2kn .

Par conséquent, comme n # 0, cela donne t' = %T’T Comme t’ est positif, k 1’est aussi. Effectuons la
division euclidienne de k par n : il existe deux entiers naturels p et r, tels que r € {0,...,n — 1} et
k = pn +r. Alors, comme t' = 2pm + Z™ est un argument de z, on déduit de la proposition 6.4.8 que

n
2rm
n

N 2irmT . . 3 R
est un argument de z. D'ot z =e™n avecr € {0,...,n — 1}, ce qui est bien le résultat désiré.

Exemple 6.5.4 Les racines cubiques de 'unité sont notées 1, j et j2 =7 ou
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Proposition 6.5.5 Somme des racines niémes de ’unité. On a pour n > 2
n—1
Z W = 0.
k=0

Pourn=3,onal+j+j2=0.

Preuve : 1l suffit d’appliquer le résultat sur la somme des termes d’une suite géométrique puisque

w1 7& 1
n—1 n—1
1—wl
k 1
D en=D ol ==
k=0 k=0

Définition 6.5.6 Soit a un nombre complexe non nul. On dit qu’un nombre complexe z est
une racine nieme de a si 2" = a.

Remarque 6.5.7 Dans le cas n = 2 on parle de “racine carrée” ou méme simplement de
. P . . . . 1
“racine” de a. Par contre, on n’écrit jamais cette racine sous la forme \/a ni a=.

Corollaire 6.5.8 Pour tout nombre complexe non nul a, il existe exactement n racines niémes
de a. Ce sont les nombres complezes de la forme

2 = |a‘1/”671”32;%7r = |a|1/"e% X W ounke{0,...,n—1},

et ou t désigne un argument de a.

L . . 1/n  itt2ikm
Preuve : 1l est aisé de voir que, si z = |a| /"e™ »  avec k € {0,...,n — 1}, alors z; est une

racine nieme de a.

- . . N i 1
Réciproquement, supposons que z soit une racine niéme de a. Alors le nombre complexe ze it/n /la|®
est une racine nieme de 'unité, car

(Zeit/n>n 7 Znefit 7 ae*it 7 |a|€it6—it .
alt o~ Tl ] 7
car a = |ale’ (forme trigonométrique). Donc, d’apres le théoreme 6.5.3, il existe un entier k € {0,...,n—
1} tel que
ze~it/n 2ikm
L —e
jal*

En multipliant 1’égalité par eit/"|a|%7 on obtient que z se met sous la forme désirée :

it42ikm
z=lal""e 7w ouke{0,...,n—1}.
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6.6 Equation du second degré dans ('
On considere une équation du second degré dans €':
(%) az? +bz4+c=0

ou a, b et ¢ sont des nombres complexes donnés avec a # 0, et z est I'inconnue.

Théoréme 6.6.1 Soit A = b% — 4ac. Alors

— si A # 0, alors léquation (*) admet exactement deux solutions distinctes z1 et zo avec
—b+ 41

1= et zZ92

2a

 —b+6
S 2

ou 01 et do sont les deux racines carrées du nombre complexe A.

— 51 A =0, alors l’équation admet une solution unique z = g—f.

Preuve : Montrons d’abord qu’un nombre complexe z est solution de (*) si et seulement si 2az+b
est une racine carrée de A.

En effet, si z est solution de (*), alors
(2az + b)2 = 4a°2% + dabz + 1% = 4a(az2 +bz) + b2 = 4a(—c) + 2 =A.
Réciproquement, si 2az + b est une racine carrée de A, alors
(2az 4 b)* = 4a°2* + 4abz + b> = b° — 4ac,
ce qui implique, en simplifiant d’abord par b* puis en divisant par 4a, que
az’ +bz+c=0.

Donc z est bien solution de (*).

Supposons maintenant que A # 0. Alors il existe deux racinces distinctes de A, notées respective-
ment d; et d2. Un nombre complexe z est alors solution de (*) si et seulement si 2az + b est une racine
carrée de A, i.e., si et seulement si 2az +b = §; (avec j = 1 ou j = 2). En soustrayant b & cette égalité,
puis en divisant par 2a on obtient le résultat annoncé.

Si au contraire A = 0, alors la seule racine carrée de A est 0. Donc un nombre complexe z est
solution de (*) si et seulement si 2az + b est nul. Ce qui donne bien une seule solution z = —b/2a.

Exercice 9 Si a, b et ¢ sont des réels, alors si z est une solution, Z est aussi une solution.
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6.7 Géométrie dans le plan complexe

Théoréme 6.7.1 Soit f une application de @ dans €. On note F' ’application du plan complexe
dans lui-méme qui au point d’affize z associe le point d’affize f(z). Soit A un point du plan
d’affize z4.

— Translation : L’application F' est la translation du vecteur OA si et seulement si

Vze, f(z)=z+za.

— Homothétie : Soit \ un réel, Uapplication F est I’homothétie de centre A et de rapport
A si et seulement si

Vze @, f(z)=MNz—2z24)+ 2a.

— Rotation : Soit 6 un réel, lapplication F est la rotation de centre A et d’angle 0 si et
seulement si _
Vze @ f(z)=e"%(z—24)+ za.




Chapitre 7

Les nombres entiers et les
nombres rationnels

Nous supposons ici connues les regles de calcul sur IN, Z et @), ainsi que les propriétés de
Pordre sur ces ensembles.

Rappelons la propriété trés importante suivante : IN (respectivement Z ou Q) est intégre :
si p1 et py appartiennent & IN (resp. & Z ou & @), et si p1p2 = 0, alors p; = 0 ou ps = 0.

7.1 Le principe de récurrence

Définition 7.1.1 On dit qu’une partie non vide A de IN est minorée s’il existe un entier m

tel que
Vae A, m<a.

On dit que m est un minorant de A.

On dit qu’une partie non vide A de IN posséde un plus petit élément a si :
i) a appartient a A,

i)Va€e A, ona:a<a.

Remarque 7.1.2 1. Un tel élément, s’il existe, est nécessairement unique.

2. Sia est le plus petit élément de A, alors
Va € IN, aveca < a, onaa ¢ A.

Une propriété tres importante de ’ensemble des entiers est la suivante :

Théoréme 7.1.3 Soit A une partie non vide de IN. Alors A posséde un plus petit élément.

Ce théoréme est admis.

53
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Définition 7.1.4 On dit qu’une partie non vide A de IN est majorée s’il existe un entier M
tel que
Vae A, a< M.

On dit que M est un majorant de A.

On dit qu’une partie non vide A de IN posséde un plus grand élément a si
i) a appartient a A,

it)Va € A, on a :a > a.

Corollaire 7.1.5 Toute partie non vide et majorée de IN posséde un plus grand élément.

Preuve : Soit B le sous-ensemble de IN composé des majorants de A :
B={beIN|Vac A b>a}.

Comme A est majoré, B est une partie non vide de IN. Donc, d’apres le théoreme 7.1.3, B posséde un
plus petit élément noté a.

Montrons que @ est bien le plus grand élément de A. Pour cela, montrons d’abord que a appartient a
A. Raisonnons par ’absurde en supposant au contraire que a n’appartient pas a A. Nous allons montrer
qu’alors b = a — 1 appartient & B, ce qui contredit le fait que a est le plus petit élément de B. En effet,
comme @ appartient a B, on a : pour tout a € A, a < a. Or a n’appartient pas & A, donc en fait a < a,
ce qui montre que a < a — 1 = b. On a donc prouvé que, pour tout a € A, a < b. Ceci montre que b
appartient a B, et contredit le fait que a est le plus petit élément de B.

Par conséquent, on a démontré que a appartient & A. Comme @ appartient a B, il est clair que a
est un majorant de A. En conclusion, a est bien le plus grand élément de A.

Voici le résultat le plus important de cette partie :

Théoréme 7.1.6 (Principe de récurrence) Soit P : IN — {0, 1} une application possédant
les propriétés suivantes :

a) P(0)=1

b) pour tout n € IN, si P(n) =1, alors P(n+1) = 1.

Alors P(n) = 1 pour tout n € IN.

Remarque 7.1.7 En pratique, P(n) désigne une propriété, dépendant de entier n, dont on
veut montrer qu’elle est vraie pour tout entier n. L’expression P(n) = 1 signifie que la propriété
est vraie, tandis que P(n) =0 qu’elle est fausse.

Preuve du théoréeme 7.1.6 : On raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe ng € IV tel
que P(no) = 0. Soit
A={neIN|P(n)=0}.

Par hypothese, A est une partie non vide de IN car no appartient a A.

Donc A possede un plus petit élément a. Notons que @ appartient & A, donc P(a) =0, et que a > 1
car P(0) = 1 par hypothese (a).

De plus, comme @ est le plus petit élément de A, n = a— 1 (qui appartient & IN) n’appartient pas a
A. D’ott P(n) = 1. Mais I’hypotheése (b) implique alors que P(n+1) = 1. On a trouvé une contradiction
puisque n + 1 = a.

Ceci prouve que, pour tout n € IN, P(n) = 1.
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On montre exactement de la méme facon le principe de récurrence généralisé, qui est souvent
utile :

Théoréme 7.1.8 (Principe de récurrence généralisé) Soit P : IN — {0,1} une applica-
tion possédant les propriétés suivantes :

a) P(0)=1

b) pour tout n € IN, si {Vk <n, P(k) =1}, alors P(n+1) = 1.

Alors P(n) =1 pour tout n € IN.

Preuve : Exercice.

7.2 La division euclidienne

Définition 7.2.1 Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b et on note alb si
a) a n'est pas nul,
b) il existe un entier relatif k € Z tel que b = ka.

Proposition 7.2.2 Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs.
1. sic#0, alors alb si et seulement si aclbe,

st alb, alors (—a)|b et a|(—=D),

st alb et ale, alors al(b+ c).

st alb et bla, alors a =b ou a = —b.

si ablc alors alc et blc.

S S o

sia € IN* et b e IN, avec alb, alors soit b= 0 soit a < b.

Preuve : Cette proposition est une conséquence immédiate de la définition de la division. Nous
la laissons en exercice.

Théoreme 7.2.3 (Division euclidienne) Soient a et b deuz entiers naturels, avec a non
nul. 1] existe alors un unique couple (q,v) € IN? tel que

b=qga+r e 0<r<a.

q est appelé quotient de la division euclidienne tandis que r s’appelle le reste.

Preuve
— Preuve de ’unicité : Montrons d’abord que le couple (g, ), s’il existe, est unique. Pour cela,

on suppose qu’il existe deux couples (g1,71) € IN? et (q2,72) € IN? tels que 1’égalité suivante
soit satisfaite : pour j =1et j = 2,

b=qga+r; et 0<r;<a.
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Sans perte de généralité, on peut supposer que 71 < r2 (dans le cas contraire, on échange le role
de (q1,71) et (g2,72)). Comme

b:q1a+r1:q2a+7“2, onazrz—ﬁ:a(th—(h)-

Donc rz — r1 est un entier naturel divisible par a. Mais, d’autre part, ro —r1 < r2 (car 1 > 0)
et 72 < a. Comme a > 0, a|(r1 —r2) et a > (r1 — r2), on a r2 = r1. Cette égalité, conjuguée
avec I’égalité ro — 11 = a(q1 — ¢2) et le fait que a # 0 implique que g1 = ¢g2. En conclusion, nous
avons prouvé que, si le couple (g, r) existe, il est unique.

— Preuve de I’existence : Nous montrons maintenant son existence. Pour cela, on considere le
sous-ensemble A de IN défini par

A={peIN|ap>b}.

Notons d’abord que ’ensemble A n’est pas vide. En effet, le nombre entier b+ 1 appartient a A
cara > 1, et donc a(b+1) >b+1>b.

Par conséquent, I’ensemble A posséde un plus petit élément p. Posons ¢ =p— 1 et r = b — aq.
Comme 0 n’appartient pas a A, on a ¢ > 0. Comme 1’égalité b = aq + r est évidente d’apres la
définition de g et r, il reste & montrer que 0 < r < a.

Notons d’abord que » > 0. En effet, comme p est le plus petit élément de A, ¢ = p—1 n’appartient
pasa A, ie.,aqg <b. Dour >0.

Montrons enfin que r < a. En effet, comme p appartient & A, on a ap > b. Do a(q+ 1) > b,
ce qui implique que r =b —aq < a.

7.3 Le ppcm d’une famille d’entiers

Définition 7.3.1 (PPCM) Soit {a1,...,a,} un sous-ensemble de Z*. On appelle plus petit
commun multiplicateur (ppem) de {aq,...,an} Uunique entier p € IN* tel que
a)Vi=1,...,n, a;|u,

b)Vk € IN*, si {Vi=1,...,n, a;lk}, alors p|k.

Le ppem de {ay,...,a,} est noté ppem{ay,...,an}.

Montrons l'existence du ppcm{ay, ..., a,}.
Théoréme 7.3.2 Soit {ai,...,a,} un sous-ensemble de Z*. Le ppcm de {a,...,a,} existe
et est unique. C’est le plus petit multiple commun a aq,. .., ay,.

Preuve : Soit A I'’ensemble des entiers naturels non nuls multiples communs 3 tous les a; :
A={keN"|Vi=1,...,n, a;|k} .

L’ensemble A est non vide car il contient lentier |a;..... an|. Donc A posséde un plus petit élément
noté p. Montrons que p est bien le ppem de {aa,...,an}.

Comme p appartient & A, p est non nul et vérifie la condition (a) de la définition. Pour montrer
que p vérifie aussi (b), il suffit de montrer que p divise k pour tout k appartenant a A.

On raisonne par I’absurde en supposant qu'il existe k dans A qui n’est pas divisible par p. Soient
q et r respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de k par p. On a k = qu + r et
0 < r < u. Comme, pour tout ¢ = 1,...,n, a; divise k et p, a; divise r. Donc r appartient & A, ce qui
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contredit le fait que p est le plus petit élément de A. Donc p divise k pour tout k dans A. On a montré
Pexistence du ppem de {a1,...,an}.

Montrons l'unicité du ppcem. Si 1 et p2 sont deux ppem de {ai,...,an}, alors pi divise u2 et po
divise p1 (c’est la propriété (b) de la définition). Donc, d’apres la proposition 7.2.2, on a pu1 = p2 ou
p1 = —p2. Comme 1 et pa sont strictement positifs, la seule égalité possible est 11 = p2. Le ppcm est

donc unique.

(]

Voici quelques propriétés du ppcm :
Proposition 7.3.3
i) Soit {a1,...,a,} un sous-ensemble de ZL* et o« € ZZ*. Alors

ppem{aay, ..., aa,} = ol ppem{ay, ..., an} .
ii) Si a et b sont deuz entiers relatifs non nuls, avec alb, alors
ppem{a, b} = [b] .

Preuve : i) Appelons p le ppcm de {ai,...,a,}. Il faut montrer que ||y est le ppecm de
{aai,...,aan}.

Comme, pour tout i = 1,...,n, a; divise p, on a que aa; divise |a|u. Donc |a|u vérifie le (a) de la

définition du ppcm.

Soit k € IN* tel que, pour tout @ = 1,...,n, aa; divise k. Alors « divise k (cf proposition 7.2.2), et
donc |a| divise aussi k. Posons k' = ﬁ Notons que k' appartient & IN* car k € IN*.

Comme, pour tout i = 1,...,n, aa; divise k = |a|k’, on en déduit que a; divise k. De plus, p étant
le ppem de {a1,...,axs}, la propriété (b) de la définition du ppcm implique que p divise k’. Donc apu

divise k = |a|k’. Par conséquent, |a|u vérifie la condition (b) de la définition du ppem.

ii) Pour montrer que ppcm{a, b} = |b|, posons p = |b|. Alors a et b divisent clairement p, qui vérifie
(a) de la définition du ppcm.

Soit maintenant k tel que a et b divisent k. Alors p = |b| divise aussi k. D’ou p vérifie le (b) de la
définition du ppcm.

7.4 Le pgcd d’une famille d’entiers

Définition 7.4.1 (PGCD) Soit {a1,...,a,} un sous-ensemble de Z*. On appelle plus grand
commun diviseur (pged) de {aq,...,a,} Uunique entier p € IN* tel que

a)Vi=1,...,n, pla,;,

b)Vk € IN*, si {Vi=1,...,n, kla;}, alors k|pu.

Le pged de {aq,...,a,} est noté pged{ay,...,an}

Théoréme 7.4.2 Soit {ai,...,a,} un sous-ensemble de ZZ*. Le pgcd de {ay,...,a,} existe et
est unique.
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Preuve de ’unicité : L’unicité du pged est claire puisque, si pu1 et p2 sont deux pged de

{ai,...,an}, alors p1 et ps se divisent 'un l'autre, et, étant positifs, sont donc égaux.
[

Le lemme suivant montre 'existence du pged :
Lemme 7.4.3 Soient {ai,...,an} un sous-ensemble de Z* et T le sous-ensemble de IN* défini
par

IT={meIN"|Ja,...,an) € Z" tels que m = a1a1 + ... + apa,} .

Alors T est non vide, et le plus petit élément de T est le pged de {aq,...,an}.

Preuve : L’ensemble Z est non vide car, par exemple a? appartient & Z (prendre a1 = a1,
a2 =...=an =0). Notons p le plus petit élément de la partie Z.

Comme pu appartient a Z, il existe ai,...,an, tels que p = ai1a1 + ... + anan. Vérifions que p
satisfait (a) de la définition du pged. Pour cela, on raisonne par I'absurde en supposant qu’il existe
1 € {1,...,n} tel que u ne divise pas a;. Soit ¢ et r respectivement le quotient et le reste de la division

euclidienne de a; par p: a; = qu+ 7 et 0 < r < p. Alors r appartient & Z car r € IN" et

r=a; —qu= (—Ozlq)a1 + ...+ (_az’—lq)ai—l + (1 - Olﬂ])ai
+H(—ait19)aisv1 + ... + (—ang)an .
Mais d’autre part p > r et p est le plus petit élément de I. On a donc trouvé une contradiction. Par
conséquent p divise tous les a;, i =1,...,n.
Reste & prouver que p satisfait la partie (b) de la définition du pged. Pour cela, considérons k un
diviseur commun a tous les a;. Il est clair alors que k divise tous les éléments de Z. Comme p appartient
a Z, k divise donc p.

Le lemme que nous venons de montrer montre aussi le corollaire suivant, qui sera tres
important pour prouver le théoreme de Bezout :

Corollaire 7.4.4 Soit {a1,...,a,} un sous-ensemble de Z*. Il existe alors des entiers relatifs
Qaq,...,0n tels que
pged(ay, ... an) = oara1 + ... + apay, .

Voici maintenant quelques propriétés du pged qui seront utiles plus tard :

Proposition 7.4.5
i) Soient {a1,...,an} un sous-ensemble de Z* et o un entier relatif non nul. Alors

pged{aay, ..., aan} = |a|pged{ay, ... an} .
i1) Sia et b sont deux entiers relatifs non nuls tels que alb, alors

pgcd(a,b) = laf .

Preuve : i) Posons pu = pged{ai,...,an} et p = pged{aai,...,aa,}. Il faut montrer que
lap = p'.

On remarque d’abord que |a|u est un diviseur commun & aayq, . . . , @an, car p est un diviseur commun
aai,...,a,. Donc |a|u divise p'. 11 existe donc k € IN* avec p' = |a|uk.

Comme g est le pged de {aan, . ..,aan}, 4’ = |a|pk est un diviseur commun a aas, . . ., aan, ce qui
implique que pk est un diviseur commun & aq,...,an. Or pu étant le pged & {a1,...,an}, cela entraine
que pk divise p. Or g > 0 et pk > 0, donc k = 1. On a donc prouvé que u' = |a|p.

ii) Posons u = pged{a,b}. Comme |a| divise & la fois a et b, |a| divise u. De plus, p divise a, donc
divise |a|. Ceci prouve que u = |al.
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La proposition suivante affirme que ’on peut toujours ramener le calcul du pged de n entiers
a n calculs du pged de 2 entiers.

Proposition 7.4.6 Soient {ay,...,a,} un sous-ensemble de Z*, avec n > 3. Alors

pgcd{ay,...,an} = pged{ar, pgediaz, ... an}} .

Preuve : Posons p = pgcd{ai,...,an}, ' = pgcd{asz,...,an} et u’ = pgcd{ai,p'}. On veut
montrer que pu = p”.

Montrons d’abord que p divise u”. Comme p est un diviseur commun & ao, ..., a,, p divise u'.
Comme de plus, u divise a1, p divise le pged de a1 et de p/, i.e., divise p”.

Réciproquement, p” divise a la fois a1 et p/. Or y’ étant un diviseur commun & az, ..., an, u” est
également un diviseur commun a as,...,a,. Donc p” divise tous les a;, avec ¢ = 1,...,n, donc u”

divise le pged de {au,...,an}, c’est-a-dire p.
En conclusion, les entiers naturels p et p” se divisent 'un I'autre, et sont donc égaux.

Voici maintenant le résultat principal de cette partie, qui justifie ’algorithme d’Euclide de
calcul du pged, que nous introduisons apres.

Théoréme 7.4.7 Soient a; et as deux entiers naturels non nuls. Si as ne divise pas ay, alors

pged{ay, as} = pged{as,r}

ou 1 est le reste de la division euclidienne de a1 par as.

Preuve : Soient g et r respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a1 par
as a1 = qaz +7r et 0 <r < az. Notons u = pged{az,r} et u’ = pged{ai,a2}. Montrons que p = p'.

(a) Par définition, ulaz. Comme p|r et plaz, on a aussi u|gaz + r = a1. Donc p est un diviseur
commun de a2 et de a1. Donc p divise ¢ qui est le pged de a; et as.

(b) Réciproquement, u’ divise a1 et as, donc p' divise aussi a1 — qas = r. Par conséquent, p’ divise
le pged de ag et de r, i.e., divise .

En conclusion, les entiers naturels u et u' se divisent 1'un l'autre, et sont donc égaux.

Décrivons maintenant 1’algorithme d’Euclide. L’objet de I'algorithme est de calculer le
pged de deux entier naturels non nuls aq et as.
— Initialisation : Posons 1 = aj et r9 = as
— tant que r; > 0, on définit r; 11 comme étant le reste de la division euclidienne de r;_1
par r;.

Proposition 7.4.8 Soit (r;) la suite définie par l’algorithme d’Euclide. Alors il existe un indice
t0 < az+2 tel quer;, =0 et
pged{ai,az} =1y, .
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Exemple : Sia; =48 et as = 30, alors 71 = a1 =48, 19 = a9 = 30, puis de 48 = 30x 1+18
on déduit r3 = 48—1.30 = 18, ensuite ry, =30—1.18 =12, r5 = 18—1.12 =6,r5 = 12—2.6 = 0.
Donc ig = 6 et pged{48,30} = pgcd{30,18} = pged{18,12} = pgcd{12,6} = r5 = 6.

Preuve de la proposition 7.4.8 : Par définition du reste de la division euclidienne, la suite
(ri) est strictement décroissante & partir du rang ¢ = 2. On montre donc facilement par récurrence que
ri < a2 —i+ 2 pour ¢ > 2. Or r; est positif pour tout i. L’algorithme s’arréte donc au plus tard en
temps 9 < r2 + 2.

On démontre également par récurrence, en utilisant le théoréeme 7.4.7, que, pour tout i < i9 — 1,

(7.1) pged{ai, a2} = pged{ri—i,m:} .

Or, par définition de 4o, I’entier r;,—1 divise r;,—2. La proposition 7.4.5 affirme alors que

(7.2) pged{Tiy—2,Tig—1} = Tig—1 -

En mettant ensembles les égalités (7.1) et (7.2), on obtient le résultat désiré : pged{ai,az} = rio—1.

7.5 Nombres premiers entre eux

Définition 7.5.1 Soit {ay,...,a,} un sous-ensemble de Z*. On dit que les nombres ay, ..., an
sont premiers entre eux si leur pged est 1.

Exemple : Les nombres 30, 35 et 14 sont premiers entre eux. En effet, on a d’une part :
pged{35,14} = pged{14, T} = 7 d’apreés Valgorithme d’Euclide. D’autre part, on a

pgcd{30, 35,14} = pged{30, pged{35,14}} = pged{30, 7},

ol pged{30,7} = pged{7,2} = pged{2,1} = 1 d’aprés lalgorithme d’Euclide. Donc on a montré
que pged{30, 35,14} = 1.

Le théoréme le plus important de cette partie, et un des plus importants de ce cours, est le
théoreme de Bezout :

Théoréme 7.5.2 (Bezout) Soit {ai,...,a,} un sous-ensemble de Z*. Alors les nombres
ay, - .., 0, sont premiers entre eux si et seulement si il existe n entiers relatifs aq, ..., q, tels
que

(7.3) o1a1 + ... +apa, =1.

On appelle relation de Bezout une relation du type (7.3).

Preuve : Supposons d’abord que a, ..., a, sont premiers entre eux. Comme le pged de a1, ..., an
est 1, le corollaire 7.4.4 affirme qu’il existe n entiers relatifs a1, ..., a, tels que aia1 + ... 4+ ana, = 1.
Réciproquement, supposons qu’il existe n entiers relatifs a1, ..., a, tels que aias +. ..+ anan = 1.
Soit u le pged de ai,...,a,. Comme p est un diviseur commun de ai,...,an, p divise également
@101 + ...+ apay, i.e., p divise 1. Comme p > 0, p ne peut étre égal qu’a 1. En conclusion, a1, ..., an,

sont premiers entre eux.
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Comment trouver une relation de Bezout ?

En pratique, pour trouver une relation de Bezout, on utilise I'algorithme d’Euclide, en
écrivant & chaque étape le quotient et le reste de la division euclidienne de ;11 par r; (cf les
notations de ’algorithme).

Par exemple, pour les entiers n; = 48 et ny = 29, cela donne :

— N :7’1:48, n2:T2:29, T1:1.T2+19, d’oﬁr3:19:n17n2.

— rg=1r3+10, dotury =10 =79 — 73 = ng — (n1 — N2) = 2Ny — nNq.

— r3=1lrg+9dours =9=r3—ry=(n; —na) — (2na — ny) = 2n; — 3ns.

— rg=r5+1doureg=1=2ny —ny — (2n; — 3nz) = —3n; + 5na.

— On en conclut que pged{ni,na} = rg = 1. Les entiers n; et ny sont premiers entre eux.

Une relation de Bezout est donc : —3n1 + bny = 1.

Théoréme 7.5.3 (Gauss) Soient a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls. Si a divise be et est
premier avec b, alors a divise c.

Preuves : Nous donnons deux démonstrations de ce résultat :
— Premiére démonstration : Comme a et b sont premiers entre eux, le théoreme de Bezout affirme
qu’il existe a; et ag tels que

ora+asb=1. D’ou aviac + asbec =c .
Comme a divise a la fois ac et be, a divise aiac + azbce, c’est-a-dire, a divise c.
— Seconde démonstration : D’apres la premieére partie de la proposition 7.4.5, on a :
pged{ac,bc} = cpged{a,b} =cl=c.

Comme a est un diviseur commun de ac et de be, et que c est le pged de ac et be, on en déduit
que a divise c.

Une conséquence cruciale du théoreme de Gauss est le corollaire suivant :

Corollaire 7.5.4 Soient a,b,c trois entiers naturels, avec a et b non nuls et premiers entre
eux. Si alc et blc alors ab|c.

Preuve : Comme alc, il existe un entier ¢’ tel que ¢ = ac’. Or b|c, donc b|(ac’). Comme a et b
sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss affirme que b|c’. Donc ablc.

L]

Une autre application du théoreme de Bezout est la suivante :
Proposition 7.5.5 Soit {ai,...,a,} un sous-ensemble de Z*. Alors un entier naturel p est
le pged de aq,...,a, si et seulement si p est un diviseur commun de ay,...,a, et les entiers

U .., % sont premiers entre eut.
2 b
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Preuve : Supposons d’abord que p est le pged de az, ..., an. Alors on sait que p est un diviseur
commun de ai,...,a,. De plus, le corollaire 7.4.4 affirme qu’il existe des entiers ai,...,a, tels que
aial + ...+ anan, = p. En divisant cette égalité par u, on obtient :

alﬂ—l—...—l—ana—n =1.
H H
Le théoréeme de Bezout affirme alors que %1, ey “7” sont premiers entre eux.

Réciproquement, supposons que u est un diviseur commun de aq,...,a, et les entiers “—#1, ey “7"
sont premiers entre eux. Notons d le pged de a1, . . . , an. Comme p est un diviseur commun de a1, . . . , an,
u divise d par définition du pged. De plus, comme “717 e % sont premiers entre eux, le théoréme de
Bezout affirme qu’il existe des entiers a; ..., a, tels que og% + ...a"%" = 1, ce qui implique que
a1a1 + . ..apa, = p. Comme d est un diviseur commun de az, ..., an, d divise a1a1 +. . . apan, et donc

divise . Nous avons prouvé que les entiers naturels d et p se divisent 'un 'autre. Ils sont donc égaux.

Nous expliquons maintenant comment calculer le ppcm de deux nombres a partir de leur
pged : pour cela, commencons par un résultat intermédiaire.

Proposition 7.5.6 Soient a et b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Alors le
ppem de a et b est €gal a ab.

Preuve : Posons p = ppem{a,b}. Comme ab est un multiple commun de a et de b, p divise ab
(condition (b) de la définition du ppcm).

Comme a divise p, il existe un entier k tel que p = ak. Or b divise également p, donc divise ak.
Or a et b sont premiers entre eux. Le théoréeme de Gauss affirme alors que b divise k. Donc il existe un
entier k' € IN* tel que k = bk’. D’olt u = abk’. On en déduit que ab divise p.

Les entiers naturels p et ab se divisent 'un I'autre, donc sont égaux.

Voici maintenant la relation entre ppcm et pged dans le cas général :

Théoréme 7.5.7 Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Alors

pged{a, b} ppem{a, b} = ab .

Preuve : Posons d = pged{a,b}. La proposition 7.5.5 affirme que d divise a et b et que g et %

sont premiers entre eux. D’apres la proposition 7.5.6, le ppcm de § et % est égal a ;—3.
Donc
a ,b a b ab ab
b} = d=,d=}=d —,=}t=d— = —.
ppemia, b} = ppemid—, d=} = dppem{ 5, - =

On en déduit ’égalité désirée.
]

On conclut cette partie par la mise sous forme irréductible d’un nombre rationnel. Rappelons
qu’un nombre rationnel est un nombre réel r pour lequel il existe (p,q) € Z x Z* avec r = p/q.
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Théoréme 7.5.8 (Forme irréductible d’un nombre rationnel) Soit r un nombre ration-
nel non nul. Il existe un unique couple (a,b) € Z* x IN* tel que

r= et a et b premiers entre eux .

¢
b

Preuve :

— FEzistence : On suppose que 7 est positif (sinon, faire le méme travail avec —r). Comme r est
rationnel, il existe (p,q) € Z X Z* avec r = p/q. On peut choisir p et ¢ strictement positifs car
r Dest. Posons d = pged{p, q}, a = p/d et b = q/d. Alors la proposition 7.5.5 affirme que a et b
sont premiers entre eux. De plus, on a bien r = a/b car

r =

p_ad_a
¢ bd b
— Unicité : Supposons qu’il existe deux couples (a1,b1) € Z* x IN* et (a2,b2) € Z*™ x IN* tels

que, pour j =1,2, r = Z—j et a; et b; sont premiers entre eux. Alors

ai az

T T h

D’out a1b2 = az2b1. Alors bs divise azbi. Comme by et az sont premiers entre eux, le théoreme
de Gauss affirme que by divise b1. On obtient de méme que by divise b2. Les entiers naturels by
et by se divisant I'un lautre, ils sont égaux. L’égalité ai1bs = a2bi et le fait que by = ba # 0
impliquent alors que a1 = a2. D’ou 'unicité de la mise sous forme irréductible.

7.6 Nombres premiers

Définition 7.6.1 On appelle nombre premier tout nombre entier naturel p, tel que p > 2 et
dont les seuls diviseurs dans IN* sont 1 et p, i.e., :

sige IN" avecq|p, alorsg=1loug=p.

Le théoreme suivant affirme que tout entier naturel possede des diviseurs premiers :

Théoréme 7.6.2 Soit n un entier naturel, avec n > 2. Il existe un nombre premier qui divise
n.

Preuve : Soit A le sous-ensemble des entiers naturels supérieurs & 2 et diviseurs de n :
A={qeN"|qg>2etq|n}.

Alors A est une partie non vide de IN (car n € A) et donc posséde un plus petit élément p.

Montrons que p est premier. Soit & un nombre entier naturel qui divise p. Alors k divise aussi n,
car p divise n. Il y a alors deux possibilités :

- soit k < 2, c’est-a-dire k =1,

- soit k > 2, et donc k appartient & A. Or p est le plus petit élément de A. Donc k > p. Mais k
divise p, donc k = p.

On a prouvé que, si k divise p, alors soit k = 1, soit k = p. Donc p est un diviseur premier de n.
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Le théoreme d’Euclide affirme qu’il existe une infinité de nombres premiers :

Théoréme 7.6.3 (Euclide) Pour tout entier naturel n, il existe un nombre premier p
supérieur a n.

Preuve : Fixons un entier n > 2, et considérons le nombre ¢ =n!+1 = (1.2.3...n) + 1. D’apres
le théoréme 7.6.2, il existe un nombre premier p qui divise q.

Montrons que p est supérieur a n. En effet, si, raisonnant par ’absurde, on suppose que p < n, alors
p divise n!. Donc p divise 1 ce qui est impossible car p > 2. On a donc trouvé une contradiction. Par
conséquent, p est supérieur a n.

7.7 Décomposition d’un entier en facteurs premiers

Théoreme 7.7.1 Tout entier naturel a > 2 peut s’écrire d’une maniére unique sous la forme :

a=(p)" ... (pm)""

ol P1y--.,Pm Sont des nombres premiers distincts et ki,...,ky sont des entiers strictement
positifs.

Remarque 7.7.2 L’unicité signifie ici que si on a deux expressions de cette forme :

a=(p)" ... (pm)"" = (@)™ .. (gn)™

avec pi,...,pm (respectivement qi,...,qn) des nombres premiers distincts et ki, ..., ky, (res-
pectivement 1, . ..,y ) des entiers strictement positifs, alors m = n et, pour touti € {1,...,n},
il existe un indice j € {1,...,n} tel que p; = q; et k; =r;.

Preuve : Nous ne démontrons que 'existence, la preuve de l'unicité étant un peu plus délicate.
On raisonne par récurrence généralisée sur le nombre a. Si a = 2, le résultat est évident.

Supposons le résultat vrai jusqu’au nombre a > 2. Montrons qu’il est encore vrai pour a+ 1. D’apres
le théoréme 7.6.2, le nombre a + 1 posséde un diviseur premier, noté p. Posons b = 241,

Il y a alors 2 cas : soit b = 1, et alors le résultat est démontré. Soit b > 1, et on a alors 2 < b < a.
Par hypothese de récurrence, il existe alors des nombres premiers distincts pi,...,pm et des entiers
strictement positifs k1, ..., kn, tels que

b=(p1)* ... ()" .

Donc

a+1=pp)*" ... (pm)"

et a 4+ 1 possede une décomposition en facteurs premiers.
Par récurrence, on en déduit I'existence de la décomposition pour tout entier a.
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Proposition 7.7.3 Application au calcul du pgecd et du ppcm :

Soient a et b deux
entiers naturels non nuls supérieurs a 2. On suppose que

a= ()" ... (pm)F et b= (p1)™ ... (pm)™

avec pi,...,pm des nombres premiers distincts et ki, ..., kn (respectivement r1,... 1) des
entiers positifs ou nuls (de fagon a avoir une écriture commune pour a etb). Alors

pgcd{a, b} — (pl)min{k1,r1} o (pm)min{km,rm} et ppcm{a, b} _ (pl)max{khrl} L (pm)max{knurm}
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Chapitre 8

Les polynomes

Avertissement : L’ensemble des polynémes partage de nombreuses propriétés communes
avec l'ensemble des entiers (division euclidienne, existence d’un ppcm, d’un pged, notion de
nombres ou de polynémes premiers, etc...) C’est pourquoi plusieurs parties de ce chapitre sont
redondantes par rapport au chapitre précédent. C’est en particulier le cas des parties 8.3 & 8.7
qui ne figurent ici que par commodité du lecteur.

8.1 Définitions et vocabulaire

Définition 8.1.1
Un polynome P est une expression de la forme

P(X)=ao+ a1 X +aX?+...a, X",

ol ag,ai,...,a, sont les coefficients du polynome.
Si ag,a1,...,a, sont des nombres réels (resps. complezxes), le polynome est réel (resp. com-
plezes).

L’ensemble des polynomes réels est noté IR[X], tandis que l'ensemble des polyndmes complezes
est noté C1X].

Si P est un polynéme non nul, avec P(X) = ag+a1 X +as X?+...a, X", le degré du polynome
P, noté deg(P), est le plus grand entier k € {0,...,n} tel que ay, # 0.

Si ce coefficient directeur est égal a 1, on dit que le polynéme P est normalisé.

Par convention, le degré du polynome nul est —oo.

Proposition 8.1.2 Deuzx polynomes Py et Py sont égauz si Py et Py ont méme degré et si les
coefficients de Py et Py sont égaux.

67
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Définition 8.1.3 Somme de deux polyndémes : Soient Py(X) = a9+ a1 X + ...+ a, X"
et Po(X) = by + 01X 4+ ...+ b, X™. Le polynome Py + Py est le polynome (P + Py)(X) =
o+ X+ ...+ XF, avec

- Uentier k est défini par k = max{n,m},

- les coefficients c¢; sont définis par :

a; +b; sii<min{n,m}
Vied{l,....k},ci=1¢ a; sim+1<i<n
b; sin+l<i<m

Définition 8.1.4 Produit de deux polyndémes : Soient Pi(X) =ap+ a1 X +...+a, X" et
Py(X)=bo+ b0 X+ ...+ b X™. Le polynome Py Py est le polynome (P1Po)(X) =co + 1 X +
ot e X, avee

- Uentier k est défini par k =n+m,

- les coefficients c¢; sont définis par :

Vie{l,....,k}, ¢; = Z ajby .

=i

Remarque 8.1.5 Cette formule correspond au développement formel du produit
(ag+ a1 X+ ...+ a, X")(bo+ 01 X +...+0,X™).

Il est facile de montrer que la somme et le produit de polynémes possedent les propriétés
habituelles (associativité, commutativité, le polynéme nul est un élément neutre pour 'addition,
existence d’un opposé, distributivité).

Sauf mention contraire, dans toute la suite nous travaillerons indifféremment dans IR[X] ou
dans €X]. Un scalaire sera alors, dans le premier cas, un élément de IR, et dans le second, un
élément de .

Théoréme 8.1.6 Soient Py et Py deux polynéomes. Alors

deg(Py + Py) < max{deg(P1),deg(Ps)}.
De plus, il y a inégalité stricte si et seulement si deg(Py) = deg(Ps) et le coefficient
dominant de Py est l’opposé de celui de Ps.
deg(P1Py) = deg(P1) + deg(Ps).

De plus, si Py et Py sont non nuls, le coefficient dominant de PPy est le produit du
coefficient dominant de Py et de celui de Ps.

Remarque 8.1.7 Si P; ou Py est le polynéme nul, le résultat est encore valable a condition
d’utiliser la convention —oo + k = —oo pour tout entier k.

Preuve du théoréme : C’est une conséquence directe des définitions de la somme et du produit.




8.2. DIVISION EUCLIDIENNE 69

Corollaire 8.1.8 L’ensemble des polynomes est intégre c’est-a-dire : Si Py et Py sont deux
polynomes, et si Py Py =0 alors soit P, =0, soit P, = 0.

Preuve : En effet, deg(P1 P2) = deg(P1) + deg(P2) = —oco car Py P, = 0. Donc deg(P1) = —o0 ou
deg(P2) = —o0, c’est-a-dire que P =0 ou P> = 0.

8.2 Division euclidienne

Définition 8.2.1 Soient A et B deuz polynémes. On dit que A divise B noté A|B si
a) A n’est pas nul,
b) il existe un polynéme Q tel que B = QA.

Proposition 8.2.2 Soient A, B et C trois polynémes.
1. $i C' #0, alors A|B si et seulement si AC|BC,
st A|B, alors (—A)|B et A|(—B),
st A|B et A|C, alors A|(B+ C).
si A|B et B|A, alors il existe un scalaire non nul « tel que B = aA.
st AB|C alors A|C et B|C.
st A#0 et A|B, alors, soit B =0, soit deg(A) < deg(B).

S Svh o

Preuve : Cette proposition est une conséquence immédiate de la définition de la division. Nous
la laissons en exercice.

Théoréme 8.2.3 Soient A et B deux polynémes avec B # 0. Il existe alors un unique couple
(Q, R) de polynémes, avec

A=QB+ Retdeg(R) < deg(B) .

Le polynéme Q s’appelle le quotient de la division euclidienne de A par B, tandis que le polynome
R s’appelle le reste.

Preuve :

— Preuve de ’unicité : Supposons que (Q1, R1) et (Q2, R2) soient deux couples de polynémes
tels que

A= Q1B+ Ry = Q2B+ Rz avec deg(R1) < deg(B) et deg(R2) < deg(B) .

Alors, comme (Q1 — Q2)B = Rz — R, le polynéme B divise le polynéme R; — Rz qui est de
degré strictement inférieur a celui de B. Donc Ry = Rz, ce qui implique, puisque B # 0, que
Q1 = Q2.

Nous avons donc prouvé qu’il existe au plus un couple (@, R) de polyndmes vérifiant la relation
désirée.
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— Preuve de ’existence : On suppose que B ne divise pas A, car sinon le résultat est évident.
Notons
E ={n € IN | 3 un polynéme C avec deg(A — BC) =n} .

L’ensemble E n’est pas vide car il contient par exemple deg(A) (prendre C' = 0). Donc E
contient un plus petit élément r. Comme r € E, il existe un polyndéme @ tel que le polynome
R = (A — BQ) a pour degré r. Montrons que r < deg(B).

Pour cela, on raisonne par l’absurde en supposant au contraire que r = deg(R) > deg(B).
Posons n = deg(B) et appelons b, et ¢, respectivement le coefficient dominant de B et de R.
Alors on affirme que le polynéme Q1 = @ + g—;X”" (avec la convention X° = 1) vérifie :
deg(A — BQ1) < r. En effet,

c Cr

"X =R—- ZX""B.

A=BQi=A-BQ+] ;

Les polynémes R et If—;X """ B sont de méme degré r et ont méme coefficient dominant c,.
Donc A — BQ1 a un degré strictement inférieur & r. Comme deg(A — BQ1) appartient & E par
définition de E (notons que A — BQ1 # 0 car B ne divise pas A), on a trouvé une contradiction
car r est le plus petit élément de E et deg(A — BQ1) < r. Par conséquent, on a prouvé que
r = deg(R) < deg(B). Ceci achéve la démonstration de l'existence du couple (Q, R) tel que

A= QB+ R et deg(R) < deg(B).

8.3 Le ppcm d’un famille de polynémes

Définition 8.3.1 (PPCM) Soit {A1,...,A,} une famille de polynémes non nuls. On appelle
plus petit commun multiplicateur (ppcm) de {A1, ..., A,} Vunique polynoéme non nul et norma-
lisé P noté ppem{Ai,...,An} tel que

CL) Vi = 1,...,’[7,, AZ|P,

b) Pour tout polynéme non nul @, si {Vi=1,...,n, A;|Q}, alors P|Q.

Montrons V'existence du ppecm{Ay, ..., A, }.

Théoréme 8.3.2 Soit {Ay,...,A,} wune famille de polynomes non nuls. Le ppem de
{A4,..., A} existe et est unique. C’est le polynéme de plus petit degré parmi les polyndmes
non nuls et normalisés qui sont multiples commun de Aq,...,A,.

Preuve : Soit F ’ensemble des entiers naturels non nuls défini par
E ={k € IN" | 3 un polynéme Q tel que Vi = 1,...,n, A;|Q et k = deg(Q)} .

L’ensemble E est non vide car il contient 'entier k¥ = deg(A;..... Ay). En effet, Aj..... A, est un
multiple commun de Ay, ..., A,. Donc E possede un plus petit élément noté p. Comme p appartient &
E, il existe un polynéme P (que l'on peut choisir normalisé) qui est multiple commun & tous les A; et
tel que deg(P) = p. Montrons que P est le ppcm de {A1,..., A,}.

Par construction, P est non nul et vérifie la condition (a) de la définition. Pour montrer que P
vérifie aussi (b), il suffit de montrer que P divise A pour tout A multiple commun a Ai,..., A,.

On raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe A multiple commun a Ai,..., A, qui n’est pas
divisible par P. Soient @ et R respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de A par
P.Ona A=QP+ Ret0<deg(R) < deg(P). Comme, pour tout ¢ = 1,...,n, A; divise A et P, A;
divise R. Donc R est un multiple commun & tous les A; et deg(R) appartient & E. Ceci contredit le fait



8.4. LE PGCD D’UNE FAMILLE DE POLYNOMES 71

que p = deg(P) est le plus petit élément de E. Donc P divise A pour tout A multiple commun & tous
les A;. On a montré lexistence du ppem de {A1,..., A}

Montrons 'unicité du ppcm. Si Pi et P> sont deux ppem de {Aq, ..., An}, alors Py divise P> et P»
divise P;. Comme P; et P, sont normalisés, cela implique que Py = P>. Le ppcm est donc unique.

Voici quelques propriétés du ppcm :

Proposition 8.3.3
i) Soit {A1, ..., A,} une famille de polynémes non nuls et B un polyndéme non nul et de coef-
ficient dominant b. Alors

1
ppem{BA;,...,BA,} = ngpcm{Al, LAY

ii) Si A et B sont deux polynomes non nuls, avec A|B, et si b est le coefficient dominant de B,
alors

1
ppem{A, B} = EB )

Preuve : i) Quitte & remplacer B par %B, on peut supposer que B est normalisé. Appelons P le
ppem de {Aq, ..., A, }. Il faut montrer que BP (qui est alors normalisé) est le ppcm de { BA4, ..., BA,}.

Comme, pour tout ¢ =1,...,n, A; divise P, on a que BA; divise BP. Donc BP vérifie le (a) de la
définition du ppcm.

Soit @ un polynéme non nul tel que, pour tout i = 1,...,n, BA; divise Q). Alors B divise ) et on
note Q1 = %. Remarquons que Q1 # 0 car @ # 0.

Comme, pour tout i = 1,...,n, BA; divise @ = BQ1, on en déduit que A; divise Q1. De plus, P
étant le ppcm de {A4,..., A,}, la propriété (b) de la définition du ppem implique que P divise Q1.
Donc BP divise Q = BQ1. Par conséquent, BP vérifie la condition (b) de la définition du ppcm.

ii) On suppose encore que B est normalisé. Comme A et B divisent clairement B, B vérifie (a) de
la définition du ppcm.
Le polynéme B vérifie le (b) de la définition du ppcm de fagon évidente. Donc B = ppem{ A, B}.

8.4 Le pgcd d’une famille de polynoémes

Définition 8.4.1 (PGCD) Soit {A1,...,A,} une famille de polynémes non nuls. On appelle
plus grand commun diviseur (pged) de {Aq,. .., Ap} Uunique polyndme non nul et normalisé P,
noté pged{Ai,..., A,} , tel que

a) Vi = 17...,’!7,, P|Ai,

b) pour tout polynéome non nul @, si {Vi=1,...,n, Q|A;}, alors Q|P.

Théoréme 8.4.2 Soit {A1,...,A,} une famille de polynémes non nuls. Le pged de
{A1,..., A} existe et est unique.

Preuve de I’unicité : L’unicité du pged est claire puisque, si P et P, sont deux pged de
{A1,..., A}, alors Py et P, se divisent I'un l'autre, et, étant normalisés, sont donc égaux.
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Le lemme suivant montre 'existence du pged :

Lemme 8.4.3 Soient {A;,...,A,} une famille de polynomes non nuls et T l’ensemble des
polynémes défini par :

IT={A#0]|37,...,7Z, des polynémes tels que A = Z1A; +...+ Z,A,}.

Alors cet ensemble est non vide et posséde un polynome normalisé P de plus petit degré dans
Z. Ce polynome est le pged de {Aq, ..., An}.

Preuve : L’ensemble 7 est non vide car, par exemple A? appartient & 7 (prendre Z1 = A,

Zy=...= Z, =0). Soit
E={neIN|3AcTavecdeg(A) =n}.

Comme F est une partie non vide de IN, E posséde un plus petit élément noté p. Comme p appartient
a E, il existe un polynéme P, que l'on peut choisir normalisé, tel que deg(P) = p. Montrons que P est
le pged de A4, ..., A,.

Comme P € Z, il existe des polynoémes Z1, ..., Z, tels que P = Z1 A1 + ...+ Z, A,. Vérifions que
P satisfait (a) de la définition du pged. Pour cela, on raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe
i € {1,...,n} tel que P ne divise pas A;. Soit @ et R respectivement le quotient et le reste de la
division euclidienne de A; par P : A; = QP + R et 0 < deg(R) < deg(P). Alors R appartient & Z car
R # 0 par hypothese et

R=A—-QP= (—Z1Q)A1+ ...+ (—Zi1Q)Ai1 + (1 — Z:Q)A;
H(=Zi1Q)Air1 + ...+ (= ZnQ) A .

Donc deg(R) appartient & E. Mais d’autre part deg(R) < p et p est le plus petit élément de E. On a
donc trouvé une contradiction. Par conséquent P divise tous les A;, i =1,...,n.

Reste & prouver que P satisfait la partie (b) de la définition du pged. Pour cela, considérons Q
un diviseur commun a tous les A;. Il est clair alors que @ divise tous les éléments de Z. Comme P
appartient a Z, @ divise donc P.

On déduit de la démonstration le corollaire suivant :

Corollaire 8.4.4 Soit {A;,...,A,} une famille de polynomes non nuls. Il existe alors des
polynomes Z1, ..., Z, tels que

ngd(Al, .. ,An) = Z1A1 + ...+ ZnAn .

Voici maintenant quelques propriétés du pged qui seront utiles plus tard :

Proposition 8.4.5
i) Soient {Ay, ..., A,} une famille de polyndmes non nuls et B un polynéme non nul de coef-
ficient dominant b. Alors

B
pgcd{BA;,...,BA,} = ngcd{Al7 LAY

i1) Si A et B sont deux polynomes non nuls tels que A|B, et si a est le coefficient dominant de
A, alors

A
pged(4, B) = — .
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Preuve : i) On suppose pour simplifier les notations que B est normalisé. Posons Py = pgcd{ A1, ..., A}
et P, = pgcd{BA,...,BA,}. 1l faut montrer que BP, = P>.
On remarque d’abord que BP; est un diviseur commun & BA;i,...,BA,, car P est un diviseur
commun a Ai,...,A,. Donc BP; divise P,. Il existe donc un polynéme @ non nul avec P, = QBP;.
Comme P; est le pged de {BA;1,...,BA,}, P, = QBP; est un diviseur commun & BA;,..., BAy,
ce qui implique que QP; est un diviseur commun & Ai,...,A,. Or P; étant le pged de {44,..., A},
cela entraine que QP divise P;. Or P # 0 et Q # 0, donc @ est un scalaire non nul. On a donc prouvé
que P> = QBP:, avec @ scalaire non nul. Comme P;, B et P> sont normalisés, on en déduit que Q = 1
et que P, = BP;.

ii) On suppose que A est normalisé. Posons P = pgced{A, B}. Comme A divise & la fois A et B, A
divise P. De plus, P divise A par définition du pged. Comme A et P sont normalisés et se divisent I'un
lautre, on a P = A.

La proposition suivante affirme que I'on peut toujours ramener le calcul du pged de n
polynomes a n calculs du pged de 2 polynoémes.

Proposition 8.4.6 Soient {A1,...,A,} une famille de polynomes non nuls, avec n > 3. Alors

pged{Ai, ..., An} = pged { A1, pgcd{Aa, ..., A} } .

Preuve : Posons Pi = pged{A1,...,An}, Po = pgcd{As,...,An} et Ps = pged{ A1, P>}. On veut
montrer que P, = Ps.

Montrons d’abord que P; divise Ps. Comme P; est un diviseur commun & As, ..., A,, P; divise Ps.
Comme de plus, P; divise A, P; divise le pged de A1 et de Py, i.e., divise Ps.

Réciproquement, Ps divise a la fois A1 et P». Or P étant un diviseur commun a As,..., Ay,
Ps, divisant P, est également un diviseur commun & Asg,..., A,. Donc Ps divise tous les A;, avec
i =1,...,n, ce qui implique que P;3 divise le pged de {A1,...,A,}, c’est-a-dire P;.

En conclusion, les polynémes normalisés P; et Ps; se divisent 'un I'autre, et sont donc égaux.

Voici maintenant le résultat principal de cette partie, qui justifie I’algorithme d’Euclide de
calcul du pged, que nous introduisons apres.

Théoréme 8.4.7 Soient Ay et Ay deuzx polyndémes non nuls. Si Ay ne divise pas A1, alors
pged{Aq, A2} = pged{ Az, R}

ot R est le reste de la division euclidienne de Ay par As.

Preuve : Soient Q et R respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de A;
par Az : A1 = QA2+ R et 0 < deg(R) < deg(Az). Posons P1 = pgcd{Az2, R} et P> = pgcd{A1, As}.
Montrons que P = Ps.

(a) Par définition, P1|As. Comme Pi|R et Pi|Az, on a aussi Pi|QAz + R = A;. Donc P; est un
diviseur commun de A et de A;. Donc P; divise P> qui est le pged de A; et As.

(b) Réciproquement, P> divise A; et As. Donc P, divise aussi R = A1 — QA2. Par conséquent, P>
divise le pged de Az et de R, i.e., divise P;.

En conclusion, les polynomes normalisés P; et P> se divisent 'un I'autre, et sont donc égaux.
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Décrivons maintenant ’algorithme d’Euclide. Comme dans Z, 1'objet de 'algorithme
est de calculer le pged de polynémes non nuls A; et As.
— Initialisation : Posons R; = A; et Ry = Ay
— tant que R; # 0, on définit R;; comme étant le reste de la division euclidienne de R;_;
par R;.

Proposition 8.4.8 Soit (R;) la suite de polyndomes définie par l'algorithme d’Fuclide. Alors il
existe un indice ig < deg(As) + 2 tel que R;, =0 et

1
pged{Ai, Ao} = ——Rj,—1 ,

’rlofl

ou 1;,—1 est le coefficient dominant de R;,—1.

Exemple 8.4.9 Si Ay =X+ X +2et Ay =X%?—1,0na
*R1:A1:X3+X+2 €tR2:A2:X2—1,
— R3=2X+2car R = XRy +2X +2
— Ry =0 car R3 divise Rs.
— Conclusion : pged(Ar, As) = 1Ry = X +1

Preuve de la proposition 8.4.8 : Par définition du reste de la division euclidienne, la suite
(deg(R;)) est strictement décroissante a partir du rang ¢ = 2. On montre donc facilement par récurrence
que deg(R;) < deg(Rz2) — i+ 2 pour ¢ > 2. Or deg(R;) > 0 est positif pour tout 7 < ig. L’algorithme
s’arréte donc au plus tard en temps io < deg(R2) + 2.

On démontre également par récurrence, en utilisant le théoreme 8.4.7, que, pour tout ¢ < ip — 1,

(8.1) pged{A1, A2} = pged{Ri—1, Ri} .
Or, par définition de 49, le polynéme R;,_1 divise R;,_2. La proposition 8.4.5 affirme alors que
1
(8:2) pgcd{Ri;—2, Ri;—1} = Rig—1 .
Tig—1

En mettant ensembles les égalités (8.1) et (8.2), on obtient le résultat désiré : pged{ A1, A2} = ﬁRiU,L

0 —

]

8.5 Polyndomes premiers entre eux

Définition 8.5.1 Soit {A1,..., Ay} une famille de polynomes non nuls. On dit que les po-
lynomes Ay, ..., A, sont premiers entre eux si leur pgcd est 1.

Exemple 8.5.2 Par exemple, les polynémes A1(X) = X* + X2 + 1 et Ay(X) = X% +1
sont premiers entre eux car pgcd(A1, As) = pged(Ag, 1) = 1 car 1 est le reste de la division
euclidienne de A1 par As.

Théoréme 8.5.3 (Bezout) Soit {A1,...,A,} une famille de polyndmes non nuls. Alors les
polyndomes A1, . .., A, sont premiers entre euz si et seulement si il existe n polynémes Zy, ..., Zy,
tels que

(8.3) 1A+ .+ Z A, =1
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On appelle relation de Bezout une relation du type (8.3).

Preuve : Supposons d’abord que Ay, ..., A, sont premiers entre eux. Comme le pged de A1, ..., A,
est 1, le corollaire 8.4.4 affirme qu’il existe n polynémes Z1,...,Z, tels que Z1A1 + ...+ Z, A, = 1.

Réciproquement, supposons qu’il existe n polynémes Z1,...,Z, tels que Z141 + ...+ Z, A, = 1.
Soit P le pged de Aq,..., A,. Comme P est un diviseur commun de A1,...,A,, P divise également
Z1 A1+ ...+ Z, Ay, de., P divise 1. Comme P est normalisé, P ne peut étre égal qu’a 1. En conclusion,
Ai,..., A, sont premiers entre eux.

Comment trouver une relation de Bezout ?

Comme dans Z, pour trouver une relation de Bezout, on utilise I'algorithme d’Euclide, en
écrivant & chaque étape le quotient et le reste de la division euclidienne de R;1+1 par R; (cf les
notations de l’algorithme).

Par exemple, soit A1 = X*+1et Ay = X3 + 1.

— Posons Ry = A; et Ry = As.

— Effectuons la division euclidienne de Ry par Rs. Alors Ry = XRy 4+ (—X + 1), donc
R3=(—X+4+1)=A4; — XA,.

— Effectuons maintenant la division euclidienne de Ry par R3. Alors Ry = R3(—X? — X —
1) + 2 et on pose Ry = 2.

— D’ou

= %Ag +IX2P+ X +1)(-X+1) =14+ J(X?+ X +1)(4; — XA,)
= S(X?+X+DA - L(XP+ X2+ X - 1)A,.

On a donc trouvé la relation de Bezout suivante :

1

1
2(X2+X+1)A1—§(X3+X2—|—X—1)A2:1.

Théoréme 8.5.4 (Gauss) Soient A, B et C trois polyndmes non nuls. Si A divise BC et est
premier avec B, alors A divise C.

Preuve : Comme A et B sont premiers entre eux, le théoréme de Bezout affirme qu’il existe Z;
et Zy tels que
ZlA + ZQB =1. D’Ol\l ZlAC + ZQBC = C .

Comme A divise & la fois AC et BC, A divise Z1AC + Z2BC, c’est-a-dire que A divise C.

Une conséquence cruciale du théoreme de Gauss est le corollaire suivant :

Corollaire 8.5.5 Soient A, B et C trois polynéomes, avec A et B non nuls et premiers entre
euz. Si A|C et B|C alors (AB)|C.

Preuve : Comme A|C, il existe un polynéme D tel que C = AD. Or B|C, donc B|(AD). Comme
A et B sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss affirme que B|D. Donc (AB)|C.

Une autre application du théoreme de Bezout est la suivante :
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Proposition 8.5.6 Soit {A1,...,A,} une famille de polyndmes non nuls. Alors un polynéme

non nul et normalisé P est le pged de Ay, ..., A, si et seulement si P est un diviseur commun

de Aq,..., A, et les polynomes %, RN A—P" sont premiers entre eux.

Preuve : Supposons d’abord que P est le pged de Ay, ..., A,. Alors on sait que P est un diviseur
commun de Aji,...,A,. De plus, le corollaire 8.4.4 affirme qu’il existe des polynoémes Z1,...,Z, tels
que Z1A1+ ...+ Z, A, = P. En divisant cette égalité par P, on obtient :

A

A n
h—+...+Z,— =1.
1P+ + P
A'Il

Le théoréeme de Bezout affirme alors que les polynémes %, ..., sont premiers entre eux.
Réciproquement, supposons que P est un diviseur commun de Ay, ..., A, et les polyndémes %, . AT"
sont premiers entre eux. Notons D le pged de Ai,...,A,. Comme P est un diviseur commun de
Aiq,..., A, P divise D par définition du pged. De plus, comme %, ey % sont premiers entre eux,
le théoréme de Bezout affirme qu’il existe des polynémes 7 ..., Z, tels que Zl% +...2n ‘3; =1, ce
qui implique que Z14; + ... Z, A, = P. Comme D est un diviseur commun de Ai,..., A,, D divise
Z1A1+ ... Z, Ay, et donc divise P. Nous avons prouvé que les polynémes normalisés D et P se divisent

I'un autre. Ils sont donc égaux.

Nous expliquons maintenant comment calculer le ppcm de deux polynoémes a partir de leur
pged : pour cela, commencons par un résultat intermédiaire.

Proposition 8.5.7 Soient A et B deux polyndomes non nuls premiers entre eux, de coefficients
dominant respectif a et b. Alors le ppcm de A et B est égal a ﬁAB.

Preuve : On suppose pour simplifier, que A et B sont normalisés. Posons P = ppem{A, B}.
Comme AB est un multiple commun de A et de B, P divise AB (condition (b) de la définition du
ppem).

Comme A divise P, il existe un polynéome K tel que P = AK. Or B divise également P, donc divise
AK. Or A et B sont premiers entre eux. Le théoréeme de Gauss affirme alors que B divise K. Donc il
existe un polynéme R tel que K = BR. D’ou P = ABR. On en déduit que AB divise P.

Les polynémes normalisés P et AB se divisent 'un "autre, donc sont égaux.

Voici maintenant la relation entre ppcm et pged dans le cas général :

Théoréme 8.5.8 Soient A et B deuzx polyndmes non nuls de coefficient dominant respective-

ment a et b. Alors
abpgcd{ A, B} ppecm{A, B} = AB .

Preuve : On suppose pour simplifier que A et B sont normalisés. Posons D = pgcd{A, B}. La
proposition 8.5.6 affirme que D divise A et B et que les polynémes % et % sont premiers entre eux.
D’apres la proposition 8.5.7, le ppcm de % et % est égal & 48

D2

Done A B A B AB AB
A, B} = DZ. DZ2}y=D Loy _piZ 27

ppem{A, B} = ppem{D 5, D } prem{ 5, 7} DT = D

On en déduit ’égalité désirée.
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8.6 Polynomes premiers

Définition 8.6.1 On appelle polynome premier tout polynéme P non nul, de degré supérieur
ou €égal a 1, qui n’est divisible que par les polynomes constants ou par les polynomes de la forme
AP ou A est un scalaire non nul.

Voici un exemple fondamental :

Proposition 8.6.2 Soit P un polynome de degré 1. Alors P est premier.

Preuve : Si Q est un diviseur de P, comme P # 0, deg(Q) = 0 ou deg(Q) = 1. Dans le premier
cas, @ est un polynéme constant. Dans le second, @ est un polynome de degré 1, et le quotient de P
par @ est un polynome constant. Donc @ est de la forme AP avec A # 0. Par conséquent, P est un
polynéme premier.

Le théoreme suivant affirme que tout polyndéme possede des diviseurs premiers :

Théoréme 8.6.3 Soit A un polynéme, avec deg(A) > 1. Il existe un polynéme premier qui
divise A.

Preuve : Notons Z ’ensemble des polynomes de degré supérieur ou égal & 1 qui divisent A.
Notons que Z est non vide car A appartient & Z. Soit maintenant

E={neIN"|3B eZIavecn=deg(B)}.

Comme A appartient & Z, n = deg(A) appartient & E. Donc E est une partie non vide de IN et posseéde
un plus petit élément, noté p. Par définition de E, il existe un polynéme P € T de degré p. Comme
PeZ, p=deg(P)>1.

Montrons que P est premier. Soit ) un polynéme qui divise P. Alors @ divise aussi A, car, comme
P €I, P divise A. Il y a alors deux possibilités :

- soit deg(Q) = 0, c’est-a-dire que @ est constant,

- soit deg(Q) > 1, et donc deg(Q) appartient & E. Or p = deg(P) est le plus petit élément de E.
Donc deg(Q) > deg(P). Comme @ divise P, il existe un scalaire non nul A tel que @ = AP.

On a prouvé que, si @ divise P, alors soit @ est constant, soit @ est de la forme AP avec A # 0.
Donc P est un diviseur premier de A.

8.7 Décomposition d’un polynome en facteurs premiers

Théoréme 8.7.1 Tout polyndme non nul A peut s’écrire d’une maniére unique sous la forme :
A= NP .. (Py)km

ou X\ est un scalaire non nul, Py, ..., P, sont des polynémes premiers et normalisés distincts
et ki,...,ky sont des entiers strictement positifs.
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Remarque 8.7.2 L’unicité signifie ici que si on a deux expressions de cette forme :

A= M(P)" . (Po)r =X (Q1) ... (Qn)"™

avec A1 et Ay des scalaires non nuls, Pi,..., Py (respectivement Q1,...,Q,) des polynomes
premiers et normalisés distincts et ky, ..., ky, (respectivementry, ..., r,) des entiers strictement
positifs, alors m =n, \y = Ay et, pour tout i € {1,...,n}, il existe un indice j € {1,...,n} tel

que Py = Q; et ky =r;j.

Preuve : On ne démontre que 'existence. On raisonne par récurrence généralisée sur le degré de
A. Si deg(A) = 1, le résultat est évident car A est premier.

Supposons le résultat vrai pour tous les polynémes de degré inférieur ou égal a n, n > 1. Montrons
qu’il est encore vrai pour les polynémes de degré n + 1. Soit A un polynéme de degré n + 1. D’apres
le théoréeme 8.6.3, le polynéme A posseéde un diviseur premier, noté P. Posons B = %.

Il y a alors 2 cas : soit B est constant, et alors le résultat est démontré. Soit deg(B) > 1, et on
a alors 1 < deg(B) < deg(A) = n + 1. Par hypothese de récurrence, il existe alors un scalaire A # 0,
des polynomes premiers et normalisés distincts Pi, ..., P, et des entiers strictement positifs k1, ..., kmn
tels que

B =P .. (Pn) .

Donc
A=AP(P)F .. (Py)km

et A possede une décomposition en facteurs premiers.
Par récurrence, on en déduit l'existence de la décomposition pour tout polyndéme A.

Proposition 8.7.3 Application au calcul du pged et du ppcm : Soient A et B deux
polynomes non nuls de degré supérieurs a 1. On suppose que

A=A (P)F . (Pp)Fm et B=Xo(P)" ... (Py)"™

avec A1 et Ao des scalaires non nuls, Py, ..., Py, des polynomes premiers et normalisés distincts
et ki,...,km (respectivement r1,...,7y) des entiers positifs ou nuls (de fagon a avoir une
écriture commune pour A et B). Alors

pged{A, B} = (Py)mintkrrd (P, )mintknrad ot ppem{A, B} = (Py)mexthurd (B, et

8.8 Racine d’un polynoéme

A partir de maintenant, nous sommes obligés de faire une nette distinction entre le cas
réel et le cas complexe. Afin de ne pas trop alourdir les énoncés, on introduit la notation k
qui signifie indifféremment IR ou €, et k[X] qui signifie IR[X] ou €[X]. La notation k signifie
toujours la méme chose a l'intérieur d’un méme énoncé.

Définition 8.8.1 (Racine) Soit P un polynime de k[X| et a € k un scalaire. On dit que «
est une racine de P si P(a) = 0.

Exemple 8.8.2 Le polynéme P(X) = X2 + 1 n’a pas de racine réelle, mais a pour racines
complezes i et —1i.

m}
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Lemme 8.8.3 Soit P(X) = aX + b un polynome de k[X] avec a # 0. Alors P posséde une, et
une seule, racine dans k.

Preuve : 1l est clair que la seule racine de P est —b/a.

Lemme 8.8.4 Si P|Q et a est une racine de P, alors « est une racine de Q.

Preuve : En effet, comme P divise @, il existe un polynéme A tel que Q = AP. Alors Q(«) =
A(a)P(a) =0 car P(a) =0.

La caratérisation suivante des racines joue un role essentiel dans toute la suite :

Théoréme 8.8.5 Soit P € k[X] et o € k. Alors a est une racine de P si et seulement si
(X — ) divise P dans k[X].

Preuve : On suppose d’abord que a est une racine de P. Pour montrer que (X — «) divise P,
notons @ et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par (X — a) :

P(X)=Q(X)(X —a)+ R(X) et deg(R) < deg(X —a) =1.
Comme deg(X — a) = 1, R est un polynoéme constant. Or
0= P(a) = Q(a).0+ R(a) = R(a)

car « est une racine de P. Donc le polynome constant R est nul, ce qui prouve que (X — ) divise P.
Réciproquement, si (X — «) divise P, alors comme « est une racine de (X — ), « est aussi une
racine de P.

Corollaire 8.8.6 Soient n un entier naturel et P un polynome de degré inférieur ou égal a n.
Si P a au moins n + 1 racines distinctes, alors P est égal au polynéme nul.

Preuve : On fait la preuve par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est vrai car un polynéme constant
qui s’annule en au moins un point est identiquement nul.

On suppose que le résultat est vrai pour n. Montrons-le pour n + 1. Soit P un polynéme de degré
au plus (n + 1), qui posseéde au moins (n + 2) racines distinctes a1, ..., ant+2. On sait alors que P est
divisible par (X — an42). Soit @ tel que P(X) = Q(X)(X — an2). Comme le degré de P est au plus
n+ 1, le degré de Q est au plus n. Montrons que a1, ..., an+1 sont des racines de Q. En effet

Vi € {1, o,n+ 1}, P(Ozz) =0= (Oéi — oanrg)Q(ai) .

Comme «; # ant2 sii € {1,...,n+ 1}, cette derniére égalité montre que Q(a;) = 0. Donc, pour tout
1€ {1,...,n+ 1}, a; est une racine de Q. Nous avons montré que le polynéme @, de degré au plus n,
possede au moins n + 1 racines distinctes. L’hypotheése de récurrence affirme alors que @ est nul. Donc
P = (X — any2)Q Pest aussi.

Le théoreme suivant est souvent appelé théoréme fondamental de 1’algebre :
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Théoréme 8.8.7 (dit de d’Alembert) Soit P € C[X] un polynome non constant. Alors P
possede au moins une racine compleze.

On dit aussi que € est algébriquement clos. La démonstration de ce résultat est difficile et
hors programme.

Corollaire 8.8.8 Les polynomes premiers de T[X] sont les polynomes de degré 1.

Preuve : Soit P un polynome de degré 1. Alors nous avons déja montré que P est premier.

Réciproquement, soit P un polynéme premier de ¢[X]. Comme deg(P) > 1, P n’est pas constant.
Donc le théoréme de d’Alembert affirme que P posseéde au moins une racine o € €. Donc (X — ) divise
P. Comme P est premier, cela implique qu’il existe une constante 8 € € telle que P(X) = 3(X — a)
et prouve que P est un polynome de degré 1.

On en déduit la factorisation en facteurs premiers d’un polynéme de ¢{X].

Théoréme 8.8.9 Soit P un polynéme de A[X], aq,...,an les racines distinctes de P dans (.
1l existe alors une constante 3 € @*, et des entiers strictement positifs k1, ..., k, tels que

P(X)=B(X —a) . . (X —an)k .

De plus, le degré de P est k1 + ko + ...+ k,.

Preuve :C’est une conséquence immédiate du théoréme de factorisation en facteurs premiers d’un
polynéme et de la caractérisation des polynémes premiers de ¢[X].

Nous cherchons maintenant & caractériser les polynomes premiers de IR[X]. Pour cela, nous
avons besoin de deux résultats préliminaires :

Lemme 8.8.10 Soit P un polynéme de IR[X] et o € € une racine de P dans C[X].
Alors le conjugué de o, noté &, est aussi une racine de P.

Preuve : En effet, si P(X) = ao + a1 X + ... + an X", « est une racine de P signifie que
ao +aia+ ...+ ana™ = 0. Prenons le conjugué de cette expression :

O=aotaia+...Fapa® =G +a1@+...+a,a"” =ap+a1&+ ...+ aa@" = P(a)
car les coefficients a; sont réels. Ceci prouve que & est une racine de P.
[

Lemme 8.8.11 Soient P et Q deux polynémes de IR[X]. On suppose que Q divise P dans
TX]. Alors Q divise P dans R[X].

Preuve : Par hypothese, il existe un polynéme R € [X] tel que P = QR. Montrons que les
coefficients de R sont en fait réels. En effet, comme P et ) sont des polynémes réels,

P=P=QR=QR=QR.

Donc R est également le quotient de P par Q. Ce quotient étant unique, cela prouve que R = R,
c’est-a~dire que R est a coefficients réels.
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Nous décrivons maintenant les polyndémes premiers de IR[X].

Théoréme 8.8.12 Soit P un polynome de IR[X]. Alors P est premier si et seulement si, soit
deg(P) =1, soit deg(P) =2 et P n’a pas de racine réelle.

Preuve : Montrons d’abord que, deg(P) = 1, ou si deg(P) = 2 et P n’a pas de racine réelle,
alors P est premier. Si deg(P) = 1, nous avons vu que c’est bien le cas. Supposons maintenant que
deg(P) = 2 et que P n’a pas de racine réelle. Si Q € IR[X] est un diviseur de P, alors, comme P # 0,
on a deg(Q) = 0, 1 ou 2. Supposons un instant que deg(Q) = 1. Alors @ posséde une racine réelle
a € IR. Or @ divise P, donc « est aussi une racine de P. C’est impossible car P n’a pas de racine réelle
par hypotheése. Donc soit deg(Q) = 0, et Q est alors constant, soit deg(Q) = 2 = deg(P), et, comme Q
divise P, il existe un réel non nul A tel que @Q = AP. Ceci prouve que P est premier.

Réciproquement, supposons que P soit un polynéme premier. Comme deg(P) > 1, P posséde au
moins une racine «, réelle ou complexe (cf théoreme de d’Alembert). Si « est réel, alors le polynéme
réel (X — a) divise P. Comme P est premier, il existe 8 € IR" tel que P(X) = (X — «). Donc P
est de degré 1. Supposons maintenant que o ¢ IR. Alors le conjugué de a, noté @, est différent de o
et est aussi une racine de P. Les polynémes (X — ) et (X — @) divise P dans ¢[X]. Ces polynémes
sont premiers (car de degré 1), et distincts, car a # @. Donc ces polynémes sont premiers entre eux.
Comme chacun d’eux divise P dans €[X], leur produit (X — a)(X — @) divise aussi P dans ¢{X]. Or

(X —a)(X —a) = X - 2Re(a)X + |of?

est un polynéme réel. Donc X? — 2Re(a)X + |af? divise P dans IR[X]. Comme P est premier, il existe
une constante 3 € IR* telle que P(X) = B(X? — 2Re(a)X + |a|?), et P est un polynéme de degré 2
sans racine réelle.

8.9 Dérivée d’un polynome et formule de Taylor

Définition 8.9.1 (Dérivée) Soit P un polynéme de k[X], P(X) = ap+ a1 X +...a, X" =

Z apX*. Le polynome dérivé de P, noté P’, est le polynoéme
k=0

P'(X) =ay +2a:X +3a3X7 + ...+ na, X" ' =" kap XF
k=1

Notons en particulier que :

Proposition 8.9.2 Si P € k[X] et si deg(P) > 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1.

Proposition 8.9.3 Si P, et P, sont deux polynomes de k[X|, et si A € k, alors
1. Dérivée d’une somme : (P, + P,) = P/ + P},
2. Dérivée du produit par un scalaire : (AP) = AP/,
3. Dérivée d’un produit de polynémes : (P, P;) = P[P, + P, Pj.
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Preuve : Seule la derniére assertion pose vraiment une difficulté de démonstration, c’est donc elle
seule que nous démontrons. Remarquons d’abord que le résultat est vraisi P;(X) = X™ et P2(X) = X™.
En effet,

(PP (X) = (X747 = (m 4 ) X"

tandis que
P{(X)P(X)+ P (X)Py(X) =mX" ' X"+ X" (nX" ") = mX™ T pn X = (mgn) XM

Démontrons maintenant le résultat dans le cas général. Soient P(X) = Y7 arX® et Pp(X) =

E:'L:o b; X% Alors
(PP) (X) = (Dp_y >y anbi X )’

Dm0 2apo arbi (XYY

D oheo Dono arbi (XF)' X7 4+ X*(X7))

Dm0 Daie oakb (XEYXY) + (g 2o axbi X (X))

D oo k(X /) (Zz: bX) ( ; aka) (Zz 0 bi(X )

P{(X)P2(X) + Pi(X)Py(X)

Définition 8.9.4 (Dérivées nieémes) Pour n € IN*, on définit par récurrence la dérivée
niéme d’un polynéme, notée P™ :

PW(X) = P'(X) et, si P™ q été défini, alors P("+1) = (P<">)’.

Par convention, on notera P(9) = P.

Proposition 8.9.5 Exemple fondamental
Si P(X)=X" (avec m > 1), alors

VEk € {0,...,m}, PP (X) =

et
VE>m+1, PP(X)=0.

Preuve : On fait la preuve par récurrence sur k. Pour k = 0 et k = 1, c’est évident.
On suppose le résultat vrai pour £ > 1, et on le montre pour k + 1. L’hypothése de récurrence

affirme que, si k < m, alors P%*)(X) = k),Xm , et si k> m, alors P (X) = 0.
Supposons d’abord k + 1 < m. On derlve I’égalité P(k)(X) o= k),Xm ko
! ml
P+ (xy — m! RS il : xm—k-1
X) =G m—#) (m—k—1)! ’

ce qui est le résultat désiré. Si k = m, alors P<k)(X) est un polynoéme constant. Donc sa dérivée est
nulle : P*+Y(X) = 0. Finalement, si k > m, alors P*)(X) est nul, donc P*+V(X) = 0. Nous avons
montré le résultat au rang k + 1.

Par récurrence, on en déduit le résultat pour tout k.
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Théoréme 8.9.6 (Formules de Taylor) Soient n un entier naturel et P un polyndme de
k[X] de degré au plus n. Alors, pour tout o € k, on a

Preuve : Démontrons d’abord la formule pour les polynémes P;(X) = X* (i € {0,...,n}) :

A

Xfak & X*Clk Z’ ik i Z' ~
Z%P; )(a)zz%(i_k)!& k) :Zm(x_a)ka( k)

k=0 k=0

Appliquons la formule du bindéme de Newton a cette égalité :
: il k (i—k) _ i_ yi_ p

Donc la formule est démontrée pour les polynémes P;(X) = X ¢

Montrons-la maintenant pour un polynéme P quelconque de degré inférieur ou égal a n : P(X)=
Z?:O X' = Z?:O a; P;(X).

Z (X;i!a)kp(k)(a) - Z (X;i'a)k <Z aiPi(k>(C¥)> _ Z a (Z (X;!a)kpi(k)(a)>

k=0 k=0 i=0 i=0 k=0
Or nous avons déja montré la formule de Taylor pour les polynémes P;. Donc

n n

Z%P(’”(a) =Y aP(X) = P(X).

k=0 i=0

8.10 Multiplicité d’une racine

Théoréme 8.10.1 (Multiplicité d’une racine) Soit P un polynéme non nul de k[X] et o €
k une racine de P.

1l existe un unique entier k € IN* tel que
a) (X — a)* divise P,

b) (X — )kt ne divise pas P.

On dit que la racine a est de multiplicité k.

Une racine de multiplicité 1 est également appelée racine simple, une racine de multiplicité
2, racine double, etc...

Preuve : Montrons d’abord qu'il existe un entier k > 1 tel que (X — ) divise P et (X — a)**+?
ne divise pas P. Soit A I’ensemble des entiers naturels n tels que (X — )™ ne divise pas P. Alors A
est non vide car, comme P est non nul, n = deg(P) appartient & A. Soit k le plus petit élément de A.
Alors k > 1 car (X — a) divise P, et donc 0 ¢ A. De plus, comme k appartient & A, (X — o) ne
divise pas P. Enfin, comme k est le plus petit élément de A, I’entier naturel k — 1 n’appartient pas a A,

et donc (X — a)k divise P. Donc nous avons prouvé ’existence d’un entier k possédant les propriétés
désirées.
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Montrons maintenant que cet entier est unique. Soit n > 1 un autre entier tel que (X — «)™ divise
P et (X —a)™"! ne divise pas P. Notons que n appartient & I’ensemble A défini plus haut. De plus,
pour tout entier m < n, le polynéme (X — o)™ divise (X — a)™, et donc divise P. On a donc montré
que, pour tout entier m < n, m n’appartient pas a A. Donc n est le plus petit élément de A, et n = k.

Théoréme 8.10.2 Soient P un polynéome non nul de k[X], a € k une racine de P et k un
entier naturel non nul.
Alors a est de multiplicité k si et seulement si

vn e {0,....k—1}, P™(a)=0et P®(a)#£0.

Preuve : Soit r > 1 le plus grand entier tel que Vn € {0,...,r — 1}, P<”)(a) = 0. Un tel entier
existe car, si P est de degré d, alors P(? est un polynoéme constant et non nul. Donc P(¥ (a) # 0. Notre
objectif est de montrer que r est la multiplicité de la racine a.

Notons d’abord que P (a) # 0. Ecrivons la formule de Taylor en « : si deg(P) = m (avec m > 1),
alors

Px) =Y @ P (a) =" ww(a) = (X —a) (Z (X_JWP(”)(a)) :

n=0 n=r n=r

Notons Q(X) le polynome » " %P(")(a). On peut remarquer que Q(a) = % est non
nul.

Donc (X — )" divise P mais (X — a)""! ne divise pas P car sinon, (X — «) diviserait Q, ce qui
est en contradiction avec le fait que Q(a) # 0.

On a donc prouvé que r est la multiplicité de a.

8.11 Applications aux fractions rationnelles

Définition 8.11.1 On appelle fraction rationnelle toute expression de la forme £ o P € k[X],

Q € K[X] et Q £ 0. ¢

Notation : L’ensembles des fractions rationnelles sur k (avec k = IR ou k = @) est noté
k(X).

Proposition 8.11.2 (Forme irréductible d’une fraction rationnelle) Soit R € k(X)
une fraction rationnelle non nulle. Il existe alors un unique couple de polynéomes (P,Q) €
k[X] x k[X] tels que

i) Q # 0 est normalisé,

i) R = g,

i1i) P et QQ sont premiers entre eut.
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Terminologie : Lorsque I'on écrit la fraction rationnelle R sous la forme £ avec P et Q
comme si dessus, on dit que la fraction rationnelle R est mise sous forme irréductible.

La preuve du théoreme étant identique & celle du théoréme correspondant dans (), nous
I’omettons.



86

CHAPITRE 8. LES POLYNOMES



Chapitre 9

Matrices

Dans ce chapitre, nous apprenons les rudiments du calcul matriciel : comment (et quand)
additionner deux matrices, les multiplier, les inverser.

9.1 Définitions et terminologie

9.1.1 Définitions et notations

Définition 9.1.1 (Matrices)
Soient n et p deux entiers non nuls. On appelle matrice a coefficients réels (resp. complexes) la
donnée de n x p nombres réels (resp. complexes) notés

{aij}ie{l,..‘,n}, je{1,...,p}

On représente la matrice sous forme d’un tableau A a n lignes et p colonnes :

ail 14 A1p
A= a1 aij Qip
an1 Qnpj Anp

On dit que a;; est le terme général de la matrice A : le premier indice (ici i) désigne tou-
jours lindice de ligne et le second indice (ici j) Uindice de colonne. On écrit aussi sous forme
condensée : A = (a;;)n.p, 0u encore A = (a;;) s$’il n'y a aucune ambiguité.

j)n,p J

Le couple (n,p) s’appelle le format de la matrice.

On désigne par M, ,(IR) (resp. M, ,(T)) l’ensemble des matrices a coefficients réels (resp.
complezes) a n lignes et p colonnes. Si n = p, on dit que la matrice est une matrice carrée
d’ordre n. Les termes ay; pour 1 < ¢ < n forment la diagonale principale de la matrice de la
matrice A. On note M, (IR) l'ensemble des matrices carrées d’ordre n

9.1.2 Matrices particulieres

Soit A une matrice de M), ;,, c’est une
— matrice-ligne si n =1 et dans ce cas A = (z1,---,xp) € My .

87




88 CHAPITRE 9. MATRICES

Z1
— matrice-colonne si p = 1 et dans ce cas A =

In
— matrice triangulaire supérieure sin =p et

Vie{l,---,n}, Vje{l,--- ,n},i>j=a; =0.
— matrice triangulaire inférieure sin =p et
Vie{l,---,n}, Vje{l,---,n},i <j= a;; =0.

— matrice nulle de M, ,(IR) notée O (le contexte donnera les valeurs de n et p) si tous
ses coeflicients sont nuls.
— matrice élémentaire Ej; ou k € {1,---,n}etl e {l,---,p},

Eri = (€ij)n,p o0t ey = 1 et tous les autres coefficients sont nuls.

Exemple 9.1.2 :

1 1 0 -1
Av=(2],4=(10425), A3=(0 45
3 -1 5 9

A, est une matrice colonne, élément de M3 1(IR), Ay est une matrice ligne, élément de My 5(IR),
Ag est une matrice carrée d’ordre 3, élément de Ms(IR).

0 0 0 O
Eyy=11 0 0 O est une matrice élémentaire de M3 4(IR).
0 0 0 O
4 5 0 1 2 -1
B=| 0 1 3 etC=1 0 0 5 sont des matrices triangulaires supérieures.
0 0 2 0 0 2
et
4 0 0
D=5 10 est une matrice triangulaire inférieure.
0 2 2

Notations On considére la matrice A par la matrice de format n x p dont le terme courant est
Q5.
On note Cj; la jéeme colonne de A donc Cj est une matrice colonne. On notera

A:[Cl7"'7cia"'7cp]'

1 01
. 01 0 L
Exemple 9.1.3 La matrice A = 492 0 de My 3(IR) peut s’écrire
00 3
A=1[C1,C2, 05
ou
1 0 1
0 1 0
Cl = 4 ) CQ = 2 ) C3 = 0
0 0 3
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Dans la suite du chapitre, pour simplifier 'exposé, on étudie les matrices a coefficients réels,
mais les définitions et les propriétés restent vraies pour les matrices a coefficients complexes.
On écrira donc simplement M, ,, au lieu de M, ,(IR) ou M, ,(C).

9.2 Opérations sur les matrices

9.2.1 Egalité de deux matrices

Définition 9.2.1 (Egalité de deux matrices)

Deuz matrices A = (ai;)np et B = (bij)m,q sont égales si et seulement st :
- A et B ont méme format : n=m et p=q

et

-Vie {1,...,71}, Vj e {1,...,p}, Q5 :bij.

9.2.2 Somme de deux matrices de M/,

Définition 9.2.2 Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux éléments de M,,, . On appelle somme de
A et B la matrice C = (c¢;;j) de format (n,p) dont le terme général est :

Vie{l,...,n}, VjE{l,...,p}, cij = Qi + by

On note C = A+ B.

Proposition 9.2.3 (Propriétés de I’addition)

1. elle est commutative :
VYA e My, VB € M, ,, A+B=DB+ A
2. elle est associative :
VA e M, p, VB € M, ,, YC € M, , A+ (B+C)=(A+B)+C.
3. elle admet un élément neutre, qui est la matrice nulle :
VA € M, p, A+0=0+A=A.
4. toute matrice A a un unique symétrique pour ’addition, noté —A :

VAe M,,, A+ (—A)=(-A)+A=0, avec — A =(—a;;) si A= (ai)

Preuve :

1. Si A = (as5) et B = (bi;), le terme général de la matrice A + B est (a;; + bi;), tandis que le
terme général de la matrice B + A est (bi; + aij). Comme (a;; + bij) = (bij + aij), on en déduit
que les deux matrices A+ B et B+ A, qui ont méme format (n,p) et méme terme général, sont
égales.
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2. Si A = (as5), B = (bij) et C = (c45), la matrice B + C' a pour terme général (b;; + ¢i;) et la
matrice A 4 (B + C) a pour terme général a;; + (bij + ¢;;). De méme, la matrice (A + B) + C
a pour terme général (a;; + bij) + ¢ij. Comme a;; + (bij + cij) = (asj + bij) + ¢ij, les matrices
A+ (B+C)et (A+ B)+ C, qui ont méme format (n,p) et méme terme général sont égales.

3. Si A = (asj), comme la matrice O a pour terme général 0, la matrice A+ O a pour terme général
aij +0 = a;5. Donc les matrices A et A+ O, qui ont méme format (n, p) et méme terme général,
sont égales. On vérifie de méme ’égalité O + A = A.

4. Si A = (asj), alors la somme A + (—A) a pour terme général (a;; + (—ai;)) = 0. Comme les
matrices A + (—A) et O ont méme format (n,p) et méme terme général, elles sont égales.
Réciproquement, si B = (b;;) est un symétrique de A, alors on doit avoir A + B = O, c’est-a-
dire a;; + b;; = 0 pour tout ¢ € 1,...,n et tout j € 1,...,p. Donc on a b;; = —a;; pour tout
i€1,...,nettout j € 1,...,p. Par conséquent, toute matrice a un unique symétrique.

9.2.3 Multiplication d’une matrice de M, , par un scalaire

Définition 9.2.4 Soit A = (a;;) une matrice de M, , , et soit A un scalaire (réel ou complexe
suivant le cas). On appelle multiplication de la matrice A par le scalaire X la matrice B = (b;;)
de format (n,p) dont le terme général est

Vie{l,...,ﬂ}, Vje{l,...m}, bij:/\aij.

On note B = \A.

Proposition 9.2.5 (Propriétés de la multiplication par un scalaire)
VAe My, YBe M, ,, Y\ p) € R xR,

1. MA+B) =)+ \B
2. A+ A=XA+puA

3. MpA) = (An)A = p(AA)
4 1A=A

Preuve : On pose A= (a,-]-) et B = (b”)

1. La matrice (A+ B) a pour terme général (a;; +b;;), et la matrice A(A+ B) a pour terme général
(Maij +bi5)). D’autre part, les matrices AA et AB ont pour terme général respectivement (Aa;)
et (Abs;). Donc la matrice AA 4+ AB a pour terme général (Aa;;) + (Ab;;). Comme A(ai;j + bi;) =
(Aasj) + (Absj), on en déduit que les matrices A(A+ B) et AA+ AB, qui ont méme format (n,p)
et méme terme général, sont égales.

2. La matrice (A + u)A a pour terme général ((A + p)as;). D’autre part, les matrices AA et pA
ont pour terme général respectivement (Aas;) et (uai;). Donc la matrice AA 4+ A a pour terme
général (Aaij) + (paij). Comme (A + p)ai; = (Aaij) + (pai;), on en déduit que les matrices
(A+ u)A et AMA 4+ pA, qui ont méme format (n,p) et méme terme général, sont égales.

3. La matrice pA a pour terme général (pai;), et la matrice A(uA) a alors pour terme général
(A(pasiz)). D’autre part, la matrice (Au)A a pour terme général (Auas;;). Comme (A(pas;)) =
(Apai;), on en déduit que les matrices A(uA) et (Au)A, qui ont méme format (n,p) et méme
terme général, sont égales.

L’égalité (Apu)A = u(AA) s’obtient de la méme fagon.
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4. La matrice 1.A a pour terme général la;; = a;;. Donc les matrices 14 et A, qui ont méme
format (n,p) et méme terme général, sont égales.

9.2.4 Produit de deux matrices

Définition 9.2.6 Produit LC (ligne par colonne). Soient une matrice ligne L =

b1
(a1,---,ayn) de Mi, et une matrice colonne C = de M, 1. La matrice produit LC
bn
est la matrice carrée de My définie par :
b1 n
LC = (ay,---,an) | : = aby,.
bn k=1

Cette matrice n’a qu’un seul terme, elle est identifiée a un réel.

1
Exemple 9.2.7 SiL=(z y z)etC=| 2 | alors LC =z +2y+ 3z.
3

Remarque 9.2.8 Si L est une matrice-ligne de My, et C' une matrice colonne de Mg 1, le
produit matriciel LC' n’est possible que si p = q c’est-a-dire, si le nombre de colonnes de L est
égal au nombre de lignes de C.

Définition 9.2.9 Soient A = (a;j)n,p un élément de M, ;, et B = (bij)p,q un élément de M, 4
On appelle produit de A par B la matrice C' de format (n,q) dont le terme général c;; est défini
par :

p
Vie{l,...,n}, VjG{l,...,q}, cl-j:Zaikbkj
k=1

On note C = AB.

Remarque 9.2.10 Le produit de deuxr matrices n’est pas toujours défini. Le produit AB n’a de
sens que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Pour éviter les erreurs , il est conseillé d’adopter la présentation suivante des calculs, pro-
posée ict sur un exemple :

21 01

B=|1 01 0 3

1 01 1

1 2 3 5 3 3 10
A_<012) AB_(QIQ 5)

Cette disposition permet de vérifier que la matrice AB obtenue a le méme nombre de lignes que
A et le méme nombre de colonnes que B ; elle a de plus l'avantage de bien se préter aux calculs
itérés.
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Proposition 9.2.11 (Propriétés du produit matriciel)
Avec les hypothéses convenables pour que les produits existent :

1. le produit matriciel est associatif :
A(BC) = (AB)C
2. il est distributif par rapport a laddition :
A(B+C)=AB+ AC et (A+ B)C = AC+ BC

3. YA€ R,
A(AB) = (A\A)B = \(AB)

Remarque 9.2.12 Le produit matriciel n’est pas commutatif :
— le produit AB peut avoir un sens alors que BA n’en a pas : c’est le cas lorsque A est
une matrice (n,p) et B une matrice (p,q) avec n # q.
— méme si les produits AB et BA ont un sens, les matrices AB et BA ne sont en général

N ) . 1 11
pas du méme format, donc certainement pas égales ; par exemple A = ( 111 > , B=

1 0
-1 -1 alors :
0 1

1 1 1
AB:<8 8>BA= 2 2 -9
1 1 1
— enfin méme dans le cas a priori le plus favorable, c’est-a-dire si A et B sont des ma-

trices carrées de méme ordre n, les deux matrices AB et BA sont aussi des matrices
carrées de méme ordre n, mais en général elles ne sont pas égales. Par exemple A =

1 1 1 1
(1 1>,B:(1 1>al0rs.
0 0 2 2
AB_<O 0>BA_<2 2)

On peut donc avoir AB = O sans que A =0 ou B = 0.

Remarque 9.2.13 AB = AC n’implique pas forcément B = C. Par erxemple A =

1 1 1 0 2 2 0 -1
(1 1>,B:<_1 _1>,C=(_2 _3)ona,AB:AC:(O _1>et

pourtant B # C.

Preuve de la proposition 9.2.11 :

1. Si A = (aij)n,p, B = (bij)qu, C = (Cij)qyr, alors :
La matrice D = BC' a pour terme général D = (di;)pr o0

q
dij = E bikcrj
k=1
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et la matrice E = A(BC) = AD a alors pour terme général E = (e;;)n,» Ol
P P q
€ij = Z aildlj = Z Zailblkckj
1=1 1=1 k=1
D’autre part, la matrice F' = (AB) a pour terme général F' = (fik)n,q OU
P
fi = Z airbug
1=1
et la matrice G = (AB)C = FC a pour terme général G = (gi;)n,» Ol
a a P
gij = Z fikckj = Z Zailblkck]‘
k=1 k=1 1=1

Comme on peut permuter deux sommes finies, on en déduit que les matrices £ = A(BC) et
G = (AB)C, qui ont méme format (n,r) et méme terme général, sont égales.

2. Montrons 1’égalité A(B + C) = AB + AC. Si A = (aij)n,p, B = (bij)p,q, C = (Cij)p,q, alors la

matrice (B+C) a pour terme général (b;; +¢;;) et pour format (p, q). Le produit D = A(B+C)
a alors pour format (n,q) et pour terme général

P

dij = Zaik(bkj + crj) -

k=1

D’autre part, les matrices AB et AC ont méme format (n,q) et pour terme général respectif
(> h_, aikbr;) et (3°F_, aircr;). Donc la matrice E = AB + AC a pour format (n,q) et pour

terme général
P P
€ij = E aixbr; + E aikbr; = dij
k=1 k=1

Comme les matrices D et E ont méme format (n,q) et méme terme général d;; = e;;, on en
déduit que D = F.
L’égalité (A + B)C = AC + BC se montre de méme (attention au format des matrices!).

. Montrons I’égalité A(AB) = A(AB). Si A = (aij)n,p, B = (bij)p,q €t A € IR, alors la matrice AB
a pour format (p,q) et terme général (Ab;;). Donc la matrice C = A(AB) a pour format (n,q)
et terme général

P
Cij = Zaik(Aka‘) .
k=1

D’autre part, la matrice AB a pour format (n,q) et terme général (D} _, airbk;). Donc la
matrice D = A\(AB) a pour format (n,q) et terme général

p
dij = )\ (Z aikb;w) = Cij .

k=1

Comme les matrices C = A(AB) et E = A\(AB) ont méme format (n,q) et méme terme général
Cij = dij, on en déduit l’égalité A()\B) = )\(AB)
L’égalité (AA)B = A\(AB) se montre de méme.
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Proposition 9.2.14 Soient A € M, ,, et B € M,, 4. Notons by, ---,by les matrices colonnes de
la matrice B.
La matrice produit AB est la matrice de My, 4, dont les colonnes sont les vecteurs Aby, - - -, Abg.

Autrement dit :

AB = Alby,---,bg] = [Aby,- -, Aby].

preuve Il suffit de reprendre la régle ligne colonne.

]
Exemple 9.2.15
1 2 3 2 00
2 31 0 0 1])=(a b ¢)
3 1 2 1 0 0
avec
1 2 3 2 5
a=12 3 1 0l=15
3 1 2 1 8
1 2 3 0 0
b=(2 3 1 0]=160
3 1 2 0 0
1 2 3 0 2
c=(2 3 1 1f=13
3 1 2 0 1
donc
1 2 3 2 00 5 0 2
2 31 0 0 1|=1|5 0 3
3 1 2 1 00 8§ 0 1
Cette régle présente un intérét lorsque une matrice comporte une ou des colonnes de 0.
x
Proposition 9.2.16 Soient A € M,, et x = : une matrice colonne. Notons
T

Aq,---, A, les colonnes de la matrice A.
Le produit de A par x noté Ax est la combinaison linéaire des colonnes de A c¢’est-a-dire

T n
Ax=[Ay,---, An] | - =$1A1+"'+$nAn=Z$kAk-
k=1

Tn

preuve On note a;; le terme courant de la matrice A. Le produit Y = Ax est une matrice colonne
Y1

de format p lignes et une colonne. On note ¥ = : et pour tout 1 <7 < p, on a

Yp

n

Yi = g AikTk

k=1
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donc
n A1k n
50 B I o
k=1 Ank k=1
[
Exemple 9.2.17
1 0 0 1 1 0 0 1
(2 0)(2) 1 (a) =2 (1)~ (0)-(2)
1 4 5 6 7
Exemple 9.2.18 C=| 2 |etL=(4 5 6 7),alorsCL=[4C,5C,6C,7C]=1 8 10 12 14
3 12 15 18 21

9.2.5 Transposée d’une matrice

Définition 9.2.19 Soit A = (a;j)n,p une matrice de M, ,. On appelle transposée de A la
matrice A" = (a};)pn de format (p,n) dont le terme général est
vie{l,...,p}, Vje{l,...,n}, a;j:aﬁ.

On la note A’ = AT.
Proposition 9.2.20

1.VAe M, ,, VB e M,,, YA€ R, (A+B)T = AT + BT et (\A)T = 2\AT.

2. VA€ M,,, (AT)T = A.

3. VAeM,,, VB e M,,, (AB)T = BT AT.

Preuve :

1. Si A= (aij)n,p et B = (bij)n,p, alors la matrice A+ B a pour terme général (a;; + b;;) et pour
format (n,p), et donc la matrice (A+ B)T a pour terme général (a;; +b;;) et pour format (p,n).
D’autre part, les matrices A7 et BT ont pour terme général respectivement (aj;) et (bj;), donc
la matrice AT + BT a pour terme général (a;; +b;:) et pour format (p,n). Les matrices (A+B)T
et AT + BT ont méme format (p,n) et méme terme général. Elles sont donc égales. On montre
de méme l'égalité (AA)T = XAT.

2. Si A = (aij)n,p, la matrice AT a pour terme général (aj;) et pour format (p,n). Donc la matrice
(ATYT a pour terme général (a;) et pour format (n,p). On en déduit I'égalité (AT)T = A.

3. Si A= (aij)npet B=(bij)pq,alors AB apour format (n, q) et pour terme général (Y _, airbs;).
Par conséquent, la matrice C = (AB)T a pour format (¢,n) et pour terme général

P
Cij = E ajkbri -
k=1

D’autre part, les matrices AT et BT ont pour format respectif (p,n) et (g,p) et pour terme
général (a;;) et (bj;). Le produit D = BT AT existe donc, a pour format (g,n) et pour terme

général
P
dij = E briajr = cij
k=1
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Les matrices C' et D ont méme format (g,n) et méme terme général c;; = d;;. Elles sont donc
égales.

Définition 9.2.21 (Adjointe d’une matrice)
Soit A = (ai;) une matrice de M, ,(€) (a coefficients complezes). On appelle adjointe de A la
matrice A" = (aj;) de format (p,n) dont le terme général est

vie{l,...,p}, Vje{l,...,n}, aj; = ayi -

(ici Z désigne le conjugué du complexe z). On note A’ = A*.

9.3 Les matrices carrées

Nous allons étudier dans ce paragraphe les matrices carrées de format (ou d’ordre) n. Toutes
les propriétés vues dans le cas général restent bien entendu valables, mais nous allons voir que ces
matrices possedent en plus des propriétés particulieres. L’ensemble des matrices carrées d’ordre
n & coefficients réels (resp. complexes) se note M, (IR) (resp. M,,(C)) et plus simplement M, .
Comme ci-dessus nous faisons ’exposé dans le cas réel.

9.3.1 Quelques matrices carrées particulieres

— si A = (ai;)n est une matrice carrée d’ordre n, les termes a;; constituent la diagonale
principale de A.

— une matrice A = (a;;),, est diagonale si tous ses termes sont nuls, sauf peut-étre ceux
de la diagonale principale :

V(i j) € {1,...,n}?, i#j = a;=0.
— la matrice identité d’ordre n, notée I,, est la matrice diagonale dont tous les termes

diagonaux sont égaux a 1. Dans le cas ou il n’y a pas de risque d’ambiguité sur 1’ordre
de la matrice, on la note plus simplement [ :

o~ O
= o O

1
Exemple : sin =3 Is=1 0
0

— une matrice A est scalaire si ¢’est une matrice diagonale dont tous les termes diagonaux
sont égaux :

Ascalaire & dNe R, A=\,

— une matrice A est symétrique si elle est égale & sa transposée : A = AT,
— une matrice A antisymétrique si elle est égale & I’opposée de sa transposée : A = —AT.

— dans le cas complexe, une matrice A est auto-adjointe si elle est égale a son adjointe :
A= A*
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9.3.2 Opérations dans M,

Proposition 9.3.1
Si I, est la matrice identité définie ci-dessus, on a :

VAe M,, AL, =1, A=A.

On dit que I, est élément neutre pour la multiplication. De maniére plus générale pour toute
matrice A de format (n,p), on a
I,A=Al, = A.

Preuve de la proposition : Montrons 1'égalité Al, = A. Si A = (aij)n et In = (bij)n, alors
le produit A, a pour format (n,n) et terme général (Z:Zl aikbi;). D’apres la définition de I, on a

. 0 sii#j
V(i g) € {L,...,n}%, bw:{l Sic

Donc le terme général de la matrice Al, est (Zzzl aikbr; = aij), ce qui prouve l'égalité AI, = A.
On montre de méme que I, A = A et les derniéres égalités.

9.3.3 Puissances d’une matrice carrée

Définition 9.3.2 Soit A une matrice de M, (IR). Les puissances de A sont définies par
récurrence :

A’ =1, A'=AetVpe N, APTH = APA = AAP.

Les preuves des propositions suivantes sont laissées en exercice.

Proposition 9.3.3 Puissance niéme d’une matrice diagonale Pour tout entier naturel
p, on a

ap -~ 0 \? a 0
0 Gn, 0 ab

Proposition 9.3.4 On a
1. Si I, est la matrice unité de M,,(IR) alors pour tout entier p, I = I,

2. Pour tous entiers positifs p et q, pour toute matrice A de M,,(IR)
AP A9 = APTT — AYAP et (Ap)q — APY = (Aq)P_

3. Pour tout entier p positif et pour tout réel A : (AA)P = AP AP,
4. Pour tout entier positif p et pour toute matrice A de M, (IR), t*(AP) = (*A)P.
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Définition 9.3.5 Une matrice A de M, (IR) est dite nilpotente s’il existe un entier positif m
tel que : A™ = O. Remarquons qu’alors, pour tout p > m, AP = O.

0 1

Exemple 9.3.6 Soit A = (0 0

),onaAQZO.

Proposition 9.3.7 Formule du binéme Soient A et B deux matrices de M, (IR). Si A et
B commutent (AB = BA), on peut appliquer la formule du binéme de Newton :

p
D\ gk pp—k
Vpe N, (A+ B)P = A¥BPTF,
pe N, (A+B) ;;:o(k>

On rappelle que

P
Cas particulier : si B=1, (A+1)? = Z (i) AF.

Exemple 9.3.8 Soit A = , on peut écrire

o O =
S =N
— W N

A=I;+B, ot B=

o O O
S O N
S W N

0 0 6
On vérifie que B> = [ 0 0 0| et B> = 0 donc pour tout entier k > 3, B¥ = 0. On
0 0 0
applique la formule du binome de Newton puisque B et I3 commutent donc pour tout entier n
A" = (B+ID)"
= > ()8
k=0 <k
-1
— ILi+nB+ ”(”T)B2
1 2n 2n+3n(n—1)
= 0 1 3n

0 0 1
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9.3.4 Matrices inversibles

Définition 9.3.9 (Matrices inversibles)

Soit A une matrice de M,. On dit que A est inversible ou régquliére s’il existe une matrice B
de M, telle que :

AB=BA=1, .

Dans ce cas, la matrice B est unique et s’appelle linverse de A. On note B = A™1.

Preuve de 1’unicité : Supposons qu'’il existe deux matrices By et Bz telles que
AB1 = BiA=1,=ABs = B2A .
Comme AB; = I, on a, en multipliant cette égalité a gauche par By :
Bo(AB) = Bol, .

Or
B3y(AB1) = (B2A)B1 = 1,B1 = Bx et ByIl, = B> .
On en déduit que B; = Bo.

Théoréme 9.3.10 (admis) Soit A et B deux matrices de M,,. Si AB = I,,, alors A et B sont
inversibles et B = A71.

Proposition 9.3.11 (Produit de deux matrices inversibles)
Soient A et B deux matrices inversibles de M, : alors le produit AB est inversible et

(AB)™' =B7'At.

Preuve : Calculons le produit (BilAfl) (AB) :

(B_IA_I) (AB) = B '(A-1A)B par associativité
= B 'I,B par définition de B!
= B 'B
= I,

On montre de méme que
(AB) (B™'A™Y) =1,
et on en déduit que AB est inversible et d’inverse (B_IA_I).

Proposition 9.3.12 (Transposée d’une matrice inversible)
Si A est une matrice carrée inversible, alors AT est inversible et

(AT)—I _ (A—I)T .

De méme dans le cas complexe, A* est inversible et (A*)™1 = (A~1)*.
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Preuve : En transposant P’égalité AA~! = I,,, on obtient
AHYTAT =) =1, .
De méme, en transposant I’égalité A~'A = I,,, on obtient
AT(A—I)T —1,

On en déduit que AT est inversible et que son inverse est (A~)7.
La démonstration pour ’adjointe est identique.

Proposition 9.3.13
Si A est inversible, et si AB = AC (respectivement BA = CA) alors B=C.

Preuve : On multiplie I’égalité AB = AC, & gauche, par A~ pour obtenir
AN (AB) = A7 (AC)
Par associativité, on obtient :
AY(AB)=(A"'A)B=1,B=B

De méme, A™*(AC) = C. Donc B = C.
L’autre égalité s’obtient de la méme fagon, en multipliant & droite ’égalité BA = C A par A~ 1.



Chapitre 10

systemes linéaires

10.1 Définitions et écriture matricielle

Définition 10.1.1 On appelle équation linéaire & p inconnues (x1, T2, - -+, xp) une équation de
la forme : a1z + agxo + - -+ apry = b 0 ay,az,---,a, et b sont des réels.
On appelle systéme linéaire de n équations & p inconnues (x1,x2,- -, xp) tout systéme (S) de
la forme :

a11%1 + a12T2 + - a1pTp, = by

Ap1x1 + Ap2Xo + - -+ AppTp = bn
ot pour tout 1 <i<metl<j<p, ay €Ik etbh €R.
Les inconnues de (S) sont x1,- -+, iy, Tp.

Les coefficients de (S) sont les réels a;j;, ils sont affectés d’un double indice, le premier, i,
est lindice de l’équation, le second, j, l'indice de l'inconnue : a;; est le coefficient de la jéme
inconnue dans la ieme équation.
b1
Le second membre de (S) est la matrice b= |
bn
(S) est dit homogéne lorsque le second membre est nul.
Le systéme homogéne associé a (S) est le systéme (S’) obtenu & partir de (S) en remplagant le
second membre par le vecteur nul de IR™.
1
Une solution de (S) est une matrice & = qui vérifie les n équations.
Lp
Résoudre (S) c’est déterminer toutes les solutions de (S). Il n’y a que trois situations
— (S) est dit impossible s’il n’admet aucune solution.
— (S) est dit indéterminé s’il admet plusieurs solutions.
— (S) admet une solution unique.
De plus on dit que (S)est un systéme de Cramer sin = p et s’il admet une solution unique.
Deuz systemes (S) et (S') sont dits équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions.

101
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Définition 10.1.2 Ecriture matricielle On appelle A la matrice des coefficients du systeme
A = (aij)i<i<ni<j<p » La iéme ligne de la matrice A contient les coefficients de la iéme
équation. La jéme colonne de la matrice A contient les coefficients de la jéme inconnue. Le
systéme s’écrit

Az =1b.
Exemple 10.1.3 Soit le systeme
0 4+y+z = 2
y+2z = -1
52 = )
La matrice du systéeme est
2 1 1
A=(0 1 2
0 0 5
et
T 2
z=[|y | ,b=| -1
z 5

10.2 Systemes faciles a résoudre

10.2.1 Systemes triangulaires

Définition 10.2.1 Un systéme (S) est dit triangulaire si la matrice du systéme est triangulaire
sans valeurs nulles sur la diagonale.

On admet le résultat suivant :

Proposition 10.2.2 Tout systéme linéaire triangulaire de n équations a n inconnues admet
une solution unique, c’est un systeme de Cramer.
En particulier 'unique solution d’un systéme linéaire triangulaire homogéne est le vecteur nul.

Exemple 10.2.3 Soit le systeme

2e+y+z = 2
y+2z = -1
5z = )
2 1 1
C’est un systéme triangulaire car la matrice A = | 0 1 2 | est triangulaire sans valeurs
0 0 5

nulles sur la diagonale.

Ce systéme se résout "de proche en proche” (en commengant par la derniére équation) par la
méthode dite de ”substitutions remontantes”. La derniére équation donne z = 1. En reportant
dans la deuziéeme on trouwve y + 2 = —1 ce qui donne y = —3. En reportant les valeurs trouvées
pour z ety dans la premiére équation on obtient : 2o —3+1 = 2 soit 2o = 4 c’est-a-dire x = 2.
le systeme admet une solution unique t =2 ,y= -3, z2=1.
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10.2.2 Systemes échelonnés

Exemple 10.2.4
1 +x9+223+24 = 5
21‘3 — 4.’174 = 0

Ce systeme se ramene o un systeme triangulaire en l’écrivant sous la forme :

{I1+2I3 571‘271’4 <:>{SC1 57.%275564

T3 = 224 T3 = 224

Le dernier systéeme admet une infinité de solutions. Il est indéterminé. Une solution s’obtient
en choisissant arbitrairement des valeurs pour xo et x4 et en calculant les valeurs correspon-
dantes de x1 et x3. On dit que x5 et x4 sont des parameétres.

On peut écrire 'ensemble des solutions sous la forme suivante, dite représentation pa-
ramétrique du systéme :

5— T — 51‘4
T
{ 24 , Ty € IR, $4EB}
Ty

1 1 2

1 J) . . .
00 2 _4> . Elle n’est pas triangulaire mais

La matrice du systéme s’écrit : A = (

vérifie la définition suivante.

Définition 10.2.5 Une matrice échelonnée en ligne est une matrice telle que
— chaque ligne commence par plus de zéros que la ligne précédente, le premier élément non
nul de chaque ligne s’appelle pivot.
— Si une ligne est nulle, alors toutes les lignes suivantes sont nulle.

Exemple 10.2.6 Les deux matrices des systémes précédents sont échelonnées en ligne. La
premiére a 3 pivots. La deuziéme a 2 pivots.

1 2 3 4 5 1 2 00 (1) ? 8 ;l
Les matrices B= (0 0 1 2 3]|],C={(0 3 0 0 et D = 00 0 1
0 00 01 0 0 0 O 000 0
sont échelonnées en ligne. B a 8 pivots. C a 2 pivots. D a 8 pivots
001 2) . (020 4 0231
Les matrices £ = F = ,G=10 4 0 5 | nesont pas
0 01 3 5 0 1 2 6 0 0 1
0 0 0 1

échelonnées en ligne.

Les pivots d’une matrice échelonnée en ligne forment un échelon (une marche) d’un escalier
qui descend du haut a gauche vers le bas a droite. La matrice E n’est pas échelonnée en lignes
car on saute brutalement deux marches!

Les matrices triangulaires supérieures n’ayant aucun zéro sur la diagonale principale sont
échelonnées en ligne.

Par contre pour les matrices triangulaires supérieures qui ont des zéros sur la diagonale
principale. Il faut raisonner au cas par cas. La matrice D est échelonnée en ligne. La matrice
FE n’est pas échelonnée en ligne.
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Proposition 10.2.7 Pour une matrice échelonnée en ligne comportant n lignes et p colonnes,
on a
nombre de pivots < min(n,p).

preuve Pour une matrice échelonnée en ligne, le nombre de pivots est égal au nombre de lignes non
nulles. Donc le nombre de pivots est inférieur au nombre de lignes.

Par ailleurs, tous les éléments d’une colonne situés sous un pivot sont nuls car un pivot est le premier
élément non nul d’une ligne. Les lignes suivantes doivent avoir au moins un zéro de plus en téte. Donc
le nombre de pivots est inférieur au nombre de colonnes.

Définition 10.2.8 Un systéme (S) est dit échelonné si sa matrice est échelonnée en ligne.
Un systéme triangulaire est échelonné.

La méthode de Gauss, appelée aussi méthode du pivot, est une méthode systématique qui
consiste, en un nombre fini d’étapes, & transformer un systéme (S) quelconque en un systéme
échelonné (T') équivalent & (.5).

A chaque étape de cette méthode, nous utiliserons les opérations sur les lignes, dites opérations
élémentaires, et définies dans le paragraphe suivant.

10.3 Opérations élémentaires sur les lignes

10.3.1 Définition et propriété

Soit (S) un systeme de n équations & p inconnues. Pour tout entier 1 < ¢ < n, on note L; la
ieme équation de (.5), appelée aussi la ieéme ligne de (5).

Définition 10.3.1 On appelle opération élémentaire sur les lignes l'une des trois transforma-
tions suivantes :
— cadrage : on multiplie la iéme ligne par a (a # 0), cette opération est codée L; < aL;.
— échange : on échange les lignes i et j de (S), (i # j), opération codée par : L; < L;.
— remplacement : on ajoute a la ligne i, la ligne j (i # j) multipliée par a, opération codée
L;+ L; + CLLj.

On admet le résultat suivant :

Proposition 10.3.2 On obtient un systéme équivalent a (S) en conservant une équation L; et
en ajoutant a toutes les autres (sauf & L;) un multiple de L;.

L; < L; et pour j #1, Lj < alL;+bL; aveca #0, bec IR.

En effectuant une succession d’étapes, on obtient a chaque fois un systeme qui a le méme
ensemble de solutions que le systéme précédent, donc que le systeme initial.
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Exemple 10.3.3 : Soit a résoudre le systeme S

xr + 81’2 — 21‘3
3x1 + 15z + Tx3
T + 4o + 273

—4
30
8

On transforme ce systéme S en un sytéme triangulaire équivalent.

x1 + 8xy — 213
—9x9 4+ 1323
—4xo + 4x3

(S) =
x1 + 8xy — 213
o — I3

—9x9 + 1323
xr + 81’2 — 2(E3
To — I3

4$3

—4
42
12

—4

-3
42

—4

-3
15

«— Ly
< Ly — 3Ly
— Lz — 14

— Iy

— _TlLS

+— Lo

— L1

< Lo

+— L3+9Ls

On a donc un systéme triangulaire dont la résolution donne

T = —5/2

i) 3/4

x3 = 15/4
Exemple 10.3.4 On considére le systeme S

r+y = 2

r—y = 3

et le systeme obtenu par des opérations sur les lignes

{

2x
2x

1l est clair que ces deux systemes me sont pas équivalents. En effet on modifie les lignes simul-

tanément, on n'applique pas la proposition précédente.

10.3.2

5 L1<—L1+L2
5 L2<—L2+L1

Disposition pratique des calculs

Nous pouvons au cours de cette résolution faire abstraction des inconnues xy, x2 , 3 pour
ne travailler que sur les coefficients, ce qui donne au départ le tableau :

1 8 —2 —4| I,
3 15 7 30| Lo
1 4 2 8 Ls

Cette écriture met en évidence la matrice du systéme et son second membre . La matrice
ainsi obtenue est appelée matrice augmentée du systeme. C’est la juxtaposition de la matrice
A du systeme et de la matrice colonne b, du second membre. On notera A’, cette matrice
augmentée A’ = [A,b,].

On opere alors sur les lignes de la matrice augmentée (qui sont les lignes du systéme). On
réécrit le systeme apres la dernieére étape pour la résolution finale.
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1 8 -2 —4 Ly

3 15 7 30 Lo

1 4 2 8 L

1 8§ —2 —4 Ly

0 -9 13 42 Lo+ Ly —3L,

0 —4 4 12 L3« L3— 1Ly

1 8§ —2 —4 Ly

0 1 -1 -3 Lo+ —L3/4

0 -9 13 42 L3+ Loy
1 8 -2 —4 Ly
01 -1 -3 Lo
0 0 4 15 L3+ Ls+9L4

donc le systeme que 1’on résout directement

r1+8ry —2x3 = —4
o — T3 = -3
42133 = 15

Dans la suite, nous traiterons tous les calculs de cette fagon.

10.4

Méthode de Gauss

10.4.1 Exposé de la méthode

Soit le systéme (S) de n équations et p inconnues.

anxi +appte + - a1pT, = by

Ap1%1 + Ap2Xo + - -+ AnpTp = bn

On note A la matrice du systéme et A’ la matrice augmentée. On suppose que 'un au moins
des coefficients de la premiére colonne est non nul, sinon l'inconnue x; disparait.

A T'aide des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée, on transforme
le systeme (S) en un systéme échelonné équivalent.

étape 1 : choix du pivot

Par hypothese 'un au moins des coefficients de la premiére colonne est non nul. On choisit
I'un d’entre eux : a;, 1. (si possible un coefficient égal & 1). a;_1 est alors le premier pivot.
Siig # 1, on échange les lignes Ly et L;,.

Le premier pivot est donc I’élément a1; de la matrice obtenue apres I'opération d’échange.
étape 2 : élimination

La (premiere) ligne contenant le pivot ne sera plus modifiée. On se sert du pivot pour faire
apparaitre, avec des opérations de remplacement, des zéros sous le pivot de la premiere
colonne ce qui revient & éliminer la premieére inconnue des lignes Lo & L.

étape 3 : boucle

A Tissue des deux étapes précédentes on a obtenu une matrice dont la premiere ligne
et la premiere colonne sont bien celles d’'une matrice échelonnée. Cette ligne et cette
colonne ne seront plus modifiées. On va appliquer les étapes précédentes ( 1 et 2) a la
sous-matrice obtenue en enlevant la premiére ligne et la premiére colonne . On distingue
deux cas.
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— cas 1 : la premiere colonne de la sous-matrice est non nulle. On applique les étapes 1
et 2 a la sous-matrice .

— cas 2 : la premiere colonne de la matrice est nulle. On recherche alors dans la sous-
matrice la colonne non nulle la plus a gauche. Supposons que ce soit la jeme. On
appli que les étapes 1 et 2 a la nouvelle sous-matrice dont la premiere colonne est
non nulle.

— Au terme de cette deuxieme itération on recommence I'étape 3 avec la nouvelle sous-
matrice obtenue jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de lignes ou plus de lignes non nulles dans
la matrice augmentée. La derniere matrice augmentée obtenue est donc échelonnée en
ligne.

Comme chaque itération de la boucle travaille sur une matrice qui a au moins une colonne

de moins que la précédente, il est clair qu’au bout d’au plus p itérations on aura construit

une matice échelonnée.

10.4.2 Réduite de Gauss d’une matrice A

La méthode précédente qui permet d’obtenir une matrice échelonnée peut s’appliquer a
n’importe quelle matrice. D’ou la définition suivante :

Définition 10.4.1 Toute matrice échelonnée en ligne obtenue par application de la méthode
de Gauss auzx lignes d’une matrice A, est appelée réduite de Gauss de A. Une réduite de Gauss
n’est pas unique, elle dépend des opérations élémentaires effectuées.

On admet le résultat suivant

Proposition 10.4.2 Si R et R’ sont deuxr réduites de Gauss d’une méme matrice A, alors R
et R’ ont le méme nombre de pivots.

Proposition 10.4.3 Soit R une réduite de Gauss de A, alors on a deux systémes équivalents

Ar=b<+= Rz =1V

10.4.3 Exemples

Exemple 10.4.4 : Soit a résoudre le systéme

r+y+z = 3
2r4+y+3z = 1
r—y+3z = 5
1 1 . 3
La matrice du systéeme est A= | 2 1 3| etb=|11|. La méthode donne
1 -1 3 5
1 1 1 3 Ly
2 1 3 1 Lo
1 -1 3 5 Ls
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1 11 3 Ly

0 -1 1 -5 Lo+ Ly —214

0 -2 2 2 L3« L3y~ L

1 11 3 Ly

0 -1 1 -5 Lo+ Loy

0 0 0 12 L3+ L3 —2L,
1 1 1

Une réduite de Aest R= | 0 —1 1 | quiposséde deux pivots. Pour terminer la résolution,

0 0 O

on revient au systéme

rT+y+z = 3
—-y+z = -5
0 = 12

La derniére équation se lit 0 = 12, le systéeme est donc impossible.

Exemple 10.4.5 : Soit a résoudre le systéme

r+y+z+t = 4
r+y+6z+4 = 3
20 +2y+32z = 5
11 1 1 4 Ly
1 1 6 4 3 Lo
2 2 3 05 Ls
111 1 4 Ly
0 0 5 3 -1 Lo+ Ly — 14
0o 01 -2 -3 Ly« L3 —2I,
111 1 4 Ly
0 0 5 3 -1 Lo+ Lo
0 0 0 —-13 —14 L3+ 5L3— Lo
1 1 1 1 111 1
On en déduit qu’une réduite de A = |1 1 6 4| et R= [0 0 5 3 qui
2 2 3 0 0 0 0 -13
posséde trois pivots.
Le systeme initial est équivalent a
r+y+z+t = 4
oz +3t = -1
—13t = -14
En considérant y comme un paramétre, le systéeme est triangulaire.
Le systeme admet une infinité de solutions : © = —y + %, z= —% ett= %.

On dit que le systéme est indéterminé et l’ensemble des solutions s’écrit sous forme pa-
ramétrique :

49 11 14
{(7y + =Y

13 T37T3)7 yGB}
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Exemple 10.4.6 : Soit a résoudre le systeme

rH+y+z+t = 4
r+y+6z+4 = 3
2z + 2y + 32 = 5
r+y+3t = 7
1 1 1 1 4 Ly
1 1 6 4 3 Lo
2 2 3 0 5 Ls
110 3 7 Ly
1 1 1 1 4 L4
0 0 5 3 -1 Ly Ly— Ly
0 0 1 -2 -3 L3<—L3—2L1
0 0 -1 2 3 L4(—L4—L1
1 1 1 1 4 Ly
0 0 5 3 -1 Lo« Ly
00 0 —-13 —-14 L3y < 5L3— Lo
00 0 13 14 Ly« 5L4+ Lo
1 1 1 1 4 Ly
0 0 5 3 -1 LQ(—LQ
00 0 O 0 Ly Lsy+ L3
Le systeme est équivalent a
r+y+z+t = 4
5z+3t = -1
13t = 14
0 = 0

La quatrieme équation est redondante. Le systéme est équivalent a

r+y+z+t = 4 x = —y+49/13
5243t = -1 <=« 2z = —11/13
13t = 14 t = 14/13

Le systeme admet une infinité de solutions, il est indéterminé et l’ensemble des solutions
s’écrit sous forme paramétrique :

49 11 14

{(7y + E7y7 7173’ E)a ye R}

C’est le méme ensemble de solutions que dans l'exemple 3.4.5, les deux systémes sont donc

équivalents.

10.4.4 Choix des pivots

On choisit le pivot le plus simple (égal & 1 si possible) et le cas échéant indépendant des
parametres pour éviter de commencer une discussion trop rapidement.
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Exemple 10.4.7 : systéme avec paramétre.

Soit le systeme

ar —z+1
T —y+at

—r+y-+az

ay+z—1

CHAPITRE 10. SYSTEMES LINEAIRES

ot a est un parametre réel. Il s’agit de déterminer le nombre de solutions en fonction de a.
On échange Ly et Ly de facon a avoir un pivot constant non nul.

On commence la discussion :

1. Sia#0, a est un pivot donc

SO OoO = OO0 O

0o -1 1 a

-1 0 a a
1 a 0 -—a
a -1 a

-1 0 a a
0o -1 1 a
1 a 0 -—a
a 1 -1 a

0 a a

-1 1-a® a—a?

a a 0

1 -1 a
0 a a
-1 1-a®> a-—a
1 1 0
2 —2+4q? a?
0 a a
-1 1-a®> a-—ua
1 1 0
0 —4+a? a?

2

2

L
Loy
L
Ly

Ll(—>L2
Lg(—)Ll
L3+ L3
L4%L4

Ly

Lo+ Ly —alq
L3+ L3+ L4
L4(—L4

Ly

L2 — L2

L3 — %Lg
Ly« Ly— Lo
Ly

L2 — L2

L3 — L3

Ly<+ Ly—2L5

(a) Sia®—4 # 0, alors on a une réduite de Gauss de A avec 4 pivots . Il admet une
solution unique que l'on calcule par le principe de remontée .

Cramer.

Le systeme est de

(b) Sia?—4=0, alors en revenant au systéme, la derniére équation s’écrit 0 = 4 donc
le systéme est impossible.

2. Sia=0, on a

oo o

o O O

1 0 0
0 -1 1
0 O 0
0o 1 -1
-1 0 0
0 -1 1
0 0 O
0 0 0

SO OO OO oo

Ly
Ly« Lo
L3 — Lg
L4 — L4
Ly
Lo+ Lo
L3 — L3
Ly<+ Ly+ Lo
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On revient au systéme

z—y = 0
-2+t = 0
Le systeme est alors indéterminé et l’ensemble des solutions s’écrit sous forme pa-

ramétrique :
{(y,y,z,z)7 Yy € R z € R}

10.4.5 Cas général : résolution du systeme

Le systeme Ax = b est équivalent au systeme Rx = b’ ou R est une réduite de Gauss de A.
On note r le nombre de pivots notés ay, - - -, a, réels non nuls. On distingue plusieurs cas
— Si r = n, alors la matrice R s’écrit

a
Ri O ... a2
0O --- 0 ---
0 0 0 oar
et le systeme
!/ !/ /
a121 t 41T T oa Ty, = 0
!/ !/ /
a2%2 t+ a1 Trt1 t a7 = by
- : + =
!/ !/ _ b/
rZy  + Ay rq1Tr+1 + ar pTp T

On en déduit que
— si r = p, le systeme est de Cramer, il y a une unique solution,
— si r < p, le systeme est indéterminé, il y a une infinité de solutions.
— Sir < n, alors les n — r derniéres lignes de la matrice R sont nulles et R s’écrit

ai
0 as
R=|0 0 0 a,
0 0 0 0
et le systeme est
a121 + T toa,ty = 1
a2 + al2,r+1x7*+1 + al27px1’ = >
+ : o=
Ty + AT toan,T = b
/
0 = b;.+1
0 - br+2
0 = 1

on en déduit que

— si 3i € [r+ 1,n] tel que b} # 0, alors le systéme est impossible,

— si Vi € [r+1,n], b, = 0, alors le systéme est indéterminé si r < p et admet une
unique solution si r = p.
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On en déduit le résultat suivant pour le cas particulier d’'un systéme homogéne.

Proposition 10.4.8 systéme homogéne On considére un systéme homogéne Ax =0, ou A
est une matrice de format n X p. Soit r le nombre de pivots d’une réduite de A. Alors

— Le systéme admet une solution unique si et seulement si r = p.

— Le systéme est indéterminé si et seulement si r < p.

— Le systéme n’est jamais impossible.

10.4.6 Solutions d’un systeme linéaire quelconque

On a vu qu’'un systéme homogene avait toujours au moins la solution (0,0, ...,0). En re-
vanche, un systéme non homogéne n’a pas forcément de solutions. On dit alors qu’il est incom-
patible.

Soit (S) un systeme linéaire : Az = b. Soit (Sp) le systéme homogene associé : Ax = 0. Soit S
et Sy 'ensemble des solutions de (S) et de (Sp), respectivement. Pour tout x = (z1, ..., z,) € RP,
on note

x+Sy={x+y,y€So}={x € RP,Jy € So,x =x+y}

I’ensemble des p-uplet de réels de la forme x +y avec y € Sp.

Proposition 10.4.9 Si le systéme linéaire (S) admet la solution x, alors

S:(B+SO

Preuve : Soit x une solution de (S). Montrons S = x + Sy par double inclusion. Montrons tout
d’abord S C x + Sp. Soit x' = (27,25, ...,zp) € S. Soit y =x" —x. On a :

Ay =Ax' —Ax=b—-b=10

donc y est solution de (Sp). Or x’ = x +y. Donc x’ € x + Sp, donc S C x + So.
Montrons maintenant x + Sg C S. Soit y € Sy et x’ = x +y. Alors

Ax':Ax+Ay=b+0=b
Donc x” € S. Donc x + So C S, et par double inclusion, S = x + So.
[
La proposition précédente se retient de la maniere suivante : la solution générale d’un systéme

linéaire est donnée par la somme d’une solution particuliere de ce systeme et de la solution
générale du systéme homogéne associé.

Proposition 10.4.10 Un systéme linéaire n’a soit aucune solution, soit exactement une solu-
tion, soit une infinité de solutions.

Preuve : Si un systéme linéaire est compatible, alors, d’aprés la proposition précédente 10.4.9,
I’ensemble S de ses solutions est en bijection avec I’ensemble des solutions du systeme homogene associé.
Donc S a donc soit un seul élément, soit une infinité.
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Géométriquement, 1'égalité S = x + Sy de la proposition 10.4.9 s’interprete de la maniere
suivante : si x est solution de (S§), alors I'ensemble des solutions de (S) est l'image par la
translation de vecteur x de I’ensemble des solutions du systeme homogene associé. Si I’ensemble
des solutions de (S) est non vide, il a donc la méme “forme” que ’ensemble des solutions du
systéme homogene associé. C’est donc soit un point (si 7 = p), soit une droite (si r = p — 1),
soit un plan (si r = p — 2), soit un espace & trois dimensions (si r = p — 3), soit un espace “du
méme type” mais de plus grande dimension.

10.5 Matrices et systemes linéaires

10.5.1 Interprétation matricielle des opérations élémentaires

Considérons un systeme linéaire sous forme matricielle AX = B, ot A € M,, p.

Proposition 10.5.1 Soit P € M,, une matrice inversible. Soit X € My 1. On a :

PAX=PB< AX =8B

Preuve : Si AX = B, alors (PA)X = P(AX) = PB. Réciproquement, si (PA)X = PB alors,
puisque P est inversible, P~ (PA)X = P~'(PB) donc I,AX = I,,B donc AX = B.

Ainsi, si on multiplie I’égalité AX = B par une matrice inversible, on transforme le systeéme
initial en un systéme équivalent. On va voir dans cette section que les opérations élémentaires
sur un systeme correspondent & multiplier 1’égalité AX = B par des matrices inversibles parti-
culiéres.

Considerons un systeme linéaire AX = Bou A € M, ,, X € My et B € M, ;. Soit A € IR.
Soient i et j des éléments de {1,2,...,n}. On définit les matrices P (i, \), Q(4,7) et R(%,j, \) de
la maniére suivante :

— P(i, \) est la matrice n X n obtenue & partir de la matrice identité en multipliant la iéme
ligne par A, c’est & dire la matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont
égaux a 1 sauf le iéme qui vaut .

— Q(i,7) est la matrice qu’on obtient & partir de la matrice identité en échangeant la ligne
i avec la ligne j.

— R(i,j,A) est la matrice qu’on obtient & partir de la matrice identité en rajoutant A fois
la ligne j & la ligne ¢. On a donc R(i,j,A) = I, + AE;; ou I, est la matrice identité
d’ordre n et E;; la matrice n x n dont tous les coeflicients sont nuls, sauf celui situé sur
la ligne ¢ et la colonne j qui vaut 1.
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Exemple 10.5.2 Pourn=6,i=2etj=>5,ona:

100 0 0 0 1 00000
010000 0 A0 OO0 O
001000 001000
s = 1090010 0 P22 = 000100
000010 000010
000001 00 000 1
1000 0 0 1000 00
000010 0100 X O
001000 00100 0
Q2,5) = 000100 R(2,5,%) = 00010 0
010000 0000 1 0
000001 0000 0 1

Proposition 10.5.3 Considérons le systeme linéaire AX = B.

1. Multiplier par X la ligne i revient & multiplier I’égalité AX = B par P(i,\), c’est a dire
a transformer le systéme AX = B en le systéme PAX = PB, ot P = P(i, \).

2. Echanger les lignes i et j du systéme linéaire AX = B revient a multiplier [’égalité
AX = B par Q(i,j), c’est a dire & transformer le systétme AX = B en le systéme
QAX = @B, ou Q = Q(i, )

3. Ajouter X fois la ligne j a la ligne i revient ¢ multiplier [’égalité AX = B par R(i, j, \),
c’est a dire a transformer le systéme AX = B en le systtme RAX = RB, ou R =
R(i,j,\).

Preuve : On 'admet (c’est un calcul simple mais un peu long & écrire : essayez de le faire).

Proposition 10.5.4 Soient i et j des entiers dans {1,2,...,n}.
1. St X #0, la matrice P(i, \) est inversible, d’inverse P(i,1/X).
2. La matrice Q(i,j) est inversible, d’inverse elle-méme

3. Sii#j, que A soit nul ou non, la matrice R(i,j, \) est inversible, d’inverse R(i,j, —\).

Preuve : Preuve du 1. D’aprés la proposition précédente, la matrice P(i,1/A)P(i, A) est la matrice
qu’on obtient en multipliant par 1/X la iéme ligne de P(i, A), ¢’est donc la matrice I,. Donc P(i, \) est
inversible d’inverse P(i,1/)). Les autres preuves sont similaires.

Comme tout systéme linéaire peut étre transformé en un systéme échelonné réduit par une
suite d’opérations élémentaires, cette proposition s’interpréte matriciellement de la maniére
suivante :
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Proposition 10.5.5 Soit A € M, , une matrice. Il existe un entier k et des matrices
d’opération élémentaire Py, Ps, ..., Py telles que la matrice PyPi_1...PoPi A est échelonné
réduite (le systéme PyPyi_1...PoP1A = PyPy_1...PoP1 B est alors échelonné réduit et équivalent
a AX = B).

10.5.2 Calcul de ’inverse d’une matrice par la méthode du pivot

Proposition 10.5.6 Soit A € M,. Supposons qu’en faisant une suite d’opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice A, on parvienne a la transformer en la matrice identité
I,,. Alors la matrice A est inversible et en faisant la méme suite d’opérations élémentaires sur
la matrice I,, on obtient a la fin la matrice AL,

Preuve : Supposons qu’en faisant une suite de k opérations élémentaires sur les lignes de la matrice
A, on parvienne a la transformer en la matrice identité I,,. Cela veut dire qu’il existe un entier k
et des matrices d’opération élémentaire Pi, Ps, ..., P telles que PyPx_1..PoP1A = I,. Soit B =
P.Py_1..PoP. On a BA = I, donc A est inversible et A™' = B. De plus, en faisant la méme
suite d’opérations élémentaires a partir de la matrice I,, on obtient la matrice PyPx—1...PoPil, =
PPy 1.. PP = A7L.

Exemple 10.5.7 Soit
1 1 1
A= 1 3 5
-2 -2 1
On forme le tableau contenant A dans la partie gauche et I3 dans la partie droite :

1 1 1 {1 0 O

13 5|0 10

-2 -2 —-1]0 0 1

Puis on fait des opérations élémentaires sur les lignes de maniére a mettre la partie gauche
sous forme échélonné réduite :

Ly /1 1 1|1 00
Lo—Ly [0 2 4|/-1 1 0
Ly+2L; \ 0 0 1] 2 0 1
Ly (1 1 1] 1 0 0
i, | 01 2|-1/2 1/2 0
Ly \0 0 1| 2 0 1

Li—Ly (1 1 0| -1 0 -1

Ly—2L3 | 0 1 0|-9/2 1/2 -2

Ly \0 0 1| 2 0 1

Li—Ly (1 0 0| 7/2 -1/2 1
Ly | 01 0]-9/2 1/2 -2
Ly \0 0 1] 2 0 1
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On est parvenu a transformer la partie de gauche en le tableau correspondant o Is. La
matrice A est donc inversible, d’inverse :

772 —1/2 1
At = —9/2 1/2 -2
2 0 1

Un conseil : a ce stade, vérifiez vos calculs en multipliant A et la matrice que vous avez trouvée
pour A=Y, Si vous ne vous étes pas trompés, vous devez trouver I, (I3 ici).
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