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Exercices d’algebre linéaire

1 Logique

Exercice 1.1 (propriétés du OU et du ET) Soient A, B, C, D des propositions. Montrer que :

(A ou B) et (C ou D) est équivalent & (A et C) ou (A et D) ou (B et C) ou (B et D)

Application : trouver les couples de réels (x,y) tels que :

{ (z-1)(y—2)=0
(z-2)(y—3)=0

Exercice 1.2 (compréhension et négation d’implications) Dire si les propositions suivantes
sont vraies ou fausses, et les nier.

1. Pour tout réel z, si z > 3 alors 22 > 5
2. Pour tout entier naturel n, sin > 1 alors n > 2
3. Pour tout réel x, si x > 1 alors x > 2

4. Pour tout réel x, 2 > 1 est équivalent & > 1 (se rappeler qu'une équivalence est une
double implication)

Exercice 1.3 (ordre des quantificateurs, importance de l’ensemble auquel appartiennent les
éléments) Les propositions suivantes sont elles vraies ou fausses ?

1. Pour tout entier naturel n, il existe un réel x tel que = > 2n
Il existe un réel = tel que, pour tout entier naturel n, x > 2n

Pour tout réel x, pour tout réel y, si 2 = 32 alors ¢ = y.

Ll

Pour tout réel positif 2, pour tout réel positif y, si 22 = y? alors = = y.

Exercice 1.4 (implications) Donner la réciproque et la contraposée des implications suivantes
(x est un réel, n un entier naturel)..

1. Si le pere Noél existe alors Noél est en juillet
2. Six >3, alors x +2 > 5.

3. Sin>1 alors n2 > n.

Exercice 1.5 Soit F' ’ensemble des femmes. On note P(x,y) Uexpression “z est la fille de y”,
ou x et y sont des femmes. FEcrire les propositions suivantes a I'aide de quantificateurs, puis les
nier

1. Toute femme a au moins une fille.

2. Il y a au moins une femme qui a au moins une fille.

3. Toute femme a au moins une mere.



4. Il y a au moins une femme qui n’a aucune fille.

Par exemple, la premieére proposition s’écrit Vy € F, 3z € F, P(x,y) en écriture formalisée.
Sa négation est : Jy € F,Vx € F,nonP(x,y)

Exercice 1.6 (compréhension d’énoncés avec quantificateurs, importance de Uordre). A l'université
Deuxphine, il n’y a que deux étudiants : Jean et Julie, et trois matieres : algebre, analyse et
économie. Les résultats des étudiants sont les suivants.

Algebre | Analyse | Economie
Jean 12 5 16
Julie 14 15 7

Soit E = {Jean, Julie} l'ensemble des étudiants. Soit F' = {algebre, analyse, économie}
Pensemble des matieres. Pour tout « dans E et tout y dans F', on désigne par P(z,y) expression
: “'étudiant = a la moyenne (10 ou plus) dans la matiere y”.

Oralement, exprimer en frangais courant les propositions suivantes. Dire en justifiant si elles
sont vraies ou fausses.

(1) Ve € E,Vy € F,P(x,y), (2)3x € E,3y € F,P(x,y), (3) 3z € E,Vy € F, P(x,y),
(4) Yye F,3z € E, P(x,y), (5) Jy € F,Vx € E,nonP(x,y), (6) Jy € F,Vx € E, P(x,y).

Exercice 1.7 Soit F un ensemble. Soient P(x) (respectivement, Q(x)) un énoncé qui, pour
toute valeur donnée & x dans F, est soit vrai soit faux. Démontrer les propriétés suivantes :

1) (Vx € E,P(x) ouVz € E,Q(x)) = Vz € E,(P(z) ou Q(x)).

2) S’il existe x dans E tel que (P(z) ou Q(z)) alors (il existe 2 dans E tel que P(x) ou il
existe x dans F tel que Q(z))

Les réciproques de ces propriétés sont-elles vraies ?

Exercice 1.8 (Une récurrence erronée.) On considére des boites de crayons de couleurs. Pour
tout entier n > 1, soit P(n) la proposition : ”Dans une boite quelconque de n crayons de
couleurs, tous les crayons sont de la méme couleur”. Le raisonnement suivant prouve-t-il que
P(n) est vraie pour tout entier naturel n > 1 ? Sinon, ou est l'erreur ?

Dans une boite d’un seul crayon, les crayons ont bien str tous la méme couleur. Donc P(1)
est vraie.

Soit maintenant n dans IN*. Prenons une boite de n 4 1 crayons. Si l'on enléve provisoire-
ment un crayon, il reste n crayons qui, d’apreés P(n), sont tous de la méme couleur. Remettons
le crayons mis & l’écart et enlevons un autre crayon. Toujours d’aprés P(n), les n crayons
restants sont tous de la méme couleur. Mais comme les crayons qui ne sont pas sortis de la
boite ont une couleur constante, il s’ensuit que les n 4+ 1 crayons ont méme couleur. Donc
P(n + 1) est vraie. Donc, par récurrence, P(n) est vraie pour tout n > 1.

Question subsidiaire : pour quelles valeurs de n I'implication P(n) = P(n + 1) est-elle vraie ?

Exercice 1.9 Pour tout entier n, on note P(n), la proposition n! > 2™ Montrer que la
proposition suivante est vraie

Vn e IN*, P(n) = P(n+1).

Peut-on en déduire que P(n) est vraie pour tout entier » non nul.



2 Calcul numérique

Exercice 2.1 Calculer, pour tout entier » non nul :

5= Z n—l—l—k:)

Exercice 2.2 On rappelle que pour tout réel = distinct de 1 et pour tout entier n

n+1

1—a"
Zx 1-z

1. Vérifier que

n

k
2.2

k=11=1

Xn: K2k =
k=1

n
2. En déduire une expression plus simple de Z K2k
k=1

Exercice 2.3 (réindexation d’une somme) : Soient z un réel et n un entier naturel. Calculer

les sommes
n+3

+
St 3
k=2
Exercice 2.4 Soit aq,---,a, et by, -, b, deux familles de réels quelconques.

1. Montrer que

<Z ) Zak+2 > aia;

1<i<j<n

2. Montrer 'égalité suivante

n 2 n n
(Z (Lkbk> = Zaz X Z bi — Z (aibj — ajbi)2.
k=1 k=1 k=1 1<i<j<n
3. En déduire I'inégalité de Cauchy

n 2 n n
<Z ak.bk> < a% X Z bi
k=1 1 k=1

k=



3 Ensembles

Exercice 3.1 (ensembles, équivalence) Soient A et B des ensembles. Montrer que
ANB=A< AUuB=B.

Exercice 3.2 Soit = un réel positif ou nul. Montrer que si pour tout réel y strictement positif,
x <y, alors x = 0.

Exercice 3.3 (preuve cyclique) Soit E un ensemble. Soient A et B des parties de E. Soient
A€ et B¢ leur complémentaires dans E respectifs. Montrer que les 8 propositions suivantes sont
équivalentes :

(i)ACB (i) ANB=A  (ii)A°UB¢ = A°  (iv)ANB° =0
(WA°UB=FE  (vi)B° C A° (vid)A°N B¢ = B¢ (viii)AUB = B
Exercice 3.4 Soient A = {3,5}, et B = {2,5,9}. Calculer A x B et B x A.

Exercice 3.5 (ensembles : définitions) Soit E = {a} un ensemble & un élement. Déterminer

P(E) et P(P(E)).

Exercice 3.6 (indices : définitions) Pour tout entier relatif k, on pose Ay = [k, k + 10]. Que
valent les unions et intersections suivantes ?

9 9
a) [JArs b)) J 4 oA ) () 4
k=3 kelN k=3 keN
Exercice 3.7 (indices, union, intersection) Que valent les unions et intersections suivantes ?
a) U[Sinx 1+4+sinz]; b) U ]137[ c) ﬂ }130{ d) m [1 a?]
) ) x7 ) x’ ) x’
z€lR z€[1,+00] z€[1,+00] z€[1,4o00[

Exercice 3.8 (indices, propriétés de I'union et de l'intersection) Soient A un ensemble, I un
ensemble d’indices et (B;);cr une famille d’ensembles indexée par I (c’est & dire, la donnée pour
tout ¢ dans I d’un ensemble B;). Montrer que :

AU (ﬂ&) =()(AUB;) et AN <U3i> =JAnB)

i€l el i€l iel

Exercice 3.9 (différence entre I’ensemble vide, et ’ensemble contenant uniquement 1’ensemble
vide). Soit F = {0,1,2}. Quel est ensemble des solutions des problémes suivants ?
Probleme 1 : quels sont les sous-ensembles de F qui ont au moins 4 éléments distincts ?
Probleme 2 : quels sont les sous-ensembles de E' inclus dans Cg(E) ?

Exercice 3.10 (ensembles) Soient A un ensemble et X, Y, Z des parties de A.
a) Donner un exemple oi: X UY =X UZ et Y # Z.
b) Donner un exemple ot XNY =XNZetY # Z.
¢) Démontrer que

(XUY=XUZ et XNY=XNZ) =Y=2.

Exercice 3.11 (ensembles, quantificateurs) On considere les ensembles

1 1
E=<ze0,1],Ine Nya < ——p et F=q2€[0,1],Vyne€ N,o < ——
n+1 n+1

L’ensemble E a-t-il un, une infinité, ou aucun élément ? Méme question pour I’ensemble F'.



Exercice 3.12 Pour tout entier naturel p, on note pIN l'ensemble des entiers relatifs de la
forme pn avec n dans IN.
a) Montrer que pour tous entiers naturels p et g,

pIN C ¢IN & p € qlN
b) Montrer que pour tous entiers naturels p et g,
pIN =qIN & p=q

Exercice 3.13 Soit E un ensemble et A, B, C' des parties de E. Soit A° le complémentaire
de A dans E. Montrer les propriétés suivantes :

a) (A\B)\C =A\(BUC(C) b) AN(A°UB)=ANB

Exercice 3.14 (Différence symétrique de deux parties.) Soit E un ensemble. Pour A et B des
parties de E, on note AAB 'ensemble (AU B)\(AN B). Soient A, B et C' des parties de E.
Montrer que:

AAB = (A\B) U (B\A)
AAD = A, AAB = BAA, AAN(BAC) = (AAB)AC
AN (BAC) = (ANB)A(ANC)

Exercice 3.15 Soit (a;j)1<i<n,1<j<p une famille de réels. On définit

A= min (max a;;), B = max ( min a;)
1<isn 1<j<p 1<j<p 1<i<n

Montrer que B < A.

Exercice 3.16 Soit (A;;)(;,jjerxs une famille de parties d'un ensemble E. Les ensembles

ﬂ(U Aij) et U (ﬂ Aij) sont-ils égaux ? L’un est-il inclus dans I'autre.

iel jeJ jeJ el
Exercice 3.17

1. On pose
A, ={(i,7) € IN?, tel que 1 <i < j<n}, B,={(i,j) € N? telque 1 <i=j<n}

et Cp, ={(i,j) € IN?, tel que 1 < j <i <n}.
Montrer que

[1,n]* = A, UB, UC,.

2. Calculer la somme

S= Y ixj

1<i<j<n

3. Calculer le produit

p= ] ixiJ

1<i<j<n

Exercice 3.18 (équivalence) Soient E et F' des ensembles. Soit f : E — F une application.
Soit R la relation sur E définie par : pour tous x et y dans E, 2Ry ssi f(x) = f(y). Montrer
que R est une relation d’équivalence.



Exercice 3.19 (équivalence) On considére une partition (4;);cr d’un ensemble E, c’est-a-dire
une famille (A;);c; de sous-ensembles non vides de E telle que:

E=]JA et VielVjeli#j=ANA =10
iel
On définit alors la relation R sur E par: zRy <= i € [, (x € A; et y € 4;)

Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence. Quelles en sont les classes d’équivalence 7

Exercice 3.20 (équivalence) Notation : sin et p sont des entiers relatifs, on dit que n divise
p, et on note n|p, s’il existe un entier relatif k tels que p = kn. Par exemple, 6 divise 12 et 30,
mais ne divise pas 10.

Soit n € IN*. Soit R la relation sur IV définie par : pour tous entiers naturels p et ¢,

pRq < nl(p —q)

(on dit alors que p est congru & ¢ modulo n). Montrer que R est une relation d’équivalence et
que pRq si et seulement si le reste de la division euclidienne de p par n est le méme que le reste
de la division euclidienne de ¢ par n. Quelles sont les classes d’équivalences de la relation R 7

Exercice 3.21 Sur l’ensemble des parties de IV, on considére la relation R définie par, pour
toutes parties A et B de IV, AR B si et seulement s’il existe une bijection de A dans B. Montrer
que R est une relation d’équivalence.



4 Applications

Exercice 4.1 Les applications suivantes sont-elles bien définies 7 Si oui, sont-elles injectives 7
surjectives 7 bijectives ?
1) £:{0,1,2} — {1,8,—1,24} telle que £(0) = —1, f(1) = 24, f(2) = 1.
D fZ—->Z
n— —n
3)f:IN—>IN
n—n+1
4) f:IN - IN
n—n—1
5) f:IN = {—1,41} qui & tout n de IN associe 1 si n est pair, et —1 si n est impair.

Exercice 4.2 On considere les applications suivantes :

Vfi: RoR 2)fo: R—-Ry 3)fs: RoR, 4fi: RoR  5)fs: R — R*
x> x? x> 2’ T a?+1 | x> 1/2?

1. Quelle est l'allure du graphe des applications 7 Ces applications sont-elles injectives,
surjectives, bijectives 7

2. Pour celles qui sont bijectives, quelle est leur application réciproque ?

3. Pour chacune de ces applications, déterminer 'image et I'image réciproque de l'intervalle
2, 3].

Exercice 4.3 Soit f une application de A vers B. Démontrer que A = |J f~1({y}).
yeB

Exercice 4.4 Soient f : E — F et g : F — G des applications. Soient A C E et C C G.
Montrer que g o f(A) = g(f(A)) et que (go f)~1(C) = (g~ (C)).

Exercice 4.5 Soit f : E — F telle que fo f = f. Soit z € E. Montrer que f(x) = z si et
seulement si x € f(E).

Exercice 4.6 (Fonction caractéristique)

Soit E un ensemble. A toute partie A de E on associe 'application f4 de F dans {0, 1}
définie par fa(x) = 1si x € A et fa(x) = 0 sinon. L’application f4 est appelée fonction
caractéristique de A.

Soient A et B deux parties de E. Exprimer en fonction de f4 et de fp les fonctions
caractéristiques de Cg(A), AN B, AUB et A\B.

Exercice 4.7 L’application
g: R— R

T — xe *

est-elle injective, surjective ? (On pourra avec profit construire le tableau de variation de g et
utiliser des résultats d’analyse). Calculer g=!({—e}), g71({1}), g(IR+) et g~ (IRy).

Exercice 4.8 Soient f : IR — IR et g : IR — IR des applications. On considere I'application

h: R — IR?
z = (f(@)9(r))

a) Montrer que si f ou g est injective, alors h est injective.

b) On suppose f et g surjectives. A-t-on forcément h surjective ?

¢) Montrer que si h est surjective, alors f et g sont surjectives.

d) Donner un exemple oli h est injective mais ni f ni g ne sont injectives.



Exercice 4.9 Soient

f : IR_ — BJ’_ h: IR_ — RJ’_

z — 22 et = /|

a) l'application h o f est-elle bien définie ?
b) Prouver que f et h sont bijectives, et déterminer leur réciproques.

8]

Exercice 4.10 Soient F, F', G des ensembles. Soient f : E — F et g : FF — G des applications.
a) Montrer que si g o f est injective et f est surjective, alors g est injective.
b) Montrer que si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.

Exercice 4.11 L’application suivante est-elle injective 7 surjective 7 bijective 7

f: NxN — IN
(n,p) = n+p

Déterminer f=1({3}), f(IN x {2}) et f(2IN x 3IN) ot kIN = {kn,n € IN}.

Exercice 4.12 Soient E, F,G, H des ensembles et f, g, h des applications telles que: E 7,
F % G - H. Montrer que si go f et hog sont bijectives, alors f, g et h sont bijectives.

Exercice 4.13 Soit f : IR — IR une application strictement monotone. Montrer que f est
injective. Donner un exemple d’application de IR dans IR injective mais non monotone.

Exercice 4.14 L’application

f: RxR — RxIR
(,y) = (v+y,zy)

est-elle injective, surjective 7 bijective 7

Exercice 4.15 Soit f une application de E vers F. Démontrer les équivalences suivantes:
[ est injective <= VA C E, A= f~'(f(A))
f est surjective <= VB C F,B = f(f~(B))

Exercice 4.16 Soit f une application de FE vers F et A une partie de E.
a) Démontrer qu’il n’y a en général pas d’inclusion entre f(Cg(A)) et Cr(f(A)).
b) Toutefois, démontrer: f bijective <= VA € P(E), f(Cg(A)) = Cr(f(A)).

Exercice 4.17 a) Existe-t-il une application f : IN — IN strictement décroissante ?
b) Donner un exemple d’application f : IN — IN injective mais non strictement croissante.
¢) Donner un exemple d’application f : IN — IN involutive (f o f = Idp) mais différente
de l'identité.
d) Soit f: IN — IN une application injective. Montrer que f(n) — +o0o quand n — +o0.

Exercice 4.18 Soit E un ensemble et f : E— E une application telle que fo f = f. Montrer
que f est injective ou f est surjective si et seulement si f = Idg.

Exercice 4.19 Soit E un ensemble et f : E — FE une application telle que fo fo f = f.
Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.



5 Ensemble fini, ensemble dénombrable
Exercice 5.1 Soit E un ensemble fini et soit A et B deux sous-ensembles de £. On note
AAB =(AUB)\ (AN B).

Montrer que
Card AAB = Card A + Card B — 2Card AN B.

Exercice 5.2 Soit E un ensemble fini et soit (F})1<;<, une famille de sous-ensembles de E,
montrer par récurrence que pour tout entier n non nul

Card O F; < z": Card F;.
i=1 i=1

Montrer qu’il y a égalité si et seulement si les ensembles F; sont disjoints deux a deux
c’est-a-dire
V(i,j) € [1,n]*, i#j= F;NEF =0

Exercice 5.3 On considére application f définie de IN? dans IN par

(n+p)n+p+1)
2

Y(n,p) € IN?, f(n,p) = +p

1. Calculer f(n,p) pour n € [0,3] et p € [0,2] et présenter les résultats sur un tableau a
double entrée.

2. Montrer que f est injective.

3. En déduire que IN? est dénombrable.

4. 1l s’agit de montrer que f est surjective. Soit a € IV, on suppose a > 2. On pose

u(u+1)

E={uelN, 5

<a}.

(a) Montrer que E admet un plus grand élément noté M € IN.

% et n = M — p, montrer que

f(n,p) = a.

(b) On pose p=a —

(¢) En déduire que f est bijective.

Exercice 5.4 Montrer que Z est dénombrable en utilisant 'application f définie de Z dans
IN par

2n—1 sin>0,

—2n sinon .

Vn € Z, f(n)—{

Exercice 5.5 Soit FE et F' deux ensembles avec F' ensemble fini et f une surjection de F dans
F vérifiant
vy € F, Card(f~'({y})) = p.

Montrer que E est alors un ensemble fini et

Card F = pCard F.



6 Nombres complexes

Exercice 6.1 Mettre sous la forme a + ib (a,b € IR) les nombres :

3+6i  (1+4\° 3+6i 2+5i  2-5i
3—4i  \2-i) "3-4  1-i  1+i

Exercice 6.2 Calculer le module et I’argument des nombres complexes suivants, ainsi que de
leurs conjugués :

1. 14 i(1++/2) (calculer le carré) .

tany — 14
Ld ou ¢ est un réel.

tanp +1
3. 1—cos(f) +isin(f)ond e R.

(2

4. e et e +e2 on o et O sont des réels.

Exercice 6.3 Calculer le module et 'argument de

2=\/10+2V54+i(1 —V5) = a+ib
1. Calculer a2, a*, b2, b* et a?b?.

2. Montrer que

a* — 10a%b? + 5b* = 0 et 5a® — 10a%b? + b* = 256(1 + V/5).

Exercice 6.4 Représenter sous forme trigonométrique les nombres :

1+iv3
1+ 3 1+4/3 5 V3+i ; i
\/3—2

Exercice 6.5 Mettre sous forme trigonométrique 1 4 ¢’ ott § €] — 7w, 7[. Donner une in-
terprétation géométrique.
Exercice 6.6 Déterminer le module et l'argument de 12, Calculer (13£)32.

Exercice 6.7 Calculer les puissances n-iemes des nombres complexes :

1+iV3 . 1+ itanf
A= n=1l+j 5 =0
Exercice 6.8
1. Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants : % + ?z et z = 8(i +/3).
2. Calculer les racines carrées du nombre complexe z = 4ab + 2(a® — b?)i (avec a,b € IR).

3. Calculer les racines quatriemes de —4.

Exercice 6.9 Soit d une racine carrée du nombre complexe z. Trouver les racines carrées de
—z, (1 +1)z et 2> en fonction de 4.

Exercice 6.10 Résoudre dans @ I'équation: 2+ 23 +1=0.

10



Exercice 6.11 Soit n € IN. Résoudre I’équation d’inconnue x € IR:
(x+i)" =(z—1)"
Exercice 6.12 Calculer les racines carrées de —2 + 2\/32', puis celles de 9.

Exercice 6.13 Résoudre 'équation 22 + (1 —iv/3)z — (1 +iv/3) = 0.

a) Exprimer les racines z; et z en fonction des nombres complexes a = (v/3 4 4)/2 et

= (-1+iV3)/2.

b) Déterminer le module et 'argument de ces racines.

En déduire les valeurs de cos(57/12), sin(57/12), cos(117/12) et sin(117/12).
Exercice 6.14 Résoudre I’équation du second degré suivante : 22 — 2iz — 1 + 2i.
Exercice 6.15 Soit § € IR. Résoudre I’équation : 22 — 2¢%z + 2isin(6)e? = 0.
Exercice 6.16 Résoudre dans 'les équations suivantes :

P24z41=0 ; 22-(142)2+i-1=0 ; 22-V32-i=0 ;
22— (5—14i)z2 —2(5i +12) =0; 22 — (3+4i)z —1+5i=0; 422 —22+1=0;
241022 4169=0 ; 2zt42:24+4=0.

Exercice 6.17 1. Pour quelles valeurs de z € €' a-t-on |1 +iz| = |1 — iz|.

1+i432\" _ 1+1a

1—iz) 1—ia
ou a € IR. Montrer, sans les calculer, que les solutions de cette équation sont réelles.
Trouver alors les solutions.

2. On considere dans € I’équation

erl

3. Calculer les racines cubiques de .

Exercice 6.18 Montrer que, pour tout réel ¢, cos®(t) = I cos(3t) + 2cos(t). Donner une

formule similaire pour sin®(t).

Exercice 6.19 Pour tout réel ¢, calculer cos(5t) et sin(5t) en fonction de cos(t) et de sin(¢).
Déduire du fait que cos(575) = 0 la valeur de cos(m/10).

Exercice 6.20
1. Calculer cos 56, cos 86, sin 66, sin 96, en fonction des puissances de cos 8 et sin 6.

2. Calculer sin® 6, sin® 0, cos® 6, cos® 0, & P’aide des cosinus et sinus des multiples entiers de
0.

Exercice 6.21 Soit 6 € IR et n € IN. Calculer

Zcos (k6), Zsm (k0), z”: (Z) cos(k0) et z”: ett?

k=0 k=—n

Exercice 6.22 Soit ¢ € IR et n € IN*. Calculer

Z cos(z + (2kmw/n)) et Z sin(z + (2kw/n)).

k=1 k=1

11



Exercice 6.23 Déterminer les nombres complexes z € €* tels que les points d’affixes z,% et
(1 — 2) soient sur un méme cercle de centre O.

Exercice 6.24 Montrer que tout nombre complexe z non réel de module 1 peut se mettre sous

1
la forme #, our € R.
T

Exercice 6.25 Montrer que si a et b sont deux nombres complexes de module 1 tels que

b
ab # —1, alors 1a—:rab

Exercice 6.26 Démontrer ’égalité du parallélogramme:
V(a,b) € @, |a+b* + |a — b]* = 2(|al® + |b]*)
Exercice 6.27 On définit une fonction f de €'\ {i} dans €'\ {1} en posant

z4+1
z—1i

est réel.

f(z) =
1. On suppose z réel. Quel est le module de f(z) ?
2. Trouver les nombres complexes z tels que f(z) = z.

Exercice 6.28 Soit f l'application de @* dans €* définie par:

Vze @, f(z)=

NH[\D

a) Montrer que: Vz € T%, fo f(z) =

b) f est-elle bijective ? Si oui, calculer f~1.

¢) Soit R un réel strictement positif, et C le cercle {z € ,|z| = R}. Calculer f(C).
d) Quel est Pensemble {z € T, f(z) =z} ?

Exercice 6.29 Soit f I’application de € dans € qui & tout nombre complexe z = x + iy, avec
x et y réels, associe:

1 . .
flz)= é(e*ye” +eYe ).
Montrer que pour tout z réel, f(z) = cos(z).

a)
b) Smt z dans €. Montrer que f(z + 27) = f(z), que f(—z) = f(z), et que f(2z) =
2))? -

c) f est- elle 1nJect1ve ?

d) Calculer f~1({0}).

2(f

Exercice 6.30 Soit f I'application de " dans (' définie par:

Vze ", f(z);(eri)

a) L’application f est-elle injective? surjective?

b) Calculer I'image réciproque de {i} par f.

c¢) Déterminer I'image directe du cercle unité U par f.

d) On note H le complémentaire dans €' du segment [—1, 1], et on note D 'ensemble {z €
", |z| < 1}. Montrer que 1’on peut définir Papplication:

g:D — H
z = f(2)

e) Montrer que g est bijective. ( On pourra remarquer que le produit des racines de I'équation
Z=3(z+1)est 1)
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7 Les nombres entiers et les nombres rationnels

Exercice 7.1 Soit n un entier naturel dont le reste de la division euclidienne par 5 vaut 2 ou
3, montrer que n? + 1 est divisible par 5.

Exercice 7.2 Montrer que pour chaque n € IN, 4 ne divise pas n? + 1.
Exercice 7.3 Déterminer les entiers n € IN tels que :
l.n|n+8
2.n—3|n%-3
Exercice 7.4 Que valent pged(a,b) et ppcm(a,b) dans les cas suivants ?
1. a=6b=12;
2.a=3,b=5;
3. a=12,b=18.
Vérifier que dans ces exemples pged(a,b) X ppem(a,b) = ab.
Exercice 7.5 Déterminer pged(a, b, c) et ppcm(a, b, c) dans les cas suivants :
l.a=b=c=2;
2.a=2,b=4,¢c=6;
3. a=2,b=3,c=25;
4. a =120, b =60, c = 24;
5. a=60,b=45,c = 18.
A-t-on toujours pged(a, b, ¢) x ppecm(a, b, c) = abe ?
Exercice 7.6 Calculer pged(1863, 368, 14375) et ppem (1863, 368, 14375).
Exercice 7.7 Quel est le pged de 1753 — 1 et 1742 —1 7

Exercice 7.8 Soient a, b, ¢ des entiers naturels non nuls. Démontrer que pged(a,b,c) =
pgcd(pged(a, b), ¢) et ppem(a, b, ¢) = ppem(ppem(a, b), c).

Exercice 7.9 Montrer que pour tout n dans IN*, les entiers n et n + 1 sont premiers entre
eux, i.e. pged(n,n+ 1) = 1. Y-a-t-il d’autres entiers k € IN tels que, pour tout n dans IN*, n
et n + k sont premiers entre eux ?

Exercice 7.10 Soit k£ un entier naturel. Montrer que 9k +4 et 2k + 1 sont premiers entre eux.
Exercice 7.11 Résoudre dans Z x Z ’équation 27x + 45y = 63.

Exercice 7.12 1) A partir de l'algorithme d’Euclide, déterminer deux entiers relatifs ug et vg
tels que 35ug + 13vy = 1.
2) Déterminer tous les couples d’entiers relatifs (u, v) tels que 35u + 13v = 1.

Exercice 7.13 Déterminer tous les couples d’entiers n, m tels que
1<n<m, m+n=256et pged{n,m} =16 .
Exercice 7.14 Soit n > 1 un nombre entier. En s’inspirant de 'algorithme d’Euclide, montrer
15n2 + 8n + 6

que la fraction rationnelle 30n2 £ 21n £ 13 est irreductible.
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8 Polynomes
Dans toute la feuille, K désigne IR ou .

Exercice 8.1 Effectuer les divisions euclidiennes de A par B pour les polynémes A et B
suivants:

1. A= X346X2+2X+5 B=2X%2+4;

2. A= XT4+2X5+7X?+ 15X +2, B= X3 +2X ;
3. A=X*+1,B=X%+1;

4. A=2X3+17X?2-7X +2, B=2X°—1.

Exercice 8.2 Soit B € IK[X] un polynéme non nul. On considére la relation R suivante sur
IK[X]: pour tous polynémes P et @ dans IK[X],

PRQ& B|(P-Q)

Montrer que PR @ si et seulement si P et () ont méme reste dans la division euclidienne par
B. En déduire que R est une relation d’équivalence.

Exercice 8.3 Soient a et b deux réels distincts et P un polynéme de R[X]. Calculer le reste
de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) en fonction de a, b, P(a) et P(b). Calculer
le reste de la division euclidienne de P par (X — a)? en fonction de a, P(a) et P'(a). Pour
n € IN, quel est le reste de la division de P, = X" + X + b par (X —a) ?

Exercice 8.4 Calculer le reste de la division euclidienne de A par Boun > 2, A= X"+ X +1
et B = (X—1)2? Pour p et g entiers tels que p > ¢, quel est le reste de la division de X?+ X941
par X2+ X ?

Exercice 8.5 Soit 6 € IR. Factoriser dans ¢[X] et dans IR[X], les polynémes suivant :
P(X)=X"4+2X? - X -2, P(X)= X"+ X 42X3 4+ 2X? + X +1, P(X) = X"+ X2 +1,
PuX) =X+ X*+1, Ps(X)=X?—-2Xcos(A) +1, Ps(X)=X*—2X2cos(20) + 1.
Exercice 8.6 Soit n € IN*. Factoriser dans ¢[X] et dans IR[X], les polynémes suivant :

QuUX)=X"—1, Q(X)=2X"—-2, Qs(X)=X""14+X"24 4+ X +1,
Qu(X)=X"+1, Qs(X)=X""—1.

Exercice 8.7 Soit A(X) = X°+ X*+aX3+bX?+5X —2et B(X) = X3—-2X +1. Peut-on
déterminer a et b pour que B divise A?

Exercice 8.8 Factoriser le polynome réel

Po(X) =145+ =+ —

Faire un raisonnement par récurrence.

Exercice 8.9 Montrer qu'un polynéme réel de degré 3 admettant une racine double dans €[X]
a toutes ses racines dans IR.
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Exercice 8.10 Soient p et ¢ deux réels fixés et A(X) le polynome A = X+ pX + q. Montrer
que A admet au moins une racine réelle. Déterminer en fonction de (p, ¢) le nombre de racines
réelles de A.

Exercice 8.11 Déterminer le degré du polynome P(X) = (X +1)7 — X7 — 1. Montrer que
P est divisible par (X — j)? oul j = e?7/3, Déterminer deux racines réelles entieres de P en

précisant les ordres de multiplicité. En déduire la factorisation de P dans €{X], puis dans
R[X].

Exercice 8.12 Soit P(X) = X3 — 3X + 1 et soient a, b, ¢ les trois racines de P dans ¢[X].
On ne cherchera pas a calculer ces racines. Montrer que a, b et ¢ sont distinctes. Calculer
A=a+b+c, B=ab+ ac+ bcet C = abe.

Exercice 8.13 Quel est I'ordre de multiplicité de 1 en tant que racine du polynéme P(X) =
X2 —p X7t ppxn-1l 17

Exercice 8.14 Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que le polyndéme a coeffi-
cients complexes P(X) = X* 4 aX? + b admette une racine multiple.

Exercice 8.15 Soit n > 3. Déterminer un polynéme P de IR[X] de degré n tel que P(1) = 3,
P'(1) =4, P"(1) =5 et P®)(1) =3 si k € {3,..,n}. Un tel polynoéme est-il unique ?

Exercice 8.16 Soit n € IN. Soient Py, Pi,...,P,, dans IK[X] tels que pour tout k € {1,...,n},
deg(Py) = k. On dit qu'un polynéme P est une combinaison linéaire des polynémes FPy,...,P,
'l existe des scalaires Ag,...,A, tels que P(X) = APy + ... + A\, P,. Dans ce cas, on dit que
cette écriture est unique si pour tous scalaires pg,...,un tels que P = pugPy + ... + pun Py, on a
pr = A, pour tout k € {1,...,n}. Le but de cet exercice est de montrer que tout polynéme de
degré au plus n peut s’écrire, et de fagon unique, comme combinaison linéaire des polynomes
Py, Pi,...,Py.

Soit IK,[X] = {P € IK[X],deg(P) < n} ’ensemble des polynomes de degré au plus n. Soit
P e K,[X].

a) Sin > 1, montrer qu’il existe A\, € IK tel que P — A\, P, € IK,,_1[X].

b) En déduire qu'’il existe des scalaires Ag,...,A, tels que P = X\gPy + ... + A\ Py.

¢) Montrer que cette écriture est unique.

Exercice 8.17 Soit

ol n est un entier strictement positif.
a) Montrer que les n — 1 premieres dérivées de P sont nulles pour z =0 et z = 2.
b) Ecrire la formule de Taylor pour P au point 0 et au point 2.
¢) En déduire que toutes les dérivées de P prennent des valeurs entieres pour z = 0 et z = 2.

Exercice 8.18 Trouver les polynémes P de IR[X] tels que P(X)P(X +2) + P(X?) =0. (On
montrera que si « est racine de P, alors a? aussi, puis que la seule racine possible est 1.)

Exercice 8.19 En développant de deux fagons différentes le polynéme
P=(X+1)PH) = (X +1)P(X +1)7,

montrer que: Vn € IN,Vp > n,Vq > n,

p+a\ _x~(P\( ¢
(=206
k=0
(Cette égalité est connue sous le nom d’égalité de Van der Monde.)
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Exercice 8.20 Montrer que le polynéme P(X) = X5 — X2 + 1 admet une unique racine réelle
et que celle-ci est irrationnelle.

Exercice 8.21 Soit P = (X? — X + 1) + 1. Vérifier que i est racine de P. En déduire alors
la décomposition en produit de facteurs irréductibles de P sur IR[X].

Exercice 8.22 Prouver que B divise A, ou :

A= X3n+2 4 X3mHl L X3 ot B= X2+ X +1,
A=(X+1)?"—-X?" —2X —let B=X(X+1)(2X +1),
A=nX"" —(n+1)X"+1et B= (X —1)%

Exercice 8.23 Soit le polynome P = X8 +2X6 + 3X4 +2X? +1.
1. Montrer que j est racine de ce polynéme. Déterminer son ordre de multiplicité.
2. Quelle conséquence peut-on tirer de la parité de P 7

3. Décomposer P en facteurs irréductibles dans €{X] et dans R[X].
Exercice 8.24 Montrer que X2 — 2X cosf + 1 divise X2"* — 2X™ cosnf + 1.

Exercice 8.25 On considere le polynome P(X) = X4 +6X3 + 16X2 + 22X + 15.
i) Déterminer deux scalaires A et p tels que

P(X)=(X?2+3X+)N)?— (X +p)?.

ii) En déduire la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans €]X] et dans
R[X].

Exercice 8.26 On considere les deux polynomes P(X) = X* +1et Q(X) = X3 + 1.
i) Calculer les racines de P et @ (dans €) sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.
ii) Décomposer P et @ en produit de polynome irréductibles de R[X].
iii) Calculer le pged de P et Q.
iv) En déduire un couple (U, V) de polynémes de R[X] de degré < 3 tel que PU + QV = 1.

Exercice 8.27 Soit A(X) = X%+ aX?* + bX?3 + ¢ un polynoéme de ¢[X].
i) Déterminer a, b, ¢ tels que 1 soit racine double de A et j soit racine de A.
ii) Montrer alors que A € IR[X] et que j est racine double.
iii) Décomposer A en produits de facteurs irréductibles dans €{X] et dans IR[X].

Exercice 8.28 Décomposer dans IR[X] et dans €{X] les polynomes suivants en facteurs irréductibles :
X% +1 X*-1 X% 4+2X%+2X +1
Xt +1 XP+ X2 +1 I+ X+ X2+ X+ X+ X°

Exercice 8.29 1. Montrer sans calcul que le polynéme (X + 1) divise les polynomes X° +1
et X3+ 1.

2. Calculer explicitement les polynomes Py (X) = )){;111 et P(X) = ))((Sjll.

3. Montrer que P; et P, sont premiers entre eux.
4. En déduire le pged de X° +1 et X3 + 1.

5. Calculer le ppcm de X% +1 et X3 + 1.
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9 Matrices

1
Exercice 9.1 On donne les matrices : A:(l 2 1),B: -1 ,C’<é _11 ),
0
0 1 -1 1 0
D=|11 0 |,E= 0 1 thz(é}?).
01 0 -1 -1

Effectuer tous les produits de ces matrices deux & deux lorsqu’ils existent.

Exercice 9.2 Comparer AB et BA pour les deux matrices suivantes :

6
15 -3 2 1
A‘(32 -1 2>etB_ 5
7

N W N

Exercice 9.3 Soient A et B deux matrices. A quelle condition les matrices AB et BA existent-
elles toutes les deux ? A quelle condition ont-elles le méme format ?

1
Exercice 9.4 Soit U = | une matrice de M, ; et X = (z1,...,x,) une matrice de M ,,.

1
Vérifier que les deux produits UX et XU sont possibles et calculer les.

Exercice 9.5 Soit A une matrice de M, ;.

a) Si I, est la matrice unité d’ordre n, montrer que I, A = A puis que Al, = A.

b) Soit E;; la matrice élémentaire de M,, dont tous les coefficients valent 0, sauf celui situé
sur la ligne ¢ et la colonne j, qui vaut 1. Calculer E;;A. On note ici Fj; la matrice élémentaire
de M), définie de maniere analogue. Calculer AFj;.

Exercice 9.6 a) Déterminer deux matrices A et B de M3(IR) telles que :

1 2 0 1
avp=(y 5 )ea-n=(3 3

b) Calculer AB et BA. A-t-on (A + B)? = A2 + 2AB + B??

Exercice 9.7 Puissance de matrice et formule du binéme : Soit A une matrice de M,,.
On définit les puissances de A par récurrence :

A=1,, Al =AetVpec IN, APTH = APA = AAP.

On dit que deux matrices A et B de M, commutent si AB = BA. Montrer que si A et B
commutent, la formule du binéme de Newton est vraie :

(A+ By = Zp: (Z) AFBPF,

k=0

Exercice 9.8 Soit A = et J = A — I3. Pour tout n € IN, calculer J", puis A™.

_ o
o = O
== O

Exercice 9.9 Soit x € Ret A

C9S<x) —sin(z) . Calculer A™ pour tout n > 1.
sin(xz)  cos(z)
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Exercice 9.10 Soient A et B deux matrices de M,,. Effectuer les produits :
(A+B)*, (A-B)(A+B), (A-B)?, (AB)?et (I+A+...+ A" (I - A).

Exercice 9.11 Soient A et B deux matrices de M, triangulaires inférieures. Montrer que leur
somme et leur produit sont aussi triangulaires inférieures.

Exercice 9.12 Soit A = (a;;) une matrice carrée de M,. On appelle trace de A, et on note
tr(A) le nombre réel :

t?”(A) = Z Ak -
k=1

Montrer que : VA € M,,, VB € M,,, VA € R,
tr(A+ B) =tr(A) + tr(B), tr(AA) = Mr(A), tr(AB) = tr(BA).

Exercice 9.13 Soient A et B deux matrices carrées réelles, de format n x n, avec tr(A4) # —1.
Déterminer les matrices X € M, (IR) telles que

X+ (tr(X)A=B.

Exercice 9.14 1) Soit X une matrice colonne & coefficient réels. Calculer X7 X. Montrer que
XTX =0 si et seulement si X = 0.

2) Soit A une matrice & coefficient réels et X une matrice colonne a coefficient réels telle
que le produit AX existe. Montrer que AX = 0 si et seulement si XTATAX = 0.

3) Montrer qu’ainsi énoncé ces résultats sont faux pour des matrices & coefficients complexes.
Comment peut-on les géneraliser au cas des matrices a coefficients complexes 7

Exercice 9.15 a) Montrer que, pour toute matrice A de M,, ,, les produits A(AT) et (AT)A

1 -1 0 3 T T
3 -9 1 0 ) Calculer AA* et A" A.
b) Montrer que toute matrice carrée B peut s’écrire de fagon unique comme la somme

d’une matrice symétrique S et d’une matrice antisymétrique 7. Déterminer S et T si B =

sont des matrices carrées symétriques. Soit A = <

-2 3 -1
) 4 -1
1 -3 2

Exercice 9.16 Soient n dans IN* et A une matrice de M,,(IR) non nulle (c¢’est-a-dire différente
de la matrice nulle) et symétrique.

1) Montrer que A? est symétrique.

2) Exprimer les coefficients de A% en fonction de ceux de A.

3) Montrer que la trace de A2 est strictement positive, puis en déduire que A? est non nulle.
)

4) Montrer que pour tout k de IN*, AF est non nulle.
Exercice 9.17 La somme de deux matrices inversibles est-elle toujours inversible ?

Exercice 9.18 Déterminer l'inverse (quand il existe) des matrices suivantes par la méthode
du pivot :

L1 1 11 1 2 1 1 1 2
1 0 1 2 1 0 1 2
A‘éz)li B_0111C_01—21
2 -1 -1 1 2 -1 -1 1



Exercice 9.19 a) Soit A = ( é 2 ) . Calculer A2. En déduire que A n’est pas inversible.
Calculer A™ pour tout entier naturel n.

5 —4
4 -3
(I — N)(I + N). En déduire que B est inversible et calculer son inverse, puis B1%°.

b) Soit B = ( > Déterminer la matrice N telle que : B = I + N, puis calculer

5 =2
a) Calculer A%. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
b) Calculer A™ pour n € IN.
¢) Déterminer en fonction de n et des termes initiaux les suites réelles (u,) et (v,) définies
par ug, vg et la relation de récurrence :

Exercice 9.20 Soit A = < 2 1 )

Un+1 = 2Up + Uy

Ung1 = DUp — 20,
3
0
2

2 0
Exercice 9.21 Soit A = 0 2
0 3

a) Calculer A% — 642 + 12A.
b) En déduire que A est inversible et calculer A~1.

Exercice 9.22 Soit n dans IN*. On note I la matrice identité de M, (IR), et 0 la matrice nulle
de M, (IR).
Soit A une matrice de M, (IR) telle que:

A2+ A+T=0.

a) Montrer que A est inversible et que A1 = —A — I.
b) Montrer que A3 = I.
¢) Calculer, pour tout p de IN*, AP en fonction de A et I.

0
Exercice 9.23 Soit la matrice A = 2 1 1
0

a) Calculer A2 puis A3.
b) A est-elle inversible ?
¢) On note I la matrice identité de M3(IR). En utilisant la formule du binéme de Newton,
calculer (A + I)10.
d) On considere les suites les suites réelles (u,,), (v,) et w, définies par ug, vy et wp et par
la relation de récurrence :
Up4+1 = Up, — Vp + Wy
Unt+1 = 2Uyp + 20, + Wy
Wn+1 = Un

Calculer v19 quand ug =1, vg = 0 et wg = —1.
Exercice 9.24 (suite des noyauz) Soit n dans IN*. Pour toute matrice A de M, (IR). On pose
appelle noyau de A et on note Ker A ’ensemble des vecteurs colonnes X a n composantes tels

que AX =0:
KerA={X e M,,1(RR),AX =0}
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Soit A une matrice de M, (IR).

1) Montrer que pour tout k dans IN, Ker(A*) C Ker(A**1).

2) Soit k un entier naturel tel que Ker(A*+1) = Ker(A*). Montrer que pour tout entier
q > k, Ker(A?) = Ker(AF).

3) En déduire que si pour tout X dans M, 1(IR), A2X =0 < AX = 0, alors pour tout
entier k > 1 et pour tout X dans M,, ;(IR), on a A¥X & AX = 0.

Exercice 9.25 (racines carrés de matrices) Définition: Soit A et M des matrices de Mz ().
On dit que M est une racine carrée de A si M? est bien définie et M2 = A.

a) Soit M une matrice. Montrer que le produit M M n’est défini que si M est une matrice
carrée. En déduire que si une matrice A a une racine carrée (ou cubique d’ailleurs), alors A est
carrée.

. . . ) 0 1
b) Montrer que la matrice suivante n’a aucune racine carrée dans Ms(Q): ( 0 0 )

. -1 . ) .
¢) Montrer que la matrice ( 0 0 n’a aucune racine carrée dans My (IR) mais a ex-

actement deux racines carrées dans Mo (().

d) Dans M5(IR), montrer que la matrice I a une infinité de racines carrées dont les coeffi-
cients diagonaux sont nuls.

e) Déterminer toutes les racines carrées de la matrice Iy dans Mo (). Donner un exemple
de racine carrées de I dans Ma (@) qui n’appartient pas a Mz (IR).

Exercice 9.26 On considere des matrices a coefficients réels. Soit A une matrice n x p. On
appelle noyau de A I'ensemble des matrices colonnes X € M, ; telles que AX = 0. On appelle
image de A I’ensemble des matrices colonnes B € M,, ; telles que le systeme linéaire AX = B
ait au moins une solution. Déterminer le noyau et I'image des matrices suivantes. A chaque
fois, calculer la somme du nombre de ”degrés de liberté” du noyau et de I'image et comparer
avec le nombre de colonnes de A. Que constatez-vous 7

2 1 10 11 11
) A_(12> 2) A_(01> 3) A_(01> ) A_<11)
11 111
5) A= 11 1 6) A=[1 2 1 7)A:(i§2>
11 00 0

Exercice 9.27 Pour les matrices carrées A de 'exercice précédent (donc toutes sauf la 7)),
déterminer les réels A tels que le systéme linéaire AX = AX ait (au moins) une solution X non
nulle. Pour chacune de ces valeurs de A, résoudre le systéeme AX = A\ X.
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10 Systemes linéaires

Exercice 10.1 Déterminer le rang et ’ensemble des solutions des systémes linéaires suivants.

1) 2c1 + x2 = 0 2) 2c1 + x2 = 3
Ty + 2z = 0 Ty + 2x9 = 3

10+ 2¢
6+ 2

3) 2x1 + 419
2r1 + (4—|—2i)$2

Exercice 10.2 Déterminer en fonction de la valeur des parameétres a et b le rang et ’ensemble
des solutions des systemes linéaires suivants.

1) 200 + 2 = 1 2) 27 + axs = 0
41 + 2a9 = b X + 229 = b

Exercice 10.3 Un systeme linéaire peut-il avoir exactement trois solutions ? Pourquoi ?

Exercice 10.4 Un systeme linéaire de n équations a n inconnues a-t-il toujours exactement
une solution ? au moins une solution ? au plus une solution ?

Exercice 10.5 a) Considérons un systeme linéaire de 7 équations & 5 inconnues dont le rang
est 4. Ce systeme a-t-il nécéssairement au moins une solution ? au plus une solution 7 Ce
systeme peut-il avoir une solution unique ?

b) Mémes questions pour un systéme de 7 équations & 5 inconnues de rang 5

¢) Mémes questions pour un systéme de 5 équations a 7 inconnues de rang 4, puis pour un
systeme de 5 équations a 7 inconnues de rang 5.

Exercice 10.6 Résoudre les systemes linéaires figurant dans le polycopié sur les systémes
lindaires (i.e. pour vous entrainer, résoudre vous méme les systémes du polycopié, et ne vérifier
en regardant les solutions qu’a la fin).

Exercice 10.7 Résoudre les systémes suivants (pour les deux derniers, résoudre en fonction
de la valeur des parametres réels a, b et m).

2¢ 4y 42z = 7 2 4y +2z = 7
DS = 4y +z = 4 2)¢ =z 4y +2z = 4
-2z +y -2z = -4 -2z +y -z = -3
x 2y +3z -4t = 4
3) Y -z 4+t = =3
T +3y =3t = 1
z +2y +z -4t = 4
x +y 42z =1 - by 4@em—1)r = 1
z 2y 4z =2
4) 3r 4dy 452 —a 5)8 mz  +y +z = -1
Y B x  +my +z = 3(m+1)

y 43z =b
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11 Annales

Nous donnons les ccl, cc2, partiel et examen de 'année derniére. Dans tous les cas, les doc-
uments, calculatrices et portables sont interdits. Sauf mention explicite, les réponses non jus-

tifiées ne seront pas prises en compte.

Algebre Linéaire 1 - Contréle continu 1 du 13/10/2016
Durée 1 heure 30 minutes

Exercice 1 Soit f une application de IR dans IR, on considere les quatre propositions suivantes

e P:3CeR,VzeR, f(x)=C.

e Q:VzeRR, f(z)=0=z=0.

e R:Vye R, Ix e R, f(x)=y.

o S:V(z,y) € R, f(z)=fly) =z =y.

1. Donner les négations de P, Q, R et S.

2. Quelle est la proposition qui exprime que f est constante sur IR ?
3. L’application f est définie par

Ve € R, f(z)=a*—22.

(a) Tracer le graphe de f.
(b) Parmi les quatre propositions P, @, R et S lesquelles sont vraies? On demande de
bien justifier la réponse.

Exercice 2 On pose pour tout couple d’entiers (i,5) € IN?,
a;; =ai+Bjou (o, f) € IR?.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2, déterminer « et 8 en fonction de n sachant que

ZZaijzlet Z aij:().

i=1 j=1 1<i<j<n
n

Dans ce cas, déterminer E Q-
i=1

Exercice 3 Soit (A,)necv une suite d’ensembles.

1. Démontrer que

U (Ani\4n) © (U An> \ ( N An> :

nelN nelN nelN

2. Démontrer égalité si la suite (A,)nemn est croissante c’est-a-dire pour tout entier n,

A, C An+l-

3. On pose
Yne IN*, A, =10,1/n[et Ag = [0, 1].

Montrer qu’il n’y a pas égalité dans I’inclusion de la question 1.
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Exercice 4 Soient f: E — FE et g: E — E deux applications telles que
fogo f=1dg.
1. Prouver que f est bijective.
2. Est-ce que g est aussi bijective 7

1

3. Dans l'affirmative, déterminer g7 en fonction de f.

Exercice 5 Soit f: E — F une application. On définit 'application

o PF) - P(E)
B f4(B)=f"1B)

1. (a) Montrer que si f est surjective, alors
VB CF, f(f71(B))=B.
(b) En déduire que si f est surjective, alors f* est injective

2. On suppose que f* est injective. Soit y € F', on pose B = {y} C F.

(a) Que signifie f~1(B) =07
(b) Montrer que si f~1(B) = () alors B = .

(¢) En déduire que si f* est injective, alors f est surjective
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Algebre Linéaire 1 - Contrdle continu 2 du 8/12/2016
Durée 1 heure 30 minutes

Exercice 6 « étant un nombre réel appartenant & Uintervalle [0, 7] et on considere le polynéme
P(X) défini par :

P(X)=X?—-(1-2sina)X?+ (1 —2sina)X — 1.
1. Calculer P(1).
2. En déduire 'existence de trois nombres réels a, b, ¢ tels que :
P(X) = (X —1)(aX*+bX +c¢).
Déterminer a, b, c.
3. Résoudre, dans €, I’équation P(z) = 0.
4. On considere trois nombres complexes :
z1 =1, 29 =—sina+icosa, et zg3=—sina—1icosa.
Déterminer le module et un argument de chacun de ces nombres complexes z1, 25 et z3.

Exercice 7 1. Prouver que ’équation 2z + 4y = 1 n’a pas de solutions dans Z x Z.

2. Déterminer tous les nombres k € IN tel que 'équation 2x + 4y = k est résoluble dans
Z X Z.

3. Soit k un entier, trouver toutes les solutions de 2x + 4y = 2k dans Z x Z.
Exercice 8 Soient (a1, ,a,,b1,--+,b,) € Z*", oun € IN*

1. Montrer qu’il existe (A, B) € Z? tels que
H(ai +b7) = A%+ B
k=1

Indication : on pourra introduire les complexes zx = aj + iby et exprimer le produit en
fonction des z, 1 < k <n.

2. Application : Vérifier que 41 = 5% + 42 et que 5 = 22 4 1, puis écrire 205 comme somme
de deux carrés.

Exercice 9 On pose pour tout entier n € IV
P(X) =Y Xk

1. Montrer que
Vne N, (X —1)P,(X)=X"" 1.

2. En utilisant la dérivation, montrer que

n n—1
Vne N, (1-X)) kXF =3 XF_nx"
k=1 k=0
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3. On suppose maintenant que z est une racine n-ieme de I'unité, n > 1. Calculer

n

Z (kzkil) .

k=1
(On exprimera le résultat en fonction de n et de z & la puissance 1 seulement.)

Exercice 10 On pose pour tout entier naturel n non nul
P.(X) =2X?% 4 (4n — 3)X + 2n? — n.

1. Montrer que pour tout entier n non nul, P, a deux racines réelles distinctes et donner
une expression de ces deux racines en fonction de n.

2. On se propose de trouver les valeurs de n pour lesquelles ces racines sont des nombres
rationnels.

(a) On suppose que les racines de P, sont des rationnels.

i. Soit @ un nombre entier naturel, démontrer I’équivalence suivante
Vva e Q < ac IN.

ii. En déduire que 16n + 9 est le carré d’un entier naturel p .
iii. Montrer que le reste de la division de p par 8 est égal a 3 ou a 5.

(b) En déduire la forme générale des entiers n cherchés et donner les valeurs de n stricte-
ment inférieure a 30.
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Algebre Linéaire 1 - Partiel du 7/11/2016
Durée 2 heures

Les documents, calculatrices et portables sont interdits. Sauf mention explicite, les réponses
non justifiées ne seront pas prises en compte. Les exercices sont indépendants.

Exercice 11 1. Ecrire sous forme trigonométrique

21:1+iet22:\/§+i.

z
2. En déduire la forme trigonométrique de z3 = -1
2

3. Justifier que

1+v3 _V3-1
Vi et sin(r/12) = Vol

cos(m/12) =

4. Que vaut alors tan(w/12) ?

Exercice 12 Soit n un entier non nul. On pose

n

ZZ li — 7| et A, = Z li — j].

1<i<j<n
1. Vérifier que S; = 0 puis que Sy = 2.
2. Calculer A,,.

3. En déduire S,, en 'exprimant en fonction de A,,.

n
On rappelle que Zz =

=1

n+1 " n(n+1)(2n + 1)

Exercice 13 Soit 6 un réel de [0, 7r[ et n un entier non nul, on pose

ZCOS cos(kB) et T,,( ZCOS ) sin(k0).

1. On considere le complexe a = cos(8)e®.

(a) Donner la partie réelle et la partie imaginaire de a en fonction de 6.

(b) Calculer le module de a en fonction de 6 et donner un argument de a en fonction de
0.

(¢) Montrer que '
1 —a = sin(g)e!0=7/2),

(d) Déterminer la ou les valeurs de 6 pour lesquelles a = 1.
2. Calculer S,,(0) + ¢T,,(0) en fonction de n et de 6.
3. En déduire S, () en fonction de n et de 6.

Exercice 14 Soit un entier n > 1, on considere 'application f de € dans € définie par

Vzed, f(z)=2"—-%
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1. Calculer f(0) et f(1). En déduire que f n’est pas injective.
2. On pose A = f~1({0}). Soit z un élément non nul de A.

(a) Montrer que le module de z est 1.

(b) Déterminer A. Quel est son cardinal ?
Exercice 15 On considere ’équation
23— (6+30)2% + (9 +12i)z — 9(2+ 3i) = 0. (E)
1. Démontrer que E admet une solution imaginaire pure unique z; que 'on calculera.

2. Déterminer les autres solutions de F, notées z et z3.

3. Montrer que
|23 — 22| = |ZQ — 21| = |Zl — 23| .

4. On appelle Ay, As et A3 les points du plan d’affixes respectives z1, 29 et z3. Que dire du
triangle (A17 AQ, Ag) ?
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Algebre Linéaire 1 - Examen du 17/01/2017
Durée 2 heures

Les documents, calculatrices et portables sont interdits. Sauf mention explicite, les réponses
non justifiées ne seront pas prises en compte. Les exercices sont indépendants.

Exercice 16 Soit a €] — 1;1[, on note D I’ensemble
D={zeC [z <1}
1. Montrer que pour tout z € D, |1 — az| # 0.

2. Montrer que
Vze D,|z—a|l <|1—az|.

Donner une condition nécéssaire et suffisante sur z pour avoir I'égalité.

3. On définit ainsi, pour tout réel a €] — 1; 1], une application f, de D dans D telle que

zZ—a

Vze D, f.z)= T as

(a) Monter que f, est une application bien définie de D dans D.

(b) Mountrer que f, est bijective de D dans D et déterminer la bijection réciproque.
Exercice 17 Soit A et B deux matrices carrées de M,,(IR) ou n € IN* qui vérifient
AB = A+ B.
On note I,, la matrice identité de M, (IR).
1. Montrer que A — I, est inversible et que
(A-1,)"'=B—1,.
2. En déduire que A et B commutent.

3. On pose

_0

0
A=10 2
10

Calculer (A — I3)%, en déduire que A — I3 est inversible et déterminer la matrice B.

4. Montrer que si A est inversible, alors B est inversible et exprimer B~! en fonction de A,
A vet I,.

5. Soit A une matrice nilpotente c’est-a-dire il existe un entier n tel que A™ = 0. Montrer

que
n—1
B=-) Ak
k=1
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Exercice 18 On considére trois polynomes A, B et C a coefficients réels de degré 2 qui

vérifient
A%(X) + B*(X) = C*(X).

1. (a) Montrer que si deux de ces trois polynémes admettent une racine commune (réelle
ou complexe), alors cette racine est aussi racine du troisiéme polynome.

(b) Montrer que si les polynémes B — C et B + C ont une racine commune, alors cette
racine est également racine de B et de C.

On suppose dans toute la suite que les trois polyndomes A, B et C n’ont pas

de racines communes.

2. On note A = K(X — p)(X — ¢q) o K, p et ¢ sont des complexes. Montrer que K est un
réel et que p et g, les racines de A, sont soit des réels soit des complexes conjugués.

3. (a) Démontrer que C' n’a pas de racines réelle. En déduire que C' admet deux racines
distinctes complexes conjuguées.
(b) A partir de I'égalité
A2 =(C-B)(C+B),
démontrer que les polynomes C' — B et C'+ B ont chacun une racine double réelle.
(¢) En déduire que A et B admettent chacun deux racines réelles distinctes.

4. On prend K = 1, on suppose connues p et ¢, les racines de A. Montrer qu’il existe une
infinité de polynémes B et C dépendant d’un parametre.
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