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Chapitre 3 : Intégrales généralisées

Exercice 1. Soit f € C%([a,b],R), olt a,b € R,a < b, tel que f(x) > 0 Vz € [a, b]
fab f(z)dz = 0 si et seulement si f(x) =0 Vz € [a, b].

Exercice 2. Soit f € CY([0,1],R).
1. Montrer a ’aide d’'un changement de variables que 1’'on a

/0 " e f(sin(e)) do = . /O " f(sin(e)) de.

2. En déduire la valeur de

o [t
o 1+ cos?(z)

1

Exercice 3. Soit Vn € N, I, = / (z% — 1)" d.
-1

1. Montrer que

2n+2
Vn € N,In+1 == —2n+3 n-
2. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.
1’2
t)+1
Exercice 4. Soit Vx € R, f(x) = / cos(t) +1 dt.
v 1+ 2

1. Montrer que f est définie et de classe C! sur R.

2. Calculer la dérivée de f et en déduire que f est de classe C*° sur R.

3. Montrer que f est positive sur | — oo, 0] et [1, +00[, et négative sur [0, 1].
4. Pour quelles valeurs de x la fonction f s’annule-t-elle 7

* t t z t t
Exercice 5. Soit Vx € Ry, I(x) = / M dt et J(z) = / M dt.
0 1+ t2 0 (1 4 t)2
1. a. Déterminer la valeur de I(x) en fonction de z.

b. En déduire 'existence et la valeur de la limite de la fonction I en +oo.

2. a. Déterminer la valeur de J(z) en fonction de x.
b. En déduire l'existence et la valeur de la limite de la fonction J en +oo.

. Montrer que

Exercice 6. Les intégrales suivantes sont-elles convergentes ? Si oui, calculer leur valeur.

. [tarctant - [t dt 1&.
O f e [ e NIk
T In(t)

(iv) /_ 11 \/1t_7t2dt;(v) /1 1 g




Exercice 7. Soit f: Rt — R définie par :

e pour chaque n € N, f(z) = 2" (z — n) sur [n,n+ 57,

e pour chaque n € N, f(z) = 2" (n + g5 — ) sur [n+ g, n + gu ),

e f(x) =0 en dehors des intervalles [n, n+ Z,L%] et [n + ﬁ, n+ 2%], pour n € N.

1. Dessinez rapidement f sur [0, 3].
2. Vérifiez que f est une fonction positive.
3. Calculer f0"+1 f pour chaque n € N. En déduire que l'intégrale f0+°° f converge.

4. La fonction f tend-elle vers 0 en 400 ?

Exercice 8. Déterminer la nature des intégrales suivantes.

"In(1+¢ P-4 oo
M) / mA+8 0wy [ 22 s ) / e dt ;
0 t 01—t 0

tee sin(t too 512 41 2 tan(t)
' Lt & - (v 0
) /0 T+eos) e ) /0 PTG /o &
(

+oo In t)2

o V] —1(Vt+2)

(ix) ;OO mdm’ ; (%) f01/2 mdx, ou «, B € R (Intégrales de Bertrand) .

1

“+o00
dt ; (viii) / t*(1—e Vi)dt, ot € R ;
0

(vii)

Exercice 9. Soit f € C%([a,b],R) avec (a,b) € R2.
Q)
Vb=t)(t—a) - |
In(t —a

b
2. On suppose que f(b) # 0. Déterminer la nature de I'intégrale / f(t)(b -

b
1. Déterminer la nature de I'intégrale / dt.
a

dt.

Exercice 10. Soit f € C°([0,1],R). On suppose que f(0) = 0 et que f est dérivable en 0.
1. Montrer que l'intégrale fol &5) dt est convergente.
)

)

42 dt est divergente.

2. On suppose que f/(0) # 0. Montrer que 'intégrale fol

Exercice 11.

1 +o0
In(t In(t
1. Montrer que les deux intégrales / ®) dt et / ®) dt sont convergentes.
0 1

1+ t2 1+ t2

0 In(t
2. En déduire que l'intégrale / 11( 22 dt est convergente, et que sa valeur est égale a
0
0 In(¢
/ @) 4 —o,
o 1+t

3. Soit @ > 0. A T'aide d’un changement de variables approprié, en déduire que




Exercice 12. Soit f : R* — R une fonction de classe C! telle que lim, ;o f(z) = 0 et que
Vintégrale [y |f'(x)| dz converge. Montrer que lintégrale [ f(z) sin(z) dz converge.

Exercice 13. Déterminer la nature de l'intégrale :

1 1
/ —QSin (2> dx.
0 xr xr

Exercice 14. Soit Vo € RY ,I'(x) = 0+O° tr= et dt.
1. Montrer que la fonction I' est définie sur R% et que

r(1) = 1.

2. Montrer que
Ve > 0,[(x + 1) = 2I'(z).

3. En déduire la valeur de I'(n) pour tout entier n € N*.

Exercice 15. Soit Vn € N,
+oo 9
In:/ t"e " dt.
0

1. Montrer que la suite (I,;)nen est bien définie.

2. Montrer que
n+1

2

Vn €N, Iso = I,..

3. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

Remarque. On admettra que f0+°o e~ dt = @

Exercice 16.* Soit f: R — R une fonction continue telle que

+oo
/ | f(t)| dt converge.

—00

Montrer que
+oo

J(z) == / o+ 1) — (b)) dt

—0o0

est bien défini pour tout x réel, et déterminer sa limite lorsque x tend vers 0.

*Exercice difficile, & n’aborder que si vous avez fait tout le reste.



