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Le polycopié qui suit peut avoir des différences notables avec le cours dispensé en amphi (qui
seul fixe le programme de l’examen). Il comporte des passages qui ne seront pas traités en amphi,
et a contrario dans ce dernier pourront être donnés des compléments ne figurant pas dans ces notes,
les preuves être plus détaillées, etc.

Le premier chapitre et les deux derniers apportent des rappels (qui ne prétendent pas être
exhaustifs) de première année. La mâıtrise de ces outils de première année est indispensable pour
pouvoir bien aborder ce cours de deuxième année.
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Chapitre 1

Préliminaire 1 : Rappels sur les
équivalents et les développements
limités

Ce chapitre étant composé de rappels, il ne contient pas de démonstration.

1.1 Comparaison de fonctions

Dans cette section, on décrit comment on peut comparer deux fonctions au voisinage d’un point
réel ou éventuellement au voisinage de +∞ ou −∞. Dans ce qui suit, a est donc un point de
R ∪ {+∞,−∞} et les fonctions f , g, etc. sont définies au voisinage de a, c’est-à-dire (au moins)
sur un intervalle de la forme ]a−η, a+η[ avec η > 0 si a est réel, de la forme ]M,+∞[ ou ]−∞,M [
avec M réel dans les cas a = +∞ et a = −∞.

Définition 1.1 (Fonction négligeable par rapport à une autre). Soient f et g deux applications
définies sur un intervalle ouvert I qui est un voisinage du point a ∈ R (ou de a = +∞ ou de
a = −∞). On dit que f(x) est négligeable par rapport à g(x) au voisinage de a s’il existe une
fonction ε définie sur I, telle que

f(x) = g(x)ε(x) ∀x ∈ I,

et telle que ε(x) tende vers 0 lorsque x→ a.

Dans ce cas, on notera f = o(g) au point a, ou f =
a
o(g) ou encore f = o(g) lorsqu’il n’y a pas

d’ambigüıté sur le point a

Remarque. 1.On peut toujours réduire le voisinage I à un voisinage de a plus petit au besoin.
2. Si g(x) ne s’annule pas, alors il n’y a pas de choix pour ε(x), on a bien sûr ε(x) = f(x)

g(x) ! Et
d’ailleurs :

Proposition 1.2. Dans le cadre de la définition précédente, si g ne s’annule pas sur I, alors

f =
a
o(g)⇐⇒ f(x)

g(x)
−→ 0 lorsque x→ a.

Exemples. f =
0
o(1) ⇐⇒ limx→0 f(x) = 0. Si g tend vers l’infini en a et que f est borné au

voisinage de a, alors f =
a
o(g).

On a les propriétés élémentaires suivantes sur les o :
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Proposition 1.3.

• Si f =
a
o(g) et g =

a
o(h) alors f = o(h).

• Si f =
a
o(g) et h est une fonction définie au voisinage de a alors fh = o(gh).

• Si f =
a
o(g) et f̂ =

a
o(ĝ) alors ff̂ = o(gĝ).

• Si f =
a
o(g) et f̂ =

a
o(g) alors f + f̂ = o(g). (Le même g !)

• Si f =
a
o(g) et λ ∈ R, alors λf =

a
o(g).

• Plus généralement si f =
a
o(g) et si h est une fonction bornée au voisinage de a, alors

hf =
a
o(g).

• Si f =
a
o(g) et λ ∈ R∗, alors f =

a
o(λg).

Exemple. xn =
0
o(xp)⇐⇒ n > p.

Définition 1.4 (Fonctions équivalentes). Soient f et g deux applications réelles définies sur un
intervalle I qui est un voisinage du point a ∈ R (ou de a = +∞ ou de a = −∞). On dit que f(x)
est équivalent à g(x) au voisinage de a si

f =
a
g + o(g),

et on écrit f ∼ g lorsque x→ a, ou f ∼
a
g ou encore f ∼ g quand le point a n’est pas ambigu.

Proposition 1.5. Dans le cadre de la définition précédente, on a f ∼
a
g si et seulement s’il existe

une fonction η définie sur I, telle que

f(x) = g(x)η(x) ∀x ∈ I,

et telle que η(x) tende vers 1 lorsque x→ a.

Si de plus la fonction g ne s’annule pas sur I, f ∼
a
g équivaut à :

f(x)

g(x)
−→ 1 lorsque x→ a.

Remarque. Là encore, on peut réduire le voisinage de a à un voisinage plus petit au besoin.

Proposition 1.6. La relation “f ∼
a
g” est une relation d’équivalence. 1

Nous allons voir que l’on peut multiplier et diviser les équivalents. Attention, en général, on
ne peut pas additionner ni composer des équivalents. Le faire a pour conséquence quasi-
systématique des erreurs de calcul et pour conséquence rigoureusement systématique un zéro à la
question.

Théorème 1.7. Soient f1, f2, g1 et g2 quatre applications définies au voisinage de a. Si f1 ∼
a
f2,

et g1 ∼
a
g2, alors f1g1 ∼

a
f2g2. Lorsque de plus g1 et g2 ne s’annulent pas au voisinage de a, on a

f1/g1 ∼
a
f2/g2.

Remarque. On ne peut pas additionner des équivalents en général ! Par exemple, si
f1(x) = x et f2(x) = x+x2, tandis que g1(x) = −x+x3 et g2(x) = −x, alors f1 et f2 sont équivalents
en 0, de même que g1 et g2. Mais (f1 + g1)(x) = x3 n’est pas équivalent en 0 à (f2 + g2)(x) = x2.

Remarque. De même, on ne peut pas composer des équivalents. Par exemple f(x) = x est
équivalent en +∞ à g(x) = x+

√
x, mais exp(f(x)) = ex n’est pas équivalente à exp(g(x)) = exe

√
x

(le rapport exp(f(x))/ exp(g(x)) tend vers 0 lorsque x tend vers +∞).

1. Si vous ne vous rappelez pas ce que cela veut dire, il est nécessaire et urgent de réviser vos cours de première
année...
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1.2 Comparaison de suites

Les définitions précédentes s’adaptent sans difficulté au cas des suites. Nous utiliserons librement
l’acronyme “àpcr” pour “à partir d’un certain rang”.

Définition 1.8 (Suite négligeable par rapport à une autre). Soient (un) et (vn) deux suites réelles.
On dit que (un) est négligeable par rapport à (vn) (en +∞) s’il existe une suite (εn) telle que

un = vnεn àpcr,

et telle que εn → 0 lorsque n tend vers +∞. On note dans ce cas un = o(vn).

Remarque. Lorsque vn 6= 0, on n’a pas le choix de εn, et bien sûr εn = un
vn

. Et d’ailleurs :

Proposition 1.9. Dans le cadre de la définition précédente, si la suite (vn) ne s’annule pas à
partir d’un certain rang, on a

un = o(vn)⇐⇒ un
vn
−→ 0 lorsque n→ +∞.

Un certain nombre d’auteurs limitent d’ailleurs la notion de suite négligeable par rapport à une
autre au cas où les suites ne s’annulent pas à partir d’un certain rang, et prennent donc le rapport
tendant vers 0 comme définition de la négligeabilité.

Dans le cas des suites, il n’est pas indispensable de préciser “lorsque n→ +∞”, c’est en général
clair. Comme pour les fonctions, on a :

Proposition 1.10.

• Si un = o(vn) et vn = o(wn) alors un = o(wn).
• Si un = o(vn) et (wn) est une suite quelconque alors unwn = o(vnwn).
• Si un = o(vn) et ûn = o(v̂n) alors unûn = o(vnv̂n).
• Si un = o(vn) et ûn = o(vn) alors un + ûn = o(vn). (Le même vn !)
• Si un =

a
o(vn) et λ ∈ R, alors λun =

a
o(vn).

• Plus généralement si un = o(vn) et si (wn) est une suite bornée, alors unwn = o(vn).
• Si un =

a
o(vn) et λ ∈ R∗, alors un =

a
o(λvn).

Définition 1.11 (Suites équivalentes). Soient (un) et (vn) deux suites réelles. On dit que (un) est
équivalente à (vn) (en +∞) lorsque

un = vn + o(vn).

Il est équivalent de dire qu’il existe une suite (ηn) telle que

un = vnηn àpcr ,

et telle que ηn → 1 lorsque n tend vers +∞. On note dans ce cas un ∼ vn.

Remarque. Là encore, lorsque vn 6= 0, on n’a pas le choix de ηn, et ηn = un
vn

. Et d’ailleurs :

Proposition 1.12. Dans le cadre de la définition précédente, si la suite (vn) ne s’annule pas à
partir d’un certain rang, on a

un ∼ vn ⇐⇒
un
vn
−→ 1 lorsque n→ +∞.

Un certain nombre d’auteurs limitent d’ailleurs la notion d’équivalence au cas où les suites
ne s’annulent pas à partir d’un certain rang, et prennent donc le rapport tendant vers 1 comme
définition de l’équivalence.
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Proposition 1.13. La relation “un ∼ vn” est une relation d’équivalence.

On pourra donc dire sans scrupule que les suites (un) et (vn) “sont équivalentes”.

Remarque. Attention : ne jamais écrire un ∼ 0, même lorsque c’est vrai (ce qui est au demeu-
rant très rare). C’est une assurance d’écrire des choses fausses et c’est contraire à la définition de
certains auteurs...

Proposition 1.14. Soient (un) et (vn) deux suites équivalentes. Si (un) possède une limite (finie
ou infinie), alors (vn) possède la même limite.

Remarque. En particulier, si (un) tend vers une limite ` non nulle 2, alors (un) est équivalente
à la suite constante `. Cependant, même si (un) tend vers 0, la suite (un) n’est pas équivalente à
la suite constante 0 (ce qu’il est interdit d’écrire de toute façon).

Le résultat suivant affirme qu’on peut multiplier et diviser les équivalents. Nous verrons par la
suite qu’en général, on ne peut pas additionner ceux-ci.

Proposition 1.15. Soient (un), (vn), (zn) et (wn) quatre suites réelles. Si un ∼ vn et zn ∼ wn
alors unzn ∼ vnwn. Si de surcrôıt les suites (zn) et (wn) ne s’annulent pas à partir d’un certain
rang, on a un/zn ∼ vn/wn.

Remarque. On ne peut pas additionner des équivalents en général. Le faire a pour conséquence
quasi-systématique des erreurs de calcul et pour conséquence rigoureusement systématique un zéro
à la question 3.

Soient un = vn = n, zn = −n et wn = −n+
√
n. Alors (un) et (vn) sont des suites équivalentes,

et il en est de même pour les suites (zn) et (wn). Mais un+zn = 0 n’est pas équivalente à vn+wn =√
n.

Lien entre équivalents de fonctions et de suites. Ces deux premières sections sont intimement
liées car les définitions sont les mêmes, mutatis mutandis. De plus, les équivalents sur les fonctions
nous donnent facilement des équivalents sur les suites, comme le montre la proposition suivante
(dont la démonstration est quasi-évidente).

Proposition 1.16. Soit a ∈ R ∪ {+∞,−∞} et f et g deux fonctions équivalentes lorsque x→ a.
Soit (un) une suite numérique convergeant vers a. Alors

f(un) ∼ g(un).

Exemple. On sait que sin(x) ∼
0
x, et donc on déduit immédiatement que sin(1/n) ∼ 1/n.

Une manière très importante pour obtenir des équivalents est d’utiliser les développements
limités, décrits dans la section suivante.

1.3 Développements limités

Définition 1.17. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I → R une application. Si on se donne
un point x0 de I et un entier n ≥ 0, on dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre n
en x0 s’il existe un polynôme P de degré inférieur ou égal à n tel que

f(x) = P (x− x0) + o
(
(x− x0)n

)
.

2. Quand un enseignant met une partie de phrase en gras, il espère en général que le lecteur y portera une attention
particulière.

3. Un air de déjà-vu qui n’est pas involontaire...
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Autrement dit, une fonction f : I → R admet un DL à l’ordre n au point x0 si l’on peut trouver
n+ 1 réels a0, . . . an tels que

∀x ∈ I, f(x) =
n∑
k=0

ak(x− x0)k + (x− x0)nε(x),

où ε(x) tend vers 0 lorsque x tend vers x0.

Vocabulaire. Le polynôme P (x − x0) =
∑n

k=0 ak(x − x0)k s’appelle la partie régulière du DL, la
partie (x− x0)nε(x) s’appelle reste du DL.

Remarque. Notons que, si f admet un DL à l’ordre n en x0, alors f admet un DL à l’ordre p
pour tout entier p ≤ n. En effet

∀x ∈ I, f(x) =

p∑
k=0

ak(x− x0)k + (x− x0)pε1(x)

où ε1(x) =
∑n

i=p+1(x− x0)i−p + (x− x0)n−pε(x) tend vers 0 lorsque x tend vers x0. L’ordre d’un
DL indique son degré de précision (et plus de précision réclame plus de calcul !)

Proposition 1.18 (Unicité du développement limité). Il existe au plus un développement limité
au voisinage de x0 d’ordre n d’une fonction donnée.

Une conséquence de l’unicité du DL est que les fonctions possédant certaines symétries ont une
partie régulière possédant les mêmes symétries. Plus précisément :

Corollaire 1.19. Soit f : R→ R une application ayant un DL d’ordre N en 0, de partie régulière
P . Alors :

1. Si f est paire, alors P est pair.

2. Si f est impaire, alors P est impair.

Exemple. Vous rappelez-vous les développements limités de sinus et cosinus ?

Le résultat suivant n’est qu’une reformulation de la formule de Taylor-Young :

Théorème 1.20. Soit f une application de classe Cn sur I. Alors f possède un développement
limité d’ordre n en tout point x0 de I, donné par :

f(x) = f(x0) +
x− x0

1!
f ′(x0) +

(x− x0)2

2!
f ′′(x0) + · · ·+ (x− x0)n

n!
f (n)(x0) + o

(
(x− x0)n

)
.

Les DL de certaines fonctions usuelles sont donnés dans le tableau de la page 7. Ces DL sont
des conséquences du théorème précédent. Est-il utile de préciser qu’ils sont à connâıtre ?

Dans la suite, on s’intéresse aux opérations sur les développements limités.

Proposition 1.21 (Somme et produit de DL). Soient f : I → R et g : I → R deux fonctions
admettant un DL d’ordre n en un point x0, de partie régulière P et Q respectivement. Alors :

• la fonction f + g admet un DL à l’ordre n en x0 de partie régulière P +Q,

• la fonction fg admet un DL à l’ordre n en x0 de partie régulière
∑n

k=0 ck(x − x0)
k, où

c0, . . . , c2n sont les coefficients du polynôme PQ.
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Remarque. Notez bien que le produit de deux DL d’ordre n ne donne pas un DL d’ordre 2n,
bien que le produit PQ soit de degré 2n.

Conséquence. Comme dit plus haut, on ne peut pas additionner les équivalents. Mais on peut
additionner les DL. Donc lorsque l’envie vient d’additionner des équivalents, il convient
d’une part de s’en abstenir et d’autre part de passer à l’écriture avec des “o”, de faire la somme, et
de garder le “o” le moins précis (le plus grand.) Et d’ailleurs certains autres termes apparaissant
dans la somme peuvent intégrer le o.

Par exemple, en zéro, on sait que sin(x) = x− x3

6 + o(x3) et ln(1− x) = −x− x2

2 + o(x2). Il suit

que sin(x) + ln(1 − x) = −x3

6 + o(x3) − x2

2 + o(x2). On a x3 = o(x2), et le o(x3) peut rejoindre le
o(x2) (puisque ce dernier est nettement moins précis—il suffit d’utiliser la Proposition 1.3). Donc

sin(x) + ln(1− x) = −x2

2 + o(x2). Finalement sin(x) + ln(1− x) ∼ −x2

2 . Qu’aurions-nous obtenu en
additionnant sin(x) ∼ x et ln(1− x) ∼ −x ?

Proposition 1.22 (Rapport de DL). Soient f : I → R et g : I → R deux fonctions admettant un
DL d’ordre n en un point x0, de partie régulière P et Q respectivement. On suppose que g(x0) 6= 0.
Alors la fonction f

g admet un DL à l’ordre n en x0 dont la partie régulière est
∑n

k=0 ck(x − x0)k,
où c0, . . . , cn sont les coefficients du quotient suivant les puissances croissantes du polynôme P par
le polynôme Q à l’ordre n.

Rappel. Rappelons que, pour deux polynômes P et Q, avec Q(0) 6= 0, et pour tout entier n ≥ 1,
il existe un unique couple de polynômes (R,S), tel que S = 0 ou deg(S) ≤ n et P = QS +Xn+1R.
Les polynômes S et R s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division suivant les
puissances croissantes de P par Q à l’ordre n.

Proposition 1.23 (Composition de DL). Soient I et J deux intervalles ouverts de R. Soient
f : I → R une fonction admettant un DL d’ordre n en un point x0 ∈ I, de partie régulière P , avec
y0 = f(x0) ∈ J et g : J → R une fonction admettant un DL d’ordre n en y0 = f(x0), de partie
régulière Q donnée par Q(y − y0) =

∑n
k=0 bk(y − y0)k.

Alors g ◦ f admet un DL en x0 d’ordre n, dont la partie régulière est la somme des termes de
degré ≤ n du polynôme b0 + b1(P (x− x0)− y0) + · · ·+ bn(P (x− x0)− y0)n.

Remarque. Il est très important de garder en tête que si l’on veut un DL à l’ordre n de g ◦ f ,
il faut partir de DL à l’ordre n pour f et pour g !

Proposition 1.24 (Primitive de DL). Soit f : I → R une fonction admettant un DL d’ordre n en
un point x0 de partie régulière donnée par P (x− x0) =

∑n
k=0 ak(x− x0)k. Si F est une primitive

de f , alors F admet un DL en x0 à l’ordre n+ 1, de partie régulière donnée par

Q(x− x0) = F (x0) +

n∑
k=0

ak
k + 1

(x− x0)k+1 .

Remarque. Notons que Q est rien d’autre que la primitive de P qui vaut F (x0) en 0.

Application des développements limités à la recherche d’équivalents. Expliquons main-
tenant comment les DL peuvent être utilisés pour trouver des équivalents :

Proposition 1.25. Soient I un intervalle ouvert de R, x0 ∈ I et f : I → R une application. On
suppose que f possède un DL d’ordre N ≥ 0 au voisinage de x0. Soit P (x−x0) = a0 +a1(x−x0) +
. . . aN (x − x0)N la partie régulière de DL. Alors f est équivalent en x0 à ak(x − x0)k, où k est le
plus petit indice tel que ak 6= 0.
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Exemple. Comme 1− cos(x) = x2

2 −
x4

4! + o(x5) (d’après le DL de cos à l’ordre 5 en 0), 1− cos(x)

est équivalent à x2

2 en 0.

Nous finissons ce chapitre par un rappel de quelques DL classiques qui sont à connâıtre. 4

DL à l’ordre n en x0 = 0 ex =
n∑
k=0

xk

k!
+ o(xn)

DL à l’ordre n en x0 = 0
1

1 + x
=

n∑
k=0

(−1)kxk + o(xn)

DL à l’ordre n+ 1 en x0 = 0 log(1 + x) =

n∑
k=0

(−1)k
xk+1

k + 1
+ o(xn+1)

DL à l’ordre 2n+ 1 en x0 = 0 cos(x) =
n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
+ o(x2n+1)

DL à l’ordre 2n+ 2 en x0 = 0 sin(x) =
n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
+ o(x2n+2)

DL à l’ordre 2 en x0 = 0
pour α ∈ R, α /∈ {0, 1} (1 + x)α = 1 + αx+ α(α− 1)

x2

2
+ o(x2)

DL à l’ordre 4 en x0 = 0 tan(x) = x+
x3

3
+ o(x4)

Table 1.1 – Quelques développements limités usuels

4. Rappelons que les documents sont interdits à l’examen...
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Chapitre 2

Préliminaire 2 : Suites de Cauchy

Introduction. Ce court chapitre introduit une notion essentielle en analyse : celle des suites de
Cauchy. Pour les suites numériques (et plus tard, pour des suites à valeurs dans d’autres espaces),
cela est en effet un outil fondamental qui permet de montrer qu’une suite converge, sans connâıtre
sa limite.

2.1 Deux résultats connus sur les suites numériques

Il est très souvent utile de montrer qu’une suite converge sans connâıtre sa limite à l’avance.
Cela permet par exemple de montrer l’existence de réels satisfaisant certaines propriétés, en les
introduisant comme la limite de suites dont on montre qu’elles convergent à l’aide de théorèmes
connus. Montrer qu’une suite est de Cauchy sera précisément un moyen pour montrer qu’une suite
converge.

Avant d’introduire cette notion, rappelons deux résultats qui, eux aussi, montrent qu’une suite
(ou une sous-suite) converge, sans connâıtre sa limite. Ces deux résultats ont été vus en première
année et peuvent être considérés comme des conséquences de la propriété de la borne supérieure ou
du théorème des segments embôıtés (voir le Chapitre 7).

Théorème 2.1. Toute suite croissante et majorée de R admet une limite finie.

Théorème 2.2 (Bolzano-Weierstrass). Soit (xn) une suite bornée de réels. Alors (xn) possède une
sous-suite qui converge.

2.2 Suites de Cauchy

Venons-en à l’objet principal du chapitre. La définition suivante sera très souvent utilisée dans
ce cours.

Définition 2.3. On dit qu’une suite (xn) est de Cauchy si

∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀p ≥ 0, |xn+p − xn| ≤ ε .

Heuristiquement, cela signifie que les termes de la suite sont proches les uns des autres lorsque
n est grand. On montre facilement que :

Proposition 2.4. Toute suite qui admet une limite finie est de Cauchy.
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Démonstration. Soit (xn) une suite qui admet une limite finie l. Alors

∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0, |xn − l| ≤
ε

2
.

On a donc que, pour le même n0,∀n ≥ n0,

∀p ≥ 0, |xn+p − xn| ≤ |xn+p − l|+ |l − xn| ≤
ε

2
+
ε

2
= ε .

Proposition 2.5. Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit (xn) une suite de Cauchy. Alors

∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀p ≥ 0, |xn+p − xn| ≤ ε .

En particulier pour ε = 1
∃n0, ∀p ≥ 0, |xn0+p − xn0 | ≤ 1 .

Donc, à partir du rang n0, les termes de la suite appartiennent à une boule de rayon 1 et centre xn0 .
Par conséquent, la suite (xn) est bornée vu que les termes x0, . . . xn0−1 sont en nombre fini.

La complétude de R, propriété essentielle décrite dans le résultat suivant, peut être vue comme
une conséquence du Théorème 2.2.

Théorème 2.6. Dans R, toute suite de Cauchy est une suite convergente.

Démonstration. Soit (xn) une suite de Cauchy dans R. Grace à la Proposition 2.5, elle est bornée
et grace aux Théorème 2.2 elle possède une sous-suite qui converge. Soit φ la fonction strictement
croissante de N dans N qui identifie la sous-suite convergente (xφ(n)) et soit l ∈ R sa limite.

Alors ∀ε > 0,

∃n0, ∀n ≥ n0, |xφ(n) − l| ≤
ε

2
,

et
∃n1, ∀n ≥ n1, ∀p ≥ 0, |xn+p − xn| ≤

ε

2
.

Or, ∀n ≥ max{n0, n1}, vu que φ(n) ≥ n, ∀n ∈ N car φ est strictement croissante,

|xn − l| ≤ |xn − xφ(n)|+ |xφ(n) − l| ≤
ε

2
+
ε

2
= ε ,

et donc (xn) converge.

Remarque. Le corps des rationnels Q n’est pas complet. Autrement dit, il existe des suites de
Cauchy dans Q qui ne sont pas convergentes. N’importe quelle suite de rationnels qui converge vers
un irrationnel est de Cauchy (parce qu’elle admet une limite finie dans R) mais elle ne converge
pas dans Q, car la limite n’y appartient pas.
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Chapitre 3

Séries numériques

Introduction. Dans cette partie on s’intéresse aux séries numériques, c’est-à-dire aux suites de la
forme (

∑n
k=0 xk), où (xk) est elle-même une suite numérique. Nous limiterons les énoncés au cas

des séries de terme général réel (i.e., xn ∈ R pour tout n). Cependant les séries de terme général
complexe (xn ∈ C pour tout n) se traitent exactement de la même façon, à condition de remplacer
la valeur absolue par le module.

3.1 Séries numériques : vocabulaire et propriétés fondamentales

Définition 3.1. On appelle série numérique une suite dont le terme général Sn est de la forme

Sn =
n∑
k=0

xk ∀n ∈ N

où (xn) est une suite numérique, i.e., une suite à termes réels.

Vocabulaire. Le réel xn s’appelle le terme général de la série, (Sn) la suite de ses sommes
partielles.

Remarque. Il arrive que la suite (xn) ne soit définie qu’à partir d’un certain rang n0 : par exemple,
la suite de terme général 1/n n’est définie qu’à partir de n0 := 1. Dans ce cas, on étudie les sommes
partielles sont définies par

Sn = xn0 + xn0+1 + · · ·+ xn =
n∑

k=n0

xk ∀n ≥ n0 .

Par exemple, pour la série de terme général xn = 1/n, on considère la suite des sommes partielles
(Sn) définie par

Sn = 1 + 1/2 + 1/3 + · · ·+ 1/n ∀n ≥ 1.

Pour simplifier la présentation, on supposera dans tous les énoncés que le terme général de la série
est défini pour tout n ≥ 0, tous les résultats pouvant être adaptés de façon immédiate au cas général.
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Définition 3.2. On dit que la série de terme général xn converge si la suite des sommes partielles
(Sn) définie par

Sn = x0 + x1 + · · ·+ xn =
n∑
k=0

xk

admet une limite réelle. Dans ce cas, on appelle somme de la série de terme général xn la

limite de la suite (Sn), et la note
∞∑
k=0

xk :

∞∑
k=0

xk = lim
n→+∞

Sn.

Si la série de terme général ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Exemple. Si xn = an avec a 6= 1, alors on montre par récurrence que la somme des n premiers
termes d’une suite géométrique est donnée par

Sn =
n∑
k=0

ak =
1− an+1

1− a
.

Par conséquent la série de terme général an converge si et seulement si la suite (Sn) de terme
général Sn = (1− an+1)/(1− a) possède une limite réelle, i.e., si et seulement si |a| < 1. Dans ce
cas

∞∑
k=0

ak = lim
n→+∞

1− an+1

1− a
=

1

1− a
.

On note que si a > 1, alors limn→+∞ Sn = +∞, tandis que si a ≤ −1, alors Sn ne possède pas de
limite. Enfin, dans le cas où a = 1, on a Sn = n+ 1 et donc limn→+∞ Sn = +∞ : la série de terme
général xn = 1 ne converge donc pas.

Commençons par quelques propriétés simples et fondamentales.

Proposition 3.3. Si la série de terme général xn converge, alors la suite de terme général xn
converge vers 0. Si la suite (xn) ne tend pas vers 0, alors la série de terme général xn diverge.

Exemple. Une série dont le terme général est constant ne converge que si son terme général est
nul.

Remarque. Attention ! La réciproque de cette proposition est fausse : la série de terme général
1/n ne converge pas (voir plus loin), alors que la suite (1/n) tend vers 0...

Démonstration de la proposition. Nous observons pour commencer que la seconde assertion de
l’énoncé est la contraposée de la première. Montrons donc cette première assertion. Soit (Sn) la
suite des sommes partielles de la série. Comme la série converge, la suite (Sn) possède une limite
finie, et est donc de Cauchy :

∀ε > 0, ∃n0 tel que ∀n ≥ n0, ∀p ≥ 0, |Sn+p − Sn| ≤ ε .

En particulier, pour tout ε > 0, il existe un rang n0 tel que, pour tout n ≥ n0 et pour p = 1,

|xn+1| = |Sn+1 − Sn| ≤ ε .

Donc (xn) tend vers 0.
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Proposition 3.4 (Linéarité). Si les séries de terme général xn et yn convergent, et si λ et µ sont
deux nombres réels, alors la série de terme général λxn + µyn converge et sa somme vaut

∞∑
n=0

(λxn + µyn) = λ
∞∑
n=0

xn + µ
∞∑
n=0

yn .

Démonstration. La preuve est immédiate par passage à la limite lorsque N → +∞ dans l’égalité :

N∑
n=0

(λxn + µyn) = λ

N∑
n=0

xn + µ

N∑
n=0

yn .

Une des questions majeures lorsque l’on étudie une série réelle est de savoir si celle-ci converge
ou non. En effet, le calcul exact de la limite est la plupart du temps difficile, voire impossible. Pour
savoir si une série converge ou non, on utilise des “critères de convergence”, i.e., des règles “simples”
permettant de décider si la série converge, ou non.

Avant d’établir ces règles, il nous faut mieux comprendre le problème. Montrons d’abord que la
question de la convergence d’une série ne dépend que de comportement à l’infini (c’est-à-dire pour
“n grand”) :

Proposition 3.5. On considère deux séries, de terme général xn et yn respectivement. On suppose
que les suites (xn) et (yn) cöıncident “pour tout n assez grand” : autrement dit, on suppose qu’il
existe n0 ≥ 0 tel que, pour tout n ≥ n0, xn = yn. Alors la série de terme général xn converge si et
seulement si la série de terme général yn converge.

Démonstration. Notons la suite des sommes partielles de (xn) par (Sn) et celle de (yn) par (S′n).
Pour tout n ≥ n0, on a :

S′n = Sn +

n0−1∑
k=0

yk −
n0−1∑
k=0

xk,

et donc les suites (Sn) et (S′n) ne diffèrent que de la constante
∑n0−1

k=0 yk −
∑n0−1

k=0 xk pour n ≥ n0.
Par conséquent, si la suite (Sn) a une limite finie, alors (S′n) aussi, et si (Sn) n’a pas de limite, alors
(S′n) non plus.

En cas de convergence, on a bien sûr

∞∑
k=0

yk =

∞∑
k=0

xk +

n0−1∑
k=0

yk −
n0−1∑
k=0

xk.

En particulier, comme
∑n0−1

k=0 yk −
∑n0−1

k=0 xk n’est pas forcément nul, les sommes des séries ne sont
en général pas égales.

Définition 3.6. Lorsque la série
∑∞

k=0 xk converge, on appelle reste de la série la suite (Rn) définie
par

Rn =

∞∑
k=n+1

xk ∀n ∈ N.

On notera que la suite (Rn) tend vers 0. En effet, si on pose ` =
∑∞

k=0 xk, alors, d’après la
linéarité des sommes des séries entières,

`−Rn =

n∑
k=0

xk → ` quand n→ +∞.

13



Donc Rn → 0.

Le premier critère de convergence, décrit ici, est fondamental. Il repose sur la définition suivante :

Définition 3.7. On dit que la série de terme général xn est absolument convergente lorsque la
série de terme général |xn| converge.

Théorème 3.8. Une série absolument convergente est convergente. Autrement dit, si la série de
terme général |xn| converge, alors la série de terme général xn converge aussi.

Remarque. Attention ! La réciproque est fausse en général... Nous verrons par exemple que la
série de terme général (−1)n/n est convergente, mais pas absolument convergente.

Démonstration. Soit (Sn) la suite des sommes partielles de la série de terme général xn et (Σn)
celle de terme général |xn|. Comme la série de terme général |xn| converge, la suite (Σn) est de
Cauchy :

(3.1) ∀ε > 0, ∃n0 tel que ∀n ≥ n0, ∀p ≥ 0, |Σn+p − Σn| ≤ ε .

Notons que

Σn+p − Σn =

n+p∑
k=n+1

|xk| et que Sn+p − Sn =

n+p∑
k=n+1

xk

Comme R est complet, pour montrer la convergence de la série de terme général xn (i.e., que la
suite (Sn) a une limite finie), il suffit de montrer que la suite (Sn) est de Cauchy. Pour cela, fixons
ε > 0 et choisissons n0 comme dans (3.1). On a alors, pour tout n ≥ n0 et pour tout p ≥ 0,

|Sn+p − Sn| =

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

xk

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

|xk| = Σn+p − Σn ≤ ε ,

où la seconde inégalité vient de l’inégalité triangulaire, et la dernière de (3.1). Par conséquent nous
avons montré que la suite (Sn) est de Cauchy, ce qui implique qu’elle converge dans R, et donc que
la série de terme général xn converge.

Le théorème précédent explique l’importance des séries à terme général positif, dont l’étude fait
l’objet du paragraphe suivant. En effet, pour une série dont le terme général xn change de signe,
on étudie d’abord la série de terme général |xn| : si cette série converge, alors on est assuré de la
convergence de la série de terme général xn converge. Bien noter cependant que, si la série de terme
général |xn| diverge, on ne sait rien sur la série initiale.

3.2 Séries à terme général positif

Commençons d’abord par une remarque évidente, mais fondamentale.

Proposition 3.9. Si le terme général de la série est positif, alors la suite des sommes partielles
est positive et croissante. En particulier, il n’y a que deux cas possibles :

• Cas 1 : la suite (Sn) est majorée. Dans ce cas, (Sn) est une suite croissante et majorée et
donc admet une limite finie : la série converge.
• Cas 2 : la suite (Sn) n’est pas majorée. Dans ce cas, elle tend vers +∞, et la série diverge.
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Démonstration. Supposons que xn ≥ 0 pour tout n. Alors Sn = x0 + x1 + · · ·+ xn est une somme
de réels positifs, et est donc positif. De plus,

Sn+1 − Sn = xn+1 ≥ 0 ∀n ≥ 0

La suite (Sn) est donc croissante.

Un exemple fondamental est le suivant. Il jouera un rôle particulier par la suite.

Exemple. Séries de terme général 1/nα, pour α ∈ R. La convergence de la série de terme
général 1/nα dépend du paramètre α ∈ R, ainsi que décrit dans la proposition suivante.

Proposition 3.10. La série de terme général 1/nα converge si et seulement si α > 1.

Démonstration.

1. Notons pour commencer que si α ≤ 0, alors la suite (1/nα) ne tend pas vers 0, et donc que la
série ne converge pas.

Pour traiter le cas α > 0, nous comparons les sommes partielles de la série avec une intégrale
que l’on sait calculer.

2. Supposons que α > 1. Pour montrer que la série converge, il suffit de montrer que la suite des
sommes partielles (Sn) est majorée. Notons que, comme la fonction x 7→ 1/xα est décroissante, on
a

1

kα
≤ 1

xα
∀x ∈ [k − 1, k], ∀k ≥ 2 .

Pour k ≥ 2, intégrons l’inégalité ci-dessus entre k − 1 et k (intervalle de longueur 1) :

1

kα
≤
∫ k

k−1

dx

xα
.

Sommons l’inégalité ainsi obtenue pour k allant de 2 à n :

n∑
k=2

1

kα
≤
∫ n

1

dx

xα
.

Par conséquent, pour tout n ≥ 2, on a (en n’oubliant pas que 1− α < 0) :

Sn = 1 +

n∑
k=2

1

kα
≤ 1 +

∫ n

1

dx

xα
= 1 +

[
x1−α

1− α

]n
1

= 1 +
n1−α − 1

1− α
≤ 1 +

1

α− 1
.

Donc la suite (Sn) est majorée, ce qui montre que la série de terme général 1/nα converge.

3. On suppose maintenant que α = 1. Nous allons montrer que la suite des sommes partielles (Sn)
de la série de terme général 1/n tend vers +∞. Pour cela, nous cherchons à minorer Sn. Comme la
fonction x 7→ 1/x est décroissante, on a

1

k
≥ 1

x
∀x ∈ [k, k + 1], ∀k ≥ 1 .

Pour k ≥ 1, on intègre l’inégalité ci-dessus entre k et k + 1 (intervalle de longueur 1) :

1

k
≥
∫ k+1

k

dx

x
,

puis on somme l’inégalité ainsi obtenue pour k allant de 1 à n :

Sn =
n∑
k=1

1

k
≥
∫ n+1

1

dx

x
= ln(n+ 1).
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Comme la suite (ln(n + 1)) tend vers +∞ lorsque n → +∞, la suite (Sn) aussi. Donc la série de
terme général 1/n diverge.

4. Pour finir, considérons le cas α ∈]0, 1[. On fait exactement les mêmes calculs que dans le cas
α = 1, en remplaçant la fonction x 7→ 1/x par la fonction x 7→ 1/xα, pour obtenir l’inégalité

Sn ≥
∫ n+1

1

dx

xα
=

(n+ 1)1−α − 1

1− α
→ +∞ quand n→ +∞ .

Voici les critères simples de convergence qui doivent être connus, et qui sont développés dans la
suite :

• critère de comparaison pour les séries à termes positifs,
• critère d’équivalence pour les séries à termes positifs,
• critères de Cauchy et de D’Alembert,
• critère en nα.

Proposition 3.11 (Critère de comparaison pour les séries à termes positifs). Soient deux séries
de terme général positif (xn) et (yn). On suppose qu’il existe un rang n0 tel que

∀n ≥ n0, xn ≤ yn .

Alors :
• si la série de terme général yn converge, alors la série de terme général xn converge aussi.
• si la série de terme général xn diverge, alors la série de terme général yn diverge aussi.

Remarque. Attention : ce critère n’est valable que pour les séries à terme général positif. Voici un
contre-exemple lorsque le terme général de la série change de signe : on pose xn = −1 et yn = 0.
Alors xn ≤ yn, la série de terme général yn converge, mais la série de terme général xn diverge.

Exemple. En pratique, on se sert du critère de la façon suivante : étant donnée une série de terme
général positif xn, on cherche une série de terme général positif yn “simple” telle que yn majore (ou
minore) xn pour tout n. Par exemple, si xn = | sin(n)|/2n, on note que 0 ≤ xn ≤ (1/2)n. Comme
la série de terme général yn = (1/2)n converge, on déduit du critère de comparaison que la série de
terme général xn converge aussi.

Démonstration du critère de comparaison pour les séries à termes positifs. Du fait de la Proposi-
tion 3.5 on peut supposer sans perte de généralité que n0 = 0. Soit (Sn) la suite des sommes
partielles de (xn) et (Σn) celle de (yn). Par hypothèse xn ≤ yn pour tout n, et donc on a Sn ≤ Σn

pour tout n.

Supposons d’abord que la série de terme général yn converge. Alors on a

Sn ≤ Σn ≤
∞∑
k=0

yk ∀n ≥ 0 .

Donc la suite (Sn) qui est croissante, est également bornée. Par conséquent elle possède une limite
réelle, ce qui prouve la série de terme général xn converge.

Supposons maintenant que la série de terme général xn diverge. Alors on a

Sn ≤ Σn

avec Sn → +∞. Donc Σn → +∞, ce qui prouve que la série de terme général yn diverge.
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Nous introduisons à présent un critère reposant sur l’équivalence des suites telle qu’elle a
étŕappelée au début de ce cours.

Proposition 3.12 (Critère d’équivalence pour les séries à termes positifs). Soient deux séries de
terme général positif xn et yn. On suppose que les suites (xn) et (yn) sont équivalentes. Alors la
série de terme général xn converge si et seulement si la série de terme général yn converge.

Remarque. On notera que ce critère d’équivalence donne un “si et seulement si”, à la différence
du critère de comparaison précédent.

Les critères qui suivent sont également classiques et à connâıtre.

Proposition 3.13 (Critère de Cauchy). On considère une série de terme général xn strictement

positif. Si la suite ((xn)
1
n ) possède une limite 0 ≤ ` ≤ ∞, alors :

• si ` < 1, la série de terme général xn converge,
• si ` > 1, la série de terme général xn diverge.

Proposition 3.14 (Critère de D’Alembert). On considère une série de terme général xn stricte-
ment positif. Si la suite (xn+1/xn) possède une limite 0 ≤ ` ≤ ∞, alors :

• si ` < 1, la série de terme général xn converge,
• si ` > 1, la série de terme général xn diverge.

Remarque. Et si ` = 1 ? Dans ce cas, on ne sait pas conclure (que ce soit pour le critère de
Cauchy ou celui de D’Alembert), sauf à ajouter d’autres hypothèses...

Proposition 3.15 (Critère en nα). On considère une série de terme général xn positif. Alors :

• s’il existe un réel α > 1 tel que la suite nαxn possède une limite réelle finie, alors la série
de terme général xn converge,
• s’il existe un réel α ≤ 1 tel que la suite nαxn tend vers +∞, alors la série de terme général
xn diverge.

Remarque. Les critères d’équivalence, de Cauchy et de D’Alembert ne sont valables que pour des
séries à terme général positif (fabriquer un contre-exemple dans le cas du critère d’équivalence !).
Il est facile de comprendre que le critère en nα, lui, s’applique également aux séries dont le terme
général change de signe.

Exemple. On se sert en pratique de ces critères de la façon suivante :

• on utilise le critère d’équivalence lorsque l’on dispose d’équivalents simples des expressions
composant le terme général de la série. Par exemple, si xn = sin(1/n)/(1 +n) alors sin(1/n) ∼ 1/n
tandis que 1 + n ∼ n. Donc xn ∼ (1/n)/n = 1/n2 où yn = 1/n2 est le terme général d’une série
convergente. On n’omettra pas, bien entendu, de justifier la positivité du terme général ! Ici, on
remarque que l’on a toujours sin(1/n) ≥ 0, car pour n dans N∗ on a 1/n ∈]0, 1] ⊂ [0, π]. . .

• on utilise le critère de Cauchy lorsque l’expression composant le terme général xn fait ap-

parâıtre des puissances n−ièmes : par exemple, xn = (n/(1 + 2n))n. Alors x
1/n
n = n/(1 + 2n), qui

tend vers 1/2 < 1 lorsque n→ +∞.

• on utilise le critère de D’Alembert lorsque le calcul du rapport xn+1/xn est particulièrement
simple : par exemple, xn = 2n/n!. Alors xn+1/xn = 2/(n+ 1) qui tend vers 0 lorsque n→ +∞, ce
qui prouve que la série converge.

• enfin, on utilise le critère en nα lorsque l’expression nαxn met en jeu des puissances comparées :
par exemple, si xn = ln(n)/n2, alors en choisissant α = 3/2 > 1, on a xnn

α = ln(n)/n1/2. Par
puissances comparées, cette suite tend vers 0 lorsque n→ +∞. Donc la série converge.
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La démonstration de ces assertions se fait toujours de la même façon : on montre que la suite
(an) peut être comparée à une suite simple dont on connâıt le comportement de la série associée.
À titre d’exemple nous donnons une démonstration du critère de Cauchy.

Démonstration de la Proposition 3.13. Supposons d’abord que (xn)
1
n → ` avec ` < 1. Alors il existe

un rang n0 tel que

∀n ≥ n0,
∣∣∣(xn)

1
n − `

∣∣∣ ≤ (1− `)/2.

On en déduit que, pour tout n ≥ n0,

(xn)
1
n ≤ (1 + `)/2 ,

et donc que

xn ≤ ((1 + `)/2)n .

Comme ` < 1, (1 + `)/2 < 1, et donc la série de terme général ((1 + `)/2)n converge. On déduit du
critère de comparaison que la série à terme général positif xn converge aussi.

Si l’on suppose maintenant que ` > 1, alors il existe un rang n0 tel que

∀n ≥ n0, (xn)
1
n ≥ 1

et donc que

xn ≥ 1 .

Alors (xn) ne tend pas vers 0 et la série diverge.

3.3 Series semi-convergentes

Nous revenons maintenant au cas des séries dont le terme général xn peut changer de signe.
Dans ce cas, nous avons vu au début du cours que si la série de terme général xn est absolument
convergente, alors elle est convergente. Nous allons nous intéresser aux séries convergentes, mais
pas absolument convergentes :

Définition 3.16. On dit qu’une série est semi-convergente si elle est convergente, mais pas
absolument convergente.

Un exemple typique de ce type de situation est donné dans le cadre des séries alternées, telles
que décrites dans l’énoncé suivant.

Théorème 3.17 (Critère spécial des séries alternées). Soit (xn) une suite à termes positifs,
décroissante et convergeant vers 0. Alors la série de terme général (−1)nxn est convergente.

Remarque. On peut remarquer que la positivité des termes de la suite (xn) se déduit du fait
que cette suite soit décroissante et tende vers 0 (Exercice !). Le fait que (xn) tende vers 0 est
bien entendu nécessaire. Et on peut trouver facilement des contre-exemples sans l’hypothèse de
décroissance (prenons (xn) tel que x2n = 1/n et x2n+1 = 0. . .)

Exemple. Si α > 0 et xn = 1/nα, alors le critère s’applique et la série de terme général (−1)n/nα

converge. Mais si α ≤ 1, la série n’est pas absolument convergente.

Ce résultat peut être généralisé de la manière suivante, selon le critère d’Abel décrit dans le
résultat suivant.
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Théorème 3.18 (Critère d’Abel). Soit (xn) une suite dont le terme général peut se mettre sous
la forme xn = anbn, où :

(i) (an) est une suite décroissante tendant vers 0,
(ii) la suite des sommes partielles (Bn =

∑n
k=0 bk) de (bn) est bornée.

Alors la série de terme général xn est convergente.

Exemple. Posons bn = (−1)n, et soit (an) une suite décroissante et tendant vers 0. Comme

Bn =
n∑
k=0

(−1)k =

{
1 si n est pair,
0 si n est impair,

la suite (Bn) des sommes partielles de (bn) est bornée. Le critère d’Abel dit alors que la série de
terme général xn est convergente, et le Théorème 3.17 se déduit donc du Théorème 3.18. Il existe
cependant des démonstrations plus simples dans le cas particulier du Théorème 3.17 !

Exemple. Le critère d’Abel s’applique également aux séries dont le terme général est de la forme
xn = anbn, où (an) tend vers 0 en décroissant et (bn) est soit la suite sin(θn), soit la suite cos(θn),
avec θ 6= 0 mod. 2π.

Dans le cas où bn est de la forme sin(θn) ou cos(θn), il est utile de passer en complexes pour
calculer Bn. Si bn = sin(θn), on a en effet :

Bn =

n∑
k=0

sin(θk) =

n∑
k=0

Im
(
eiθk
)

= Im

(
n∑
k=0

eiθk

)
,

où Im(z) désigne la partie imaginaire d’un nombre complexe z. Or dès que θ 6= 0 mod. 2π, on a

n∑
k=0

eiθk =
eiθ(n+1) − 1

eiθ − 1
=
eiθ(n+1)/2(eiθ(n+1)/2 − e−iθ(n+1)/2)

eiθ/2(eiθ/2 − e−iθ/2)
= eiθn/2

sin(θ(n+ 1)/2)

sin(θ/2)
.

Donc

Bn = sin(θn/2)
sin(θ(n+ 1)/2)

sin(θ/2)

qui est borné : |Bn| ≤ 1/| sin(θ/2)| pour tout n.

Le cas où bn = cos(θn) se traite de même :

Bn =

n∑
k=0

cos(θk) = Re

(
n∑
k=0

eiθk

)
= Re

(
eiθn/2

sin(θ(n+ 1)/2)

sin(θ/2)

)
= cos(θn/2)

sin(θ(n+ 1)/2)

sin(θ/2)
,

où Re(z) désigne la partie réelle d’un nombre complexe z. Donc la suite (Bn) est bornée : |Bn| ≤
1/| sin(θ/2)| pour tout n.

Démonstration du critère d’Abel. On utilise la transformation d’Abel, qui consiste juste à re-
marquer que bn = Bn−Bn−1 pour n ≥ 0 (on a posé B−1 = 0) et à faire la transformation suivante.
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On a

Sn =

n∑
k=0

akbk =

n∑
k=0

ak(Bk −Bk−1)

=

n∑
k=0

akBk −
n∑
k=0

akBk−1

=
n∑
k=0

akBk −
n−1∑
k=−1

ak+1Bk

=
n∑
k=0

akBk −
n−1∑
k=0

ak+1Bk

= anBn +

n−1∑
k=0

(ak − ak+1)Bk.

Pour passer de la deuxième ligne à la troisième, on a fait un changement d’indice dans la deuxième
somme, où le “nouveau k” correspond à “l’ancien k moins 1”. Pour passer de la troisième ligne à
la quatrième, on s’est rappelé que B−1 = 0. Enfin, pour la dernière égalité, on a séparé dans la
première somme les indices k entre 0 et n− 1 et l’indice k = n.

Notons que le suite (anBn) tend vers 0 puisque (an) tend vers 0 et (Bn) est bornée. Pour montrer
que la série de terme général xn converge, on est donc ramené à l’étude de la convergence de la
série de terme général yn = (an − an+1)Bn. Nous allons prouver que cette série est absolument
convergente. Soit M un majorant de la suite (Bn). Comme la suite (an) est décroissante, on a

|yn| = (an − an+1)|Bn| ≤M(an − an+1) .

D’où
n∑
k=0

|yk| ≤M
n∑
k=0

(ak − ak+1) = M(a0 − an+1),

où le membre de droite est borné puisqu’il tend vers Ma0 lorsque n → +∞ (on se sert à nouveau
ici du fait que (an) tend vers 0). On en déduit que la série de terme général yn est absolument
convergente, ce qui conclut la démonstration.

Remarque. On peut regarder la transformation d’Abel comme une version � discrète � (c’est-à-
dire adaptée aux séries plutôt qu’aux intégrales) de l’intégration par parties...

3.4 Un petit mot des séries complexes

De la même façon que l’on peut définir une série réelle à partir d’une suite réelle, on peut définir
une série complexe à partir d’une suite complexe.

Définition 3.19. On appelle série complexe une suite dont le terme général Sn est de la forme

Sn =
n∑
k=0

zk ∀n ∈ N

où (zn) est une suite à termes complexe.

Vocabulaire. On utilisera le même vocabulaire que dans le cas réel : terme général de la série,
sommes partielles, etc.
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Définition 3.20. On dira qu’une série complexe de terme général (zn) est convergente, lorsque la
série des parties réelles Re(zn) et celle des parties imaginaires Im(zn) le sont. On dira qu’elle est
divergente dans tout autre cas.

Définition 3.21. On dira qu’une série complexe de terme général zn est absolument convergente,
lorsque la série des parties réelles Re(zn) et celle des parties imaginaires Im(zn) le sont.

Cela peut sembler ambigu, car on dispose sur C du module, on pourrait donc définir la conver-
gence absolue de la série complexe de terme général zn par la convergence de la série de terme
général |zn|. La bonne nouvelle est que les deux choses sont équivalentes.

Proposition 3.22. Une série complexe de terme général (zn) est absolument convergente si et
seulement si la série de terme général |zn| converge.

Démonstration. Cela est une conséquence facile de l’inégalité suivante :

∀z ∈ C, |z| ≤ |Re(z)|+ |Im(z)| ≤ 2|z|.

L’inégalité de droite est évidente puisque |Re(z)| ≤ |z| et |Re(z)| ≤ |z|. L’inégalité de gauche est
l’inégalité triangulaire puisque z = Re(z) + iIm(z). Ensuite, on applique cette inégalité à zn et on
utilise le critère de comparaison pour les séries positives.

Remarque. Les critères de comparaison pour les séries positives sont à réserver aux séries posi-
tives, en particulier réelles !

3.5 Quelques exercices

Ce qu’il faut absolument connâıtre pour faire les exercices :

• les développements limités des fonctions usuelles, comment on les manipule et comment on
calcule des équivalents simples de suites numériques,

• les principaux résultats théoriques du cours : la définition de la convergence d’une série, le
fait que la convergence absolue entrâıne la convergence, que la suite des sommes partielles
d’une série à termes positifs soit converge, soit tend vers +∞,

• les conditions de convergence d’une série de terme général 1/nα et an,

• les critères de convergence des séries à termes positifs et comment on s’en sert,

• le critère spécial des séries alternées et le critère d’Abel pour les séries pour lesquelles il ne
semble pas évident de montrer la convergence absolue.

Exercice 3.1. Déterminer si la série de terme général xn converge ou diverge :

(i) xn =
1

n(n+ 1)
(ii) xn =

ln(n)

n2
(iii) xn =

1

(1 +
√
n)n

(iv) xn = 3
√
n3 + 1−

√
n2 + 1 (v) xn =

nn

n!
(vi) xn =

an

n!
(a > 0)

Exercice 3.2. Déterminer si la série de terme général xn converge ou diverge :

(i) xn =
cos(2n)

n
(ii) xn =

(−1)na2n

(2n)!
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Chapitre 4

Intégrales généralisées

Introduction. En première année a été introduite l’intégrale définie, i.e., l’intégrale d’une fonction
continue sur un intervalle fermé borné. On trouvera quelques rappels utiles sur l’intégrale définie en
appendice. L’intégrale généralisée, qui fait l’objet de ce chapitre, est une intégrale dans laquelle soit
l’intervalle d’intégration n’est pas borné, soit la fonction n’est pas continue sur l’intervalle fermé
d’intégration.

4.1 Intégrale généralisée sur un intervalle non borné

Nous abordons l’étude des intégrales généralisées par des intégrales de la forme
∫ +∞
a f(x) dx,

où f : [a,+∞[→ R est continue sur l’intervalle fermé [a,+∞[.

Définition 4.1. Soit f : [a,+∞[→ R est une fonction continue sur l’intervalle fermé [a,+∞[. On

dit que l’intégrale
∫ +∞
a f(x) dx converge si la limite lorsque X → +∞ de l’expression

∫ X
a f(x) dx

existe et est un nombre réel. Dans ce cas, on note∫ +∞

a
f(x) dx = lim

X→+∞

∫ X

a
f(x) dx.

Lorsque l’expression
∫ X
a f(x) dx n’a pas de limite finie lorsque X → +∞, on dit que l’intégrale∫ +∞

a f(x) dx diverge.

Vocabulaire. On parle dans ce cas d’intégrale généralisée ou d’intégrale impropre.

Exemple. Étude de l’intégrale

∫ +∞

1

1

xα
dx. Cet exemple fondamental est traité dans la propo-

sition suivante.

Proposition 4.2. L’intégrale

∫ +∞

1

1

xα
dx converge si et seulement si α > 1.

Démonstration. Supposons d’abord que α 6= 1. Pour tout X > 1, on a∫ X

1

1

xα
dx =

[
x1−α

1− α

]X
1

=
X1−α − 1

1− α
.

Cette dernière expression n’a une limite finie lorsque X → +∞ que si α > 1. Dans ce cas∫ +∞

1

1

xα
dx =

1

α− 1
.
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Si α = 1, alors ∫ X

1

1

x
dx = [log(x)]X1 = log(X) ,

qui tend vers +∞ lorsque X → +∞.

Remarque. Pour f :]−∞, b]→ R une fonction continue sur l’intervalle fermé ]−∞, b], on définit

de même l’intégrale généralisée
∫ b
−∞ f(x) dx : celle-ci converge si la limite lorsque X → −∞ de

l’expression
∫ b
X f(x) dx existe et est un nombre réel, et diverge sinon.

Dans la suite de la Section 4.1, on donne les énoncés pour des intégrales généralisées de la forme∫ +∞
a f(x) dx. Tous les énoncés restent valables bien entendu pour des intégrales généralisées de

la forme
∫ b
−∞ f(x) dx, mutatis mutandis. Bien sûr, les énoncés réclamant des fonctions positives

continuent à le demander quand on change de côté !

Proposition 4.3 (Linéarité). Soit f, g : [a,+∞[→ R des fonctions continues. Si les intégrales∫ +∞
a f(x) dx et

∫ +∞
a g(x) dx convergent et si λ et µ sont deux nombres réels, alors l’intégrale∫ +∞

a (λf(x) + µg(x)) dx converge et vaut∫ +∞

a
(λf(x) + µg(x)) dx = λ

∫ +∞

a
f(x) dx+ µ

∫ +∞

a
g(x) dx .

Démonstration. La preuve est un simple passage à la limite, partant de∫ X

a
(λf(x) + µg(x)) dx = λ

∫ X

a
f(x) dx+ µ

∫ X

a
g(x) dx .

Comme pour les séries, la question principale pour les intégrales généralisées est celle de la
convergence : le calcul explicite de l’intégrale généralisée est au demeurant parfois impossible.

La proposition suivante exprime le fait que la convergence d’une intégrale généralisée ne dépend
que du comportement à l’infini de la fonction.

Proposition 4.4. Soit f : [a,+∞[→ R une fonction continue. Si b ≥ a, alors l’intégrale généralisée∫ +∞
a f(x) dx converge si et seulement si l’intégrale généralisée

∫ +∞
b f(x) dx converge. Dans ce cas,

(4.1)

∫ +∞

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ +∞

b
f(x) dx

Démonstration. Pour tout X > b, on a l’égalité suivante, qui n’est autre que la relation de Chasles :

(4.2)

∫ X

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ X

b
f(x) dx.

Par conséquent, les expressions
∫ X
a f(x) dx et

∫ X
b f(x) dx, qui ne diffèrent que de la constante∫ b

a f(x) dx, ont même comportement (convergence ou divergence) lorsque X → +∞. En passant à
la limite dans (4.2), on trouve l’égalité (4.1).
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De même que pour la notion de reste pour les séries il est parfois utile, lorsque l’intégrale∫ +∞
0 f(t)dt converge, d’introduire la notion de reste de l’intégrale généralisée :

R(x) =

∫ +∞

x
f(t)dt ∀x ∈ [0,+∞[ .

Il est aisé de voir que limx→+∞R(x) = 0.

Définition 4.5. On dit que l’intégrale généralisée
∫ +∞
a f(x) dx est absolument convergente si∫ +∞

a |f(x)| dx converge.

Théorème 4.6. Soit f : [a,+∞[→ R une fonction continue. Si l’intégrale généralisée est absolu-
ment convergente, alors l’intégrale généralisée est convergente.

Démonstration. Rappelons que pour montrer que la limite de
∫ X
a f(x) dx lorsque X → +∞ existe,

il suffit de montrer que, quelle que soit la suite (Xn) tendant vers +∞, la suite (
∫ Xn

a f(x) dx)
possède une limite (réelle).

Fixons donc une suite (Xn) tendant vers +∞ et montrons que la limite de
∫ Xn

a f(x) dx lorsque

n → +∞ existe. Pour prouver cela, on remarque d’abord que, comme l’intégrale
∫ +∞
a |f(x)| dx

converge, la suite zn =
∫ Xn

a |f(x)| dx converge, et donc est de Cauchy :

(4.3) ∀ε > 0, ∃n0 tel que ∀n ≥ n0, ∀p ≥ 0, |zn+p − zn| ≤ ε

avec

zn+p − zn =

∫ Xn+p

a
|f(x)| dx−

∫ Xn

a
|f(x)| dx =

∫ Xn+p

Xn

|f(x)| dx .

Montrons maintenant que la suite de terme général sn =
∫ Xn

a f(x) dx est de Cauchy. Soit ε > 0
fixé et n0 défini par (4.3). Alors, pour tout n ≥ n0 et pour tout p ≥ 0, on a

|sn+p − sn| =
∣∣∣∣∫ Xn+p

Xn

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ Xn+p

Xn

|f(x)| dx
∣∣∣∣ = |zn+p − zn| ≤ ε

grâce à l’inégalité triangulaire et (4.3). Donc (sn) est de Cauchy, ce qui prouve que la suite

(
∫ Xn

a f(x) dx) a une limite finie.

Remarque. Contrairement au cas des suites, il n’est pas nécessaire que la fonction f tende vers
0 pour que l’intégrale converge.

Au vu du théorème sur la convergence absolue, il suffit souvent d’étudier la convergence des
intégrales de fonctions positives. C’est ce à quoi on s’attèle maintenant, en commençant par cette
remarque qui est l’équivalent pour les intégrales généralisées de la Proposition 3.9.

Remarque. Soit f : [a,+∞[→ R une fonction continue et positive. Comme la fonction F (X) =∫ X
a f(x) dx est croissante, on en déduit qu’il n’y a que deux cas possibles pour son comportement

en +∞ :
• soit F est bornée. Alors la limite de F (X) quand X → +∞ existe et l’intégrale

∫ +∞
a f(x) dx

converge.

• soit limX→+∞ F (X) = +∞ et l’intégrale
∫ +∞
a f(x) dx diverge.

Cette remarque centrale conduit aux critères de convergence suivants (comparer avec les critères
pour les suites).
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Proposition 4.7 (Critère de comparaison). Soient f, g : [a,+∞[→ R deux fonctions continues,
positives sur [a,+∞[. On suppose qu’il existe b ≥ a tel que

∀x ≥ b, f(x) ≤ g(x) .

Alors
• si l’intégrale

∫ +∞
a g(x) dx converge, alors l’intégrale

∫ +∞
a f(x) dx converge aussi,

• si l’intégrale
∫ +∞
a f(x) dx diverge, alors l’intégrale

∫ +∞
a g(x) dx diverge aussi.

Proposition 4.8 (Critère d’équivalence). Soient f, g : [a,+∞[→ R deux fonctions continues, posi-
tives sur [a,+∞[. On suppose que les fonctions f et g sont équivalentes en +∞. Alors

∫ +∞
a f(x) dx

converge si et seulement si
∫ +∞
a g(x) dx converge.

Proposition 4.9 (Critère en xα). On considère une fonction f : [a,+∞[→ R fonction continue,
positive sur [a,+∞[. Alors :

• s’il existe un réel α > 1 tel que l’expression xαf(x) possède une limite réelle finie lorsque
x→ +∞, alors

∫ +∞
a f(x) dx converge,

• s’il existe un réel α ≤ 1 tel que l’expression xαf(x) tende vers +∞ lorsque x→ +∞, alors∫ +∞
a f(x) dx diverge.

Remarque. Dans le cas d’intégrales généralisées en −∞, on prendra soin de considérer |x|α plutôt
que xα, car pour α réel, xα n’est en général défini que pour x > 0 !

La preuve de la Proposition 4.7 est calquée sur celle de la Proposition 3.11 dans le cas des séries.
Les autres démonstrations reposent sur une application directe de cette proposition.

4.2 Intégrale généralisée sur un intervalle borné

On s’intéresse ici à l’intégrale de la forme
∫ b
a f(x) dx, où f :]a, b]→ R est continue sur l’intervalle

]a, b], mais pas sur l’intervalle [a, b]. L’intégrale n’est donc plus définie au sens classique.

Définition 4.10. Soit f :]a, b] → R une fonction continue. On dit que l’intégrale généralisée∫ b
a f(x) dx converge si la limite lorsque X → a+ de

∫ b
X f(x) dx existe. On note alors∫ b

a
f(x) dx = lim

X→a+

∫ b

X
f(x) dx

Exemple. Un Exemple fondamental est donné dans l’énoncé suivant.

Proposition 4.11. L’intégrale

∫ 1

0

1

xα
dx converge si et seulement si α < 1.

Démonstration. Supposons d’abord que α 6= 1. Pour tout X > 0, on a∫ 1

X

1

xα
dx =

[
x1−α

1− α

]1
X

=
1−X1−α

1− α
.

Cette dernière expression n’a une limite finie, lorsque X → 0, que si α < 1. Dans ce cas∫ 1

0

1

xα
dx =

1

1− α
.

Si α = 1, alors ∫ 1

X

1

x
dx = [log(x)]1X = − log(X) ,

qui tend vers +∞ lorsque X → 0.
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Remarque. Pour f : [a, b[→ R une fonction continue, on définit de même l’intégrale généralisée∫ b
a f(x) dx comme la limite lorsque X → b− de

∫ X
a f(x) dx, lorsqu’elle existe. On pourra adapter

les énoncés qui suivent au cas d’une intégrale généralisée “à droite”.

Proposition 4.12. Soit f :]a, b]→ R une fonction continue. Si c ∈]a, b], alors l’intégrale généralisée∫ b
a f(x) dx converge si et seulement si l’intégrale généralisée

∫ c
a f(x) dx converge. Dans ce cas,∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx .

Définition 4.13. On dit que l’intégrale généralisée
∫ b
a f(x) dx est absolument convergente si

∫ b
a |f(x)| dx

converge.

Théorème 4.14. Soit f :]a, b]→ R une fonction continue. Si l’intégrale généralisée est absolument
convergente, alors elle est convergente.

On peut donc souvent se ramener à l’intégrale de fonctions positives. Les critères sont alors très
proches de ceux déjà rencontrés.

Proposition 4.15 (Critère de comparaison). Soient f, g :]a, b] → R deux fonctions continues,
positives sur ]a, b]. On suppose que

∀x ∈]a, b], f(x) ≤ g(x) .

Alors
• si l’intégrale

∫ b
a g(x) dx converge, alors l’intégrale

∫ b
a f(x) dx converge aussi,

• si l’intégrale
∫ b
a f(x) dx diverge, alors l’intégrale

∫ b
a g(x) dx diverge aussi.

Proposition 4.16 (Critère d’équivalence). Soient f, g :]a, b] → R deux fonctions continues, po-

sitives sur ]a, b]. On suppose que les fonctions f et g sont équivalentes en a+. Alors
∫ b
a f(x) dx

converge si et seulement si
∫ b
a g(x) dx converge.

Proposition 4.17 (Critère en (x−a)α). On considère une fonction f :]a, b]→ R fonction continue,
positive sur ]a, b]. Alors

• s’il existe un réel α < 1 tel que l’expression (x − a)αf(x) possède une limite réelle finie

lorsque x→ a+, alors
∫ b
a f(x) dx converge,

• s’il existe un réel α ≥ 1 tel que l’expression (x − a)αf(x) tende vers +∞ lorsque x → a+,

alors
∫ b
a f(x) dx diverge.

Remarque. En cas d’intégrale généralisée à droite, considérer (b− x)αf(x).

4.3 Intégrale doublement généralisée

On appelle intégrale doublement généralisée une intégrale de la forme
∫ b
a f(x) dx, où f est conti-

nue sur ]a, b[, avec a = −∞ ou f non continue en a, et b = +∞ ou f non continue en b.

Par exemple,

∫ 1

−1

1√
1− x2

dx est une intégrale doublement généralisée.

L’analyse de ces intégrales se ramène à l’analyse de deux intégrales généralisées.
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Définition 4.18. Soit ]a, b[ un intervalle de R avec a ∈ {−∞}∪R et b ∈ R∪{+∞} et f :]a, b[→ R
une application continue sur ]a, b[. On dit que l’intégrale

∫ b
a f(x) dx converge s’il existe c ∈]a, b[tel

que les intégrales
∫ c
a f(x) dx et

∫ b
c f(x) dx convergent. Dans ce cas, elles convergent en fait quel que

soit le choix de c dans ]a, b[. Par définition, le réel
∫ b
a f(x) dx est alors donné par∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx,

le résultat ne dépendant pas du choix de c.

Si l’une des intégrales
∫ c
a f(x) dx ou

∫ b
c f(x) dx diverge, on dit que l’intégrale

∫ b
a f(x) dx diverge.

Exemple. Par exemple, pour analyser l’intégrale
∫ 1
−1

dx√
1−x2 , il faut étudier les intégrales

∫ c
−1

dx√
1−x2

et
∫ 1
c

dx√
1−x2 pour un réel c ∈] − 1, 1[ que l’on peut choisir (ici c = 0 convient parfaitement). On

note que les intégrales
∫ 0
−1

dx√
1−x2 et

∫ 1
0

dx√
1−x2 convergent toutes les deux, et on peut donc dire que

l’intégrale
∫ 1
−1

dx√
1−x2 converge.

Exemple. Voici un autre exemple : pour étudier l’intégrale
∫ +∞
0

1√
x
dx, on “doit” étudier la conver-

gence des intégrales
∫ 1
0

1√
x
dx et

∫ +∞
1

1√
x
dx. La première est convergente, mais pas la seconde.

L’intégrale
∫ +∞
0

1√
x
dx diverge donc.

Remarque. On fera bien attention que la convergence de l’intégrale
∫ +∞
−∞ f(x) dx n’est pas équivalente

au fait que
∫ X
−X f(x) dx ait une limite lorsque X → +∞. Par exemple

∫ +∞
−∞ x dx est clairement di-

vergente selon la définition ci-dessus, alors que pour tout X réel,
∫ X
−X x dx = 0, donc la limite de∫ X

−X x dx est trivialement définie lorsque X → +∞ !

4.4 Calcul intégral

Règle principale. Le calcul sur les intégrales généralisées se fait toujours en partant de la
définition : on fait des calculs sur une intégrale définie, puis on passe à la limite.

Exemple. Par exemple calculons l’intégrale

I =

∫ +∞

0
xe−x dx.

On montre facilement que cette intégrale converge (critère en xα par exemple). Posons I(X) =∫ X
0 xe−x dx. Alors I sera défini comme la limite de I(X) lorsque X → +∞ si elle existe. Pour X

fixé, on a (en utilisant une intégration par parties) :

I(X) = [x(−e−x)]
X
0 −

∫ X
0 (−e−x) dx

= −Xe−X − [e−x]
X
0

= −Xe−X − (e−X − 1).

La limite de I(X) lorsque X → +∞ est donc bien définie et on a :

I = lim
X→+∞

I(X) = 1 .

Le lecteur trouvera en appendice des règles de calcul classiques sur l’intégrale définie : intégration
par parties, changement de variables.
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4.5 Quelques exercices

Ce qu’il faut absolument connâıtre pour faire les exercices :

• Comment on manipule l’intégrale définie, et ses règles de calcul,

• les développements limités des fonctions usuelles, comment on les manipule et comment on
calcule des équivalents simples de fonctions en +∞ et en un point,

• les principaux résultats théoriques du cours : la définition de la convergence d’une intégrale
généralisée et doublement généralisée, le fait que la convergence absolue entrâıne la conver-
gence,

• la nature des intégrales généralisées classiques :∫ +∞

1

dx

xα
et

∫ 1

0

dx

xα
,

• les critères de convergence des intégrales généralisées et comment on s’en sert.

Exercice 4.1. Déterminer la nature des intégrales suivantes :

i)

∫ +∞

0

1

x2 + 1
dx ii)

∫ +∞

1
ln(1 +

1

xα
) dx (où α > 0) iii)

∫ +∞

0

ex + 1

e2x + 3
dx

iv)

∫ +∞

4/π
sin2(x)(1− cos(1/x)) dx v)

∫ 1

0

sin(
√
x)

x
dx vi)

∫ +∞

0

sin(x)

x
3
2

dx

Exercice 4.2. i) Montrer que l’intégrale

Γ(a) =

∫ +∞

0
ta−1e−tdt

converge pour tout a > 0.

ii) En effectuant une intégration par parties, montrer que

Γ(a+ 1) = aΓ(a)

iii) Calculer Γ(1) et en déduire la valeur de Γ(n) pour tout entier naturel n.
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Chapitre 5

Suites et séries de fonctions

Introduction. Dans cette partie, on s’intéresse à des suites et séries de fonctions. Une différence
majeure avec l’étude des suites et séries numériques est que la notion de convergence pour les suites
et séries de fonctions n’est pas univoque : il existe plusieurs notions qui ne sont pas équivalentes
entre elles.

5.1 Convergence simple et uniforme d’une suite de fonctions

Dans toute la suite, I désigne un intervalle non vide de R.

Définition 5.1. Soit (fn) une suite de fonctions de I dans R. On dit que la suite de fonction (fn)
converge simplement vers une fonction f : I → R sur l’intervalle I si pour tout x ∈ I fixé, la
suite de réels (fn(x)) converge vers le réel f(x). Autrement dit,

∀x ∈ I, ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, |fn(x)− f(x)| ≤ ε .

Malheureusement, cette notion de convergence, qui est la plus naturelle que l’on puisse imaginer,
n’a pas de bonnes propriétés. Par exemple, même si les fonctions (fn) sont continues, la limite f ne

l’est pas forcément. De plus, si I = [a, b], la suite d’intégrales
∫ b
a fn(x) dx peut ne pas converger vers∫ b

a f(x) dx. On introduit donc une notion plus forte de convergence, qui a de meilleures propriétés.

Définition 5.2. On dit qu’une suite de fonctions fn : I → R converge uniformément vers une
fonction f : I → R sur l’intervalle I si

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀x ∈ I, ∀n ≥ n0, |fn(x)− f(x)| ≤ ε .

Remarque. Dans la convergence simple, l’indice n0 dépend de ε et de x, tandis que dans la
convergence uniforme, n0 ne dépend que de ε. En particulier, la notion de convergence uniforme
est plus exigente que celle de convergence simple. Par conséquent :

Proposition 5.3. Si la suite (fn) converge uniformément vers f sur I, alors (fn) converge sim-
plement vers f sur I.

Il existe cependant des suites de fonctions qui convergent simplement, mais pas uniformément :

Exercice 5.1. Montrer que la suite de fonctions fn : [0, 1]→ R définie par

fn(x) = xn ∀x ∈ [0, 1]

converge simplement, mais pas uniformément, vers une fonction f que l’on déterminera.
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Une autre façon de formuler la convergence uniforme est la suivante :

Proposition 5.4. La suite (fn) converge uniformément vers f sur I si et seulement si

lim
n→+∞

sup
x∈I
|fn(x)− f(x)| = 0

En pratique, s’il est souvent délicat de calculer explicitement la quantité supx∈I |fn(x)− f(x)|,
il est souvent possible de la majorer par une expression simple. Afin de prouver la convergence
uniforme de la suite de fonctions (fn) vers une fonction f , il suffit alors de trouver une suite réelle
(εn), qui tend vers 0, et telle que |fn(x)− f(x)| ≤ εn pour tout x ∈ I et pour tout n.

5.2 Propriétés de la convergence uniforme

On retiendra quatre principales propriétés de la convergence uniforme :

• une limite uniforme de fonctions continues est encore continue,

• si la suite de fonctions continues (fn) converge uniformément vers f sur un intervalle I et si
la suite de réels (xn) de I tend vers x ∈ I, alors la suite (fn(xn)) tend vers f(x),

• l’intégrale sur un intervalle fermé borné [a, b] de la limite uniforme de fonctions continues
est égale à la limite des intégrales de ces fonctions,

• la limite simple de fonctions de classe C1 dont la dérivée converge uniformément est encore
de classe C1.

Voici les énoncés précis de ces assertions.

Théorème 5.5 (Limite uniforme de fonctions continues). Une limite uniforme de fonctions conti-
nues est continue. Autrement dit, si (fn) est une suite de fonctions continues de I dans R qui
converge uniformément vers une fonction f : I → R sur I, alors f est également continue sur I.

Démonstration. Fixons x ∈ I et montrons que f est continue en x. Soit ε > 0. Comme la suite (fn)
converge uniformément vers f , il existe n1 ≥ 0 tel que, pour tout n ≥ n1,

∀y ∈ I, |fn(y)− f(y)| ≤ ε

4
.

De plus, la fonction fn1 étant continue en x, il existe η > 0 tel que

∀y ∈ I, y ∈ [x− η, x+ η] ⇒ |fn1(y)− fn1(x)| ≤ ε

2
.

Par conséquent, pour tout y ∈ I, avec y ∈ [x− η, x+ η], on a

|f(y)− f(x)| ≤ |f(y)− fn1(y)|+ |fn1(y)− fn1(x)|+ |fn1(x)− f(x)| ≤ ε

4
+
ε

2
+
ε

4
= ε ,

ce qui montre f continue en x, et ce, pour tout x ∈ I.

Théorème 5.6 (Interversion des limites). Soit (fn) une suite de fonctions continues de I dans R
qui converge uniformément vers une fonction f : I → R sur I. Soit (xn) une suite d’éléments de I
qui converge vers un réel x appartenant à I. Alors la suite numérique (fn(xn)) converge vers f(x).

Démonstration. Fixons ε > 0. Comme (fn) tend uniformément vers f , il existe un rang n1 ≥ 0 tel
que, pour tout n ≥ n1,

(5.1) ∀y ∈ I, |fn(y)− f(y)| ≤ ε

2
.
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Comme f est continue (comme limite uniforme de fonctions continues), la suite (f(xn)) tend vers
f(x) : il existe donc un rang n2 tel que, pour tout n ≥ n2, on a

(5.2) |f(xn)− f(x)| ≤ ε

2
.

Alors, pour tout n ≥ n0 = max{n1, n2}, on a

|fn(xn)− f(x)| ≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x)| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε ,

où la première inégalité vient de l’inégalité triangulaire, et la seconde vient de (5.1) appliquée à
y = xn et de (5.2). Donc (fn(xn)) tend vers f(x).

Théorème 5.7 (Convergence uniforme et intégration). On suppose que la suite de fonctions conti-
nues (fn) de [a, b] dans R converge uniformément sur [a, b] vers la fonction (continue) f : [a, b]→ R.
Alors

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

On dit qu’on “passe à la limite sous le signe intégral”.

Remarque. Le résultat est faux sans hypothèse supplémentaire pour les intégrales généralisées.
On prendra toujours soin de bien justifier les passages à la limite sous le signe intégral.

Démonstration. Commençons par noter que les fonctions fn pour n ∈ N sont continues sur le
segment [a, b], donc intégrables. De plus la convergence uniforme de la suite (fn) et la continuité
des fonctions fn impliquent la continuité de f sur [a, b]. Donc f est également intégrable sur [a, b].

Soit maintenant ε > 0. Comme (fn) tend uniformément vers f sur [a, b], il existe un rang n0 tel
que

∀x ∈ [a, b], ∀n ≥ n0, |fn(x)− f(x)| ≤ ε/(b− a) .

Il suit que pour tout n ≥ n0,∣∣∣∣∫ b

a
fn(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|fn(x)− f(x)| dx ≤

∫ b

a

ε

b− a
dx = ε ,

ce qui est le résultat escompté.

Par contre on ne peut pas “passer à la limite sous la dérivée” : même si une suite de fonctions de
classe C1 tend uniformément vers une fonction, la fonction peut ne pas être dérivable. Par exemple :

Exercice 5.2. Montrer que la suite de fonctions fn(x) =
√
x2 + 1/n2 converge uniformément vers

f(x) = |x| sur [−1, 1]. Qu’en est-il de la suite (f ′n) ?

Il existe cependant des critères suffisants pour que la fonction limite soit dérivable.

Théorème 5.8 (Convergence uniforme et dérivation). On suppose que fn : I → R est une suite de
fonctions de classe C1 sur I. Si

1. il existe un point a ∈ I tel que la suite réelle (fn(a)) converge vers un réel b,

2. la suite de dérivées (f ′n) converge uniformément vers une fonction g : I → R sur I,

alors (fn) converge simplement sur I vers la fonction f définie par

(5.3) f(x) = b+

∫ x

a
g(s)ds ∀x ∈ I.

Si de plus l’intervalle I est fermé borné, i.e. I = [c, d], c ≤ a ≤ d, alors (fn) tend uniformément
vers f sur I.
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Remarque. En particulier, g est continue comme limite uniforme de fonctions continues, ce qui
permet de définir l’intégrale dans (5.3). On déduit de (5.3) que f est dérivable de dérivée g sur I.

Démonstration. Soit x ∈ I. Alors, par convergence uniforme de (f ′n) vers g sur I, la suite (f ′n)
converge uniformément vers g sur [a, x] (ou [x, a]). En utilisant le théorème de passage à la limite
sous le signe intégral, on obtient

lim
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

fn(a)+ lim
n→+∞

(fn(x)−fn(a)) = b+ lim
n→+∞

∫ x

a
f ′n(s)ds = b+

∫ x

a
g(s)ds = f(x) .

Donc la suite de fonctions (fn) converge simplement vers f sur I.

On suppose maintenant que I = [c, d]. Fixons ε > 0. Comme (fn(a)) tend vers b = f(a), il
existe n1 tel que

∀n ≥ n1, |fn(a)− f(a)| ≤ ε/2 .

Comme (f ′n) tend uniformément vers g, il existe un rang n2 tel que

∀x ∈ [c, d], ∀n ≥ n2, |f ′n(x)− g(x)| ≤ ε/(2(d− c)) .

Posons alors n0 = max{n1, n2}. On a, pour tout n ≥ n0,

|fn(x)− f(x)| = |fn(a)− f(a) +
∫ x
a (f ′n(s)− g(s))ds|

≤ |fn(a)− f(a)|+
∣∣ ∫ x
a |f

′
n(s)− g(s)|ds

∣∣
≤ ε

2 + (d− c) ε
2(d−c) = ε .

D’où la convergence uniforme de (fn) vers f .

5.3 Séries de fonctions

Soient I un intervalle non vide de R et (fn) une suite de fonctions de I dans R. Comme pour
les séries numériques, on définit la suite des sommes partielles (Sn) où Sn : I → R est donnée par

Sn(x) =
n∑
k=0

fk(x) ∀x ∈ I .

Définition 5.9. On dit que la série de terme général fn converge simplement (respectivement uni-
formément) lorsque la suite des sommes partielles (Sn) converge simplement (resp. uniformément).
La limite est notée

∑∞
k=0 fn.

Introduisons à présent le principal critère de convergence pour une série de fonctions de terme
général fn. Ce critère repose sur la définition suivante.

Définition 5.10. Soit (fn) une suite de fonctions de I dans R. On pose ‖fn‖∞ = supx∈I |fn(x)|.
On dit la série de terme général (fn) converge normalement lorsque la série numérique de terme
général ‖fn‖∞ converge.

L’intérêt de la notion vient du résultat suivant.

Théorème 5.11. Une série de fonctions normalement convergente est uniformément convergente.

Remarque. En pratique, il n’est pas toujours aisé de calculer exactement ‖fn‖∞. Par contre il
n’est souvent pas trop difficile d’en trouver un majorant an : ‖fn‖∞ ≤ an. Si la série de terme
général an converge, alors la série de terme général ‖fn‖∞ converge également, et donc la série
général (fn) est normalement convergente.
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Remarque. Attention, la réciproque de ce théorème est fausse en général : on peut trouver des
séries uniformément convergentes qui ne sont pas normalement convergentes. Par exemple, soit
pour n ∈ N la fonction fn : R→ R donnée par

fn(x) =

{
1

n+1 si x ∈ [n, n+ 1[,

0 si x ∈]−∞, n[∪[n+ 1,+∞[.

On pourra montrer en exercice que la série de terme général fn converge uniformément, mais pas
normalement sur R. Un défi : améliorer cet exemple pour que les fonctions fn soient continues.
L’améliorer encore pour que l’intervalle de définition soit borné.

Démonstration du théorème. Fixons d’abord x ∈ I et montrons que la série
∑∞

n=0 fn(x) est conver-
gente. Pour cela, il suffit de montrer qu’elle est absolument convergente, ce qui est bien le cas puisque

|fn(x)| ≤ ‖fn‖∞

et que la série de terme général ‖fn‖∞ converge (critère de comparaison pour les séries positives).

On peut donc poser S(x) =
∑∞

n=0 fn(x). Montrons maintenant que la suite des sommes partielles
(Sn) converge uniformément vers S. Rappelons que

Sn(x) =
n∑
k=0

fk(x) ∀x ∈ I .

Fixons ε > 0. Comme la série de terme général ‖fn‖∞ est convergente, la suite de ses sommes
partielles (Σn =

∑n
k=0 ‖fk‖∞) possède une limite, et donc est une suite de Cauchy : il existe n0 tel

que, pour tout p ≥ 0,
|Σn+p − Σn| ≤ ε .

Or pour tout p ≥ 1

|Σn+p − Σn| =
n+p∑

k=n+1

‖fk‖∞.

On a donc, pour tout x ∈ I, n ≥ n0 et p ≥ 1,

|Sn+p(x)− Sn(x)| =

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

|fk(x)| ≤
n+p∑

k=n+1

‖fk‖∞ ≤ ε .

Lorsque p→ +∞, Sn+p(x)→ S(x). On passe à la limite lorsque p→ +∞ dans l’inégalité précédente
pour chaque x fixé dans I et chaque n ≥ n0. On obtient donc : ∀n ≥ n0, ∀x ∈ I,

|S(x)− Sn(x)| ≤ ε ,

ce qui prouve que la convergence de (Sn) vers S est uniforme.

Les séries normalement convergentes étant uniformément convergentes, une application directe
des propriétés connues pour cette convergence donne :

Proposition 5.12. Soit (fn) une suite de fonctions continues de I dans R.

• On suppose que la série de terme général fn converge normalement. Alors la fonction∑∞
k=0 fk est continue. De plus, pour tout intervalle fermé borné [a, b] contenu dans I, la

convergence de la série de terme général fn est uniforme. En particulier on a

lim
n→+∞

n∑
k=0

∫ b

a
fk(x) dx =

∫ b

a

( ∞∑
k=0

fk

)
(x) dx ,
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• On suppose maintenant que les fonctions fn sont de classe C1, qu’il existe a ∈ I tel que la
série numérique de terme général fn(a) converge, tandis que la série de terme général f ′n
converge normalement. Alors la fonction

∑∞
k=0 fn est de classe C1 et( ∞∑

k=0

fk

)′
=

∞∑
k=0

f ′k .

5.4 Quelques exercices

Ce qu’il faut absolument connâıtre pour faire les exercices :

• revoir le cours de L1 sur la continuité et la dérivabilité des fonctions d’une variable réelle,
ainsi que la partie du cours sur les séries pour l’étude des séries de fonctions,

• les différentes notions de convergence et leurs relations : convergence simple, uniforme d’une
suite de fonctions ; convergence simple, uniforme, normale d’une série de fonctions,

• les principaux résultats sur la convergence uniforme : limite uniforme de fonctions continues,
convergence uniforme et intégration, convergence uniforme et dérivation.

Exercice 5.3. Pour quelles valeurs de α > 0 la suite de fonctions de terme général

fn(x) = nαxe−nx ∀x ∈ [0,+∞[

converge-t-elle uniformément vers 0 sur [0,+∞[ ?

Exercice 5.4. Montrer que la suite de fonctions

fn(x) =
(

1 +
x

n

)n
∀x ∈ R

converge simplement vers une fonction f que l’on déterminera.

Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur R.

Exercice 5.5. Montrer que la suite de fonctions fn(x) =
sin(n2x)

n
converge uniformément vers

f(x) = 0 sur R. Qu’en est-il de la suite (f ′n) ?
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Chapitre 6

Séries entières

Attention, ce chapitre est encore susceptible d’être modifié. . .

Introduction. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux séries entières, c’est-à-dire aux séries de fonc-
tions dont le terme général est de la forme fn(x) = anx

n. Ces séries jouent un rôle très important
dans beaucoup de champs différents des mathématiques (analyse des équations différentielles, pro-
babilités, combinatoire, etc.).

6.1 Définition

L’objet principal de ce chapitre est le suivant.

Définition 6.1. Une série entière est une série de fonctions dont le terme général fn est de la

forme fn(x) = anx
n où (an) est une suite réelle donnée. On parle alors de la série entière

∞∑
n=0

anx
n.

Un des enjeux concernant ces séries est le domaine où elles convergent, comme nous le verrons
dans le paragraphe suivant. La convergence a au moins lieu en x = 0, évidemment !

Remarque. On peut être amené à considérer des séries entières où le terme général a la forme
fn(x) = an(x− c)n où c est un réel fixé. Ce � recentrage � en x = c plutôt qu’en x = 0 ne pose pas
de problème et tous les énoncés peuvent être facilement adaptés à ce cadre.

Remarque. Il est parfois utile de pouvoir considérer le cas où les an sont complexes. On peut alors
raisonner de manière distincte sur la partie réelle et la partie imaginaire tant que x est réel. Le
cas où l’on remplace le réel x par un complexe z est également important, mais sort du cadre de ce
cours.

Les séries entières représentent une sous-classe particulièrement importante de séries de fonc-
tions : en fait la plupart des fonctions usuelles possèdent une représentation sous forme de séries
entières. Cela se montre avec certaines formes de la formule de Taylor.

6.2 Rayon de convergence

Définition 6.2 (Rayon de convergence). Soit
∑∞

n=0 anx
n une série entière. Le rayon de convergence

de la série entière est la borne supérieure de l’ensemble des réels r tel que la série numérique∑∞
n=0 anr

n converge, i.e.

R = sup

{
r ∈ R

∣∣∣ ∞∑
n=0

anr
nconverge

}
.
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Remarque. Cette définition entrâıne plusieurs remarques.

• Comme pour r = 0, la série
∑∞

n=0 anr
n = 0 converge, on a que le rayon de convergence est

positif ou nul.

• Le rayon de convergence est égal à +∞ si pour tout r > 0, la série
∑∞

n=0 anr
n converge. Il

peut être nul : cela signifie que pour tout r > 0, la série
∑∞

n=0 anr
n diverge.

Pour pouvoir étudier une série entière, il est important de déterminer son domaine de conver-
gence. C’est pourquoi l’étude des séries entières commence toujours par la détermination de son
rayon de convergence. Plusieurs critères aident à cette tâche, comme nous le verrons plus bas.

Un résultat important pour l’étude des séries entières est le suivant.

Théorème 6.3 (Lemme d’Abel). Soit
∑∞

n=0 anx
n une série entière. S’il existe un réel r0 tel que la

suite (anr
n
0 ) est bornée, alors la série numérique

∑∞
n=0 anr

n est absolument convergente pour tout
r tel que |r| < |r0|.

Démonstration. Si r0 = 0, il n’y a à l’évidence rien à prouver. Soit donc r0 6= 0. La suite (anr
n
0 ) est

bornée, disons par M. Soit r tel que |r| < |r0|, alors :

|anrn| = |anrn0 |
∣∣∣∣ rr0
∣∣∣∣n ≤M ∣∣∣∣ rr0

∣∣∣∣n .
Comme

∣∣∣ rr0 ∣∣∣ < 1, la série
∑∞

n=0M
∣∣∣ rr0 ∣∣∣n est une série géométrique convergente, donc

∑∞
n=0 |anrn|

converge, i.e.
∑∞

n=0 anr
n est absolument convergente.

Corollaire 6.4. S’il existe un réel r0 tel que la série numérique
∑∞

n=0 anr
n
0 converge, alors la série

numérique
∑∞

n=0 anr
n est absolument convergente pour tout r tel que |r| < |r0|.

Démonstration. Si r0 = 0, il n’y a encore une fois rien à prouver. Soit donc r0 6= 0. Puisque∑∞
n=0 anr

n
0 converge on a limn→∞ anr

n
0 = 0. En particulier, cette suite est bornée (rappelons que

toute suite convergente est bornée). Le résultat suit alors du lemme d’Abel ci-dessus.

Corollaire 6.5. Soit
∑∞

n=0 anx
n une série entière et soit R son rayon de convergence. Alors :

• la série numérique
∑∞

n=0 anr
n diverge pour tout |r| > R,

• la série numérique
∑∞

n=0 anr
n converge absolument pour tout |r| < R.

Démonstration. Si R = +∞ alors pour tout r ∈ R il existe r0 tel que |r| < |r0| et
∑∞

n=0 anr
n
0

converge. Donc d’après le lemme d’Abel la série numérique
∑∞

n=0 anr
n est absolument convergente.

Supposons maintenant R < +∞. Il est clair que
∑∞

n=0 anr
n est divergente pour tout |r| > R

(s’il existait |r| > R tel que
∑∞

n=0 anr
n converge, on aurait R ≥ |r|). Si R > 0 et r est tel que

|r| < R, alors par définition de borne supérieure, il existe r0 tel que |r| < |r0| ≤ R et
∑∞

n=0 anr
n
0

converge. Du lemme d’Abel on déduit que la série numérique
∑∞

n=0 anr
n converge absolument.

Remarque. En général la série
∑∞

n=0 anR
n peut être divergente.
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Proposition 6.6. Les définitions suivantes du rayon de convergence sont équivalentes :

R = sup

{
r ∈ R

∣∣∣ ∞∑
n=0

anr
nconverge

}
,

R = sup

{
r ∈ R, r ≥ 0

∣∣∣ ∞∑
n=0

anr
nconverge

}
,

R = sup
{
r ∈ R, r ≥ 0

∣∣∣ (anr
n) est bornée

}
,

R = sup

{
r ∈ R, r ≥ 0

∣∣∣ lim
n→+∞

anr
n → 0

}
,

R = sup

{
r ∈ R, r ≥ 0

∣∣∣ ∞∑
n=0

anr
nconverge absolument

}
.

Démonstration. Cela suit du lemme d’Abel et de ses corollaires.

Calcul du rayon de convergence. On peut déterminer le rayon de convergence à l’aide du critère
de Cauchy ou de D’Alembert.

• Si par exemple n
√
|an| → ` (où ` est soit un réel, soit égal à +∞), on a

n
√
|an||x|n = n

√
|an||x| → `|x|,

sauf dans le cas indéterminé où ` = +∞ et x = 0, mais dans ce cas, on a zéro des deux côtés. Le
critère de Cauchy dit alors que le rayon de convergence de la série est donné par 1/` si ` > 0, est
égal à +∞ si ` = 0, et à 0 si ` = +∞.

• Si |an+1|/|an| tend vers une limite `, alors comme

|an+1| |x|n+1

|an| |x|n
=
|an+1|
|an|

|x| → `|x| ,

le critère de D’Alembert dit que le rayon de converge vaut 1/` si ` > 0, est égal à +∞ si ` = 0, et
à 0 si ` = +∞.

On peut aussi utiliser les critères de comparaison de la manière suivante.

Proposition 6.7. On suppose que
∑∞

n=0 anx
n et

∑∞
n=0 bnx

n sont deux séries entières. On suppose
qu’il existe deux constantes M et n0 telles que, pour tout n ≥ n0 |an| ≤ M |bn|. Alors le rayon de
convergence de la série entière

∑∞
n=0 anx

n est supérieur ou égal au rayon de convergence de la série
entière

∑∞
n=0 bnx

n.

Démonstration. On suppose sans perte de géneralité que n0 = 0. Si r > 0 est tel que
∑∞

n=0 |bn|rn
converge, alors, par comparaison, la série

∑∞
n=0(|an|/M)rn converge aussi. Donc la série

∑∞
n=0 |an|rn

converge, ce qui implique le résultat.

Corollaire 6.8. Si les suites (an) et (bn) sont équivalentes, alors les séries entières
∑∞

n=0 anx
n et∑∞

n=0 bnx
n ont même rayon de convergence.
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6.3 Opérations sur les séries entières

Le premier résultat concerne la somme de deux séries entières.

Théorème 6.9. On suppose que
∑∞

n=0 anx
n et

∑∞
n=0 bnx

n sont deux séries entières de rayons res-
pectifs Ra et Rb. Alors la série entière

∑∞
n=0 cnx

n =
∑∞

n=0(an+ bn)xn a pour rayon de convergence
Rc ≥ min{Ra, Rb} et pour tout x tel que |x| < min{Ra, Rb} on a

∞∑
n=0

(an + bn)xn =
∞∑
n=0

anx
n +

∞∑
n=0

bnx
n.

De plus si Ra 6= Rb alors Rc = min{Ra, Rb}.

Démonstration. Si |r| < min{Ra, Rb}, alors les deux séries
∑∞

n=0 anr
n et

∑∞
n=0 bnr

n sont absolu-
ment convergentes donc

∑∞
n=0(an + bn)rn l’est aussi. On déduit que Rc ≥ min{Ra, Rb}.

Si maintenant on suppose de plus les rayons sont diffèrents, par exemple Ra < Rb : supposons
Rc > Ra, alors il existerait r tel que Ra < |r| < min{Rb, Rc}. Alors

∑∞
n=0 cnr

n et
∑∞

n=0 bnr
n sont

absolument convergentes. Donc
∑∞

n=0(cn − bn)rn =
∑∞

n=0 anr
n converge, ce qui est absurde. Donc

Rc = min{Ra, Rb}.

Remarque. Dans le cas où Ra = Rb, il existe des suites (an) et (bn) telles que Rc > Ra = Rb.
Exercice : trouvez-en !

Le second résultat concerne le produit de deux séries entières.

Théorème 6.10. On suppose que
∑∞

n=0 anx
n et

∑∞
n=0 bnx

n sont deux séries entières de rayons
respectifs Ra et Rb. Alors la série entière

∑∞
n=0 cnx

n, avec cn = a0bn + · · ·+ anb0, a pour rayon de
convergence Rc ≥ min{Ra, Rb} et pour tout x tel que |x| < min{Ra, Rb} on a

∞∑
n=0

cnx
n =

( ∞∑
n=0

anx
n

)
·

( ∞∑
n=0

bnx
n

)
.

La démonstration de ce résultat, un peu longue, est omise.

On pourrait mentionner d’autres opérations (composition, division) sur les séries entières, mais
ces énoncés et leur preuve sont souvent très techniques. Ces résultats sont donc laissés de côté, mais
il n’est pas mauvais de savoir qu’ils existent.

6.4 Convergence, continuité, dérivabilité et intégrabilité

Théorème 6.11. Soit R le rayon de convergence de la série entière
∑∞

n=0 anx
n. Si R > 0 la série

entière
∑∞

n=0 anx
n converge uniformément sur l’intervalle [−r, r] pour tout |r| < R.

La fonction x 7→ S(x) :=
∑∞

n=0 anx
n est de classe C∞ sur ] − R,R[, et sa dérivée est donnée

par la série entière :

S′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1 ∀x ∈]−R,R[ ,

avec rayon de convergence R.

De façon symétrique, tout primitive F de S est donnée par la série entière

F (x) = F (0) +

∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1 ∀x ∈]−R,R[ ,

avec rayon de convergence R.
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Remarque.

1. Par récurrence on déduit aisément l’expression de la dérivée p−ième de S :

S(p)(x) =

∞∑
n=p

ann!

(n− p)!
xn−p ∀p ≥ 0 ,

cette dernière série entière ayant un rayon de convergence égal à R.

2. En particulier, pour x = 0 dans l’expression précédente, on a

ap =
S(p)(0)

p!
∀p ≥ 0 .

Démonstration du théorème.

1. Fixons r ∈]0, R[. Alors
sup

x∈[−r,r]
|anxn| = |an|rn.

Comme la série
∑∞

n=0 |an|rn converge, la série
∑∞

n=0 anx
n est normalement convergente sur l’inter-

valle [−r, r]. La convergence est donc uniforme sur cet intervalle. Comme les fonctions x 7→ anx
n

sont continues sur [−r, r] et comme la série de fonctions
∑∞

n=0 anx
n converge normalement vers

S(x) sur cet intervalle. Donc S est continue sur [−r, r] pour tout r ∈]0, R[. Cela implique la conti-
nuité de S sur ]−R,R[ : soit en effet x tel que |x| < R, il existe alors r ∈]|x|, R[ et donc d’après ce
qui précède S est continue sur [−r, r], donc en x.

2. Montrons que si R est le rayon de convergence de la série entière S(x) =
∑∞

n=0 anx
n, alors R est

inférieur ou égal au rayon de convergence de la série entière des dérivées :

g(x) =

∞∑
n=0

an+1(n+ 1)xn,

et que de plus S est une primitive de g sur ]−R,R[. Fixons r ∈]0, R[. Soit r1 ∈]r,R[. Alors

|an+1|(n+ 1)rn = |an+1|rn+1
1

(n+ 1)rn

rn+1
1

≤M |an+1|rn+1
1

où M est le supremum de la suite ( (n+1)rn

rn+1
1

) qui est bornée, puisque cette suite tend vers 0 (rappelons

que toute suite convergente est bornée). Par conséquent le terme général de la série (|an+1|(n+1)rn)
est majoré par le terme général de la série

∑∞
n=0M |an+1|rn+1

1 , série qui converge par définition du
rayon de convergence. En conclusion, la série de terme général |an+1|(n+ 1)rn converge pour tout
r < R. On en déduit que le rayon de cette série entière g(x) est supérieur ou égal à R. .

3. Réciproquement, si r > R, alors par le lemme d’Abel la suite (anr
n) ne tend pas vers zéro,

autrement elle serait bornée et donc on aurait la convergence de
∑∞

n=0 anr̃
n pour tout R < |r̃| < r.

Donc la suite (an+1r
n) ne tend pas vers zéro non plus. A fortiori, la suite ((n+ 1)an+1r

n) ne tend
pas vers zéro et la série

∑∞
n=0(n + 1)an+1r

n diverge. Donc le rayon de convergence de g(x) est
inférieur ou égal à R et par l’étape précedente il est égal à R. .

4. De plus, on déduit de ce qui précède que la série
∑∞

n=0(n + 1)an+1x
n converge uniformément

sur l’intervalle [−r, r] vers g. Comme la série
∑∞

n=0 anx
n converge simplement vers S, le théorème

de dérivation des suites de fonctions affirme que S est de classe C1 et que S′ = g. .

5. Enfin, le résultat pour la primitive est une application directe du théorème d’intégration des
séries uniformément convergentes.

Application : résolution d’équations différentielles. Pour résoudre des équations différentielles
linéaires à coefficients polynômiaux, il est parfois pratique de chercher la solution sous la forme d’une
série entière.
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6.5 Développement d’une fonction en série entière

Dans les sections qui précèdent, on partait d’une série, et on donnait des propriétés de la limite.
Dans cette section, on cherche à savoir si, une fonction étant donnée, elle peut se mettre sous la
forme de la somme d’une série entière.

Définition 6.12. Soit I un intervalle non vide, ouvert, contenant 0. On dit qu’une fonction f :
I → R est développable en série entière au voisinage de 0 s’il existe une suite de réels (an) et un
rayon R > 0 tels que la série entière

∑
n anx

n ait un rayon au moins égal à R et f(x) =
∑

n anx
n

sur ]−R,R[⊂ I.

Remarque. Comme indiqué plus haut, le rôle de 0 est ici (comme dans toute cette partie) com-
plètement arbitraire : en pratique il est souvent très utile d’étudier la possibilité de développer en
séries entières une fonction au voisinage d’un point x0 appartenant à l’intérieur de l’intervalle de
définition de la fonction : cela signifie qu’il existe un réel R > 0 tel que f(x) =

∑
n an(x−x0)n sur

]x0−R, x0 +R[. L’étude de cette question se ramène directement au cas où x0 = 0 par translation.

Lorsque f est développable en série entière au voisinage de 0, alors f est de classe C∞ sur
]−R,R[ et la suite (an) est donnée par

an =
f (n)(0)

n!
∀n ≥ 0 .

Il n’est cependant pas vrai en général qu’une fonction f de classe C∞ sur un intervalle ] − R,R[
cöıncide avec une série entière sur cet intervalle, ou même sur un intervalle plus petit. Voici un
exemple.

Exemple. Soit f la fonction définie par f(x) = e−1/x
2

si x 6= 0 et f(0) = 0. On vérifie aisément
que f est de classe C∞ sur R. Cependant, f ne cöıncide avec aucune série entière au voisinage
de 0 car, comme f (n)(0) = 0 pour tout n, cette série entière devrait être identiquement nulle sur
l’intervalle, alors que f est positive en dehors de 0.

Comment prouver qu’une fonction est développable en série entière. Pour montrer qu’une
fonction de classe C∞ est développable en série entière au voisinage de 0, il faut estimer le reste Rn
dans la formule de Taylor :

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +Rn(x)

où Rn est donné, pour la formule de Taylor avec reste intégral, par

Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt

et, pour la formule de Taylor-Lagrange par

Rn(x) =
f (n+1)(θn,xx)

(n+ 1)!
xn+1 pour un certain θn,x ∈ [0, 1].

Lorsque

lim
n→+∞

Rn(x) = 0 si x ∈]−R,R[ ,

alors f est développable en série entière sur l’intervalle ]−R,R[.
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Théorème 6.13. Soit I un intervalle non vide, ouvert, contenant 0. Si f : I → R est C∞ sur
]−R,R[⊂ I et s’il existe une constante M telle que :

∀x ∈]−R,R[, ∀n ∈ N |f (n)(x)| ≤M,

alors f est développable en série entière au voisinage de 0.

Démonstration. Il suffit de prouver que pour tout x ∈] − R,R[ la suite Rn(x) tend vers 0 lorsque
n tend vers l’infini.

|Rn(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

0

∣∣∣∣(x− t)nn!
f (n+1)(t)

∣∣∣∣ dt ≤M ∫ x

0

(x− t)n

n!
dt.

En calculant l’intégrale, on obtient :

|Rn(x)| ≤M
[
−(x− t)n+1

(n+ 1)!

]x
0

= M
xn+1

(n+ 1)!
→ 0 lorsque n→∞.

Voici quelques exemples qu’il faut connâıtre :

ex =

∞∑
k=0

xk

k!
∀x ∈ R

1

1 + x
=

∞∑
k=0

(−1)kxk ∀x ∈]− 1, 1[

log(1 + x) =
∞∑
k=0

(−1)k
xk+1

k + 1
∀x ∈]− 1, 1[ cos(x) =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
∀x ∈ R ,

sin(x) =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
∀x ∈ R .

Montrons par exemple la formule pour l’exponentielle : la formule de Tayor-Lagrange donne

ex =
n∑
k=0

xk

k!
+Rn(x)

où

Rn(x) =
eθn,xx

(n+ 1)!
xn+1, pour un certain θn,x ∈ [0, 1] .

Or

|Rn(x)| ≤ e|x|

(n+ 1)!
|x|n+1 → 0

(car |x|n+1/(n+ 1)! est le terme général d’une série convergente).
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6.6 Quelques exercices

Exercice 6.1. Pour x ∈ R, on pose

f(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn .

1. Montrer que cette série converge pour tout x ∈]− 1, 1[.

2. Montrer que f est continue sur ]− 1, 1[.

3. Soit F la primitive de f telle que F (0) = 1. Exprimez F sous la forme d’une série entière et
en déduire f .
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Chapitre 7

Appendice 1 : Rappels sur l’ordre
de R

Nous nous intéressons ici au corps des réels R. Par corps, on veut dire qu’il est muni des quatre
opérations élémentaires (+, −, ×, ÷), avec les propriétés usuelles (commutativité et associativité
de + et ×, distributivité, etc.) Nous rappelons ici quelques propriétés de l’ensemble des nombres
réels liées à l’ordre.

Le corps des réels R est un ensemble ordonné. L’ensemble R est muni d’une relation
d’ordre ≤, c’est-à-dire d’une relation qui vérifie les conditions suivantes :

i) pour tout x ∈ R, on a x ≤ x (la relation est réflexive)
ii) pour tout x ∈ R et y ∈ R, si x ≤ y et y ≤ x, alors on a x = y (la relation est antisymétrique)
iii) pour tout x ∈ R, y ∈ R et z ∈ R, si x ≤ y et y ≤ z, alors on a x ≤ z (la relation est

transitive)

De plus, R est totalement ordonné, c’est-à-dire que pour tout x ∈ R et y ∈ R, on a soit
x ≤ y, soit y ≤ x. On dit aussi que la relation ≤ est une relation d’ordre total dans R.

Définitions liées à l’ordre.

• On dit qu’un ensemble A de R est majoré s’il existe un nombre réel M tel que tout élément
de A est inférieur ou égal à M :

A majoré ⇔ ∃M ∈ R, ∀x ∈ A, x ≤M .

• On dit que M est un majorant de A. Notons que si M est un majorant de A et si M ′ ≥M ,
alors M ′ est aussi un majorant de A.

• On dit que M est le plus grand élément de A si M appartient à A et M est un majorant
de A. Un tel plus grand élément (s’il existe) est unique.

• De même, on dit qu’un ensemble A de R est minoré s’il existe un nombre réel m tel que
tout élément de A est supérieur ou égal à m. On dit alors que m est un minorant de A.

• On dit que m est le plus petit élément de A si m appartient à A et m est un minorant
de A.

• Soit A un ensemble majoré. On appelle borne supérieure de A le plus petit des majorants.
La borne supérieure de A est donc le réel M tel que

i) M est un majorant de A : ∀x ∈ A, on a x ≤M ,
ii) tout majorant de A est supérieur ou égal à M .

Remarque. Notons qu’une telle borne supérieure est forcément unique. De plus, si la borne
supérieure M d’un ensemble A appartient à A, alors M est le plus grand élément de A.
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Le résultat fondamental sur R, qui peut même être vu comme faisant partie de sa définition, est le
théorème suivant.

Théorème 7.1 (Propriété de la borne supérieure). Soit A un ensemble non vide et majoré. Alors
A possède une borne supérieure.

Un résultat tout aussi fondamental s’en déduit. Cet énoncé pourrait être au demeurant utilisé
pour une définition alternative (mais équivalente) de R.

Théorème 7.2 (des segments embôıtés). Soit (In) une suite de segments embôıtés, c’est-à-dire
que chaque In est de la forme [an, bn] avec an ≤ bn et que de plus In+1 ⊂ In pour tout n ∈ N. Alors
l’intersection

⋂
n∈N In est non vide, c’est-à-dire qu’il existe un point x ∈ R appartenant à tous les

intervalles In.

Rappelons au passage qu’un segment est, par définition, un intervalle borné et fermé des deux
côtés.
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Chapitre 8

Appendice 2 : L’intégrale définie

8.1 Existence d’une primitive et définition de l’intégrale

Théorème 8.1 (Existence d’une primitive). Soient I un intervalle ouvert non vide de R et f : I →
R une fonction continue. Alors f admet une primitive sur I, i.e., il existe une fonction F : I → R
de classe C1 telle que

∀x ∈ I, F ′(x) = f(x) .

Remarque. La fonction f admet en fait une infinité de primitives sur l’intervalle I, deux primitives
ne différant que d’une constante.

Proposition 8.2. Soient I un intervalle ouvert non vide de R, f : I → R et g : I → R deux
fonctions continues, et λ un nombre réel. Soient F une primitive de f sur I et G une primitive de
g sur I. Alors

i) (F +G) est une primitive de (f + g) sur I.

ii) λF est une primitive de λf sur I.

Démonstration. Il suffit de dériver.

Dans le tableau de la page 50, on rappelle les primitives de quelques fonctions usuelles. Oui, il
est nécessaire de les connâıtre.

Définissons maintenant l’intégrale d’une fonction sur un intervalle [a, b] :

Définition 8.3. Soient I un intervalle fermé borné de R, f : I → R une fonction continue sur I,
a et b deux points de I. L’intégrale de f entre a et b est définie par∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a),

où F est une primitive de f sur [a, b].

Remarques.

1. Comme deux primitives ne diffèrent que d’une constante, la quantité ci-dessus ne dépend
pas du choix particulier de la primitive.

2. Si f est continue sur un intervalle ouvert I, alors, pour tout a ∈ I, une primitive de f est
donnée par

∀x ∈ I, F (x) =

∫ x

a
f(s)ds .
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Voici quelques propriétés élémentaires de l’intégrale.

Proposition 8.4.

1. Linéarité de l’intégrale Si f1 et f2 sont deux fonctions continues sur [a, b] et λ ∈ R, alors∫ b

a
(f1 + f2)(x) dx =

∫ b

a
f1(x) dx+

∫ b

a
f2(x) dx et

∫ b

a
(λf1)(x) dx = λ

∫ b

a
f1(x) dx .

2. Relation de Chasles Si f est une fonction continue sur [a, b] et c ∈ [a, b], alors∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx .

3. Positivité de l’intégrale Si f est une fonction continue sur [a, b] et positive sur [a, b],

c’est-à-dire ∀x ∈ [a, b], f(x) ≥ 0 , alors
∫ b
a f(x) dx ≥ 0.

Une conséquence importante du dernier point est que l’intégrale conserve la relation d’ordre
ainsi que décrit dans le résultat suivant.

Proposition 8.5. Soient f1 et f2 deux fonctions continues sur un intervalle sur [a, b]. Si

∀x ∈ [a, b] , f1(x) ≤ f2(x) alors

∫ b

a
f1(x) dx ≤

∫ b

a
f2(x) dx .

En particulier, on a toujours :

Proposition 8.6. Si a ≤ b, on a :∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)| dx .

Démonstration. Comme f ≤ |f |, on a
∫ b
a f(x) dx ≤

∫ b
a |f(x)| dx, et comme −f ≤ |f |, on a aussi

−
∫ b
a f(x) dx ≤

∫ b
a |f(x)| dx. D’où le résultat.

8.2 Calcul d’intégrales

On possède deux outils principaux pour calculer une intégrale : l’intégration par parties et la
formule de changement de variables.

Théorème 8.7 (Intégration par parties). Soient [a, b] un intervalle de R, f : [a, b] → R de classe
C1 sur [a, b] et g : [a, b]→ R continue sur [a, b]. Alors, si G est une primitive de g sur [a, b], on a∫ b

a
f(x)g(x) dx = [f(x)G(x)]ba −

∫ b

a
f ′(x)G(x) dx ,

où l’on a utilisé la notation classique [f(x)G(x)]ba = f(b)G(b)− f(a)G(a).

Démonstration. Il suffit de remarquer que, comme (fG)′ = fG′ + f ′G = fg + f ′G, on a

[f(x)G(x)]ba =

∫ b

a
(fG)′(x) dx =

∫ b

a
f(x)g(x) dx+

∫ b

a
f ′(x)G(x) dx .
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Théorème 8.8 (Changement de variable). Soient [a, b] et [c, d] deux intervalles de R, f : [a, b]→ R
une application continue et ϕ : [c, d]→ [a, b] une application de classe C1. Alors∫ d

c
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(d)

ϕ(c)
f(y) dy .

Démonstration. Soit F une primitive de f sur [a, b]. Alors (F ◦ ϕ)′ = (f ◦ ϕ)ϕ′. Donc∫ d

c
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx = [F ◦ ϕ]Nc = F (ϕ(d))− F (ϕ(c)) =

∫ ϕ(d)

ϕ(c)
f(y)dy .

Un moyen mnémotechnique pour se souvenir de ce changement de variable est de poser y = ϕ(x)
et d’écrire que, formellement, dy = ϕ′(x) dx. On remplace alors systématiquement dans l’intégrale∫ d
c f(ϕ(x))ϕ′(x) dx, ϕ(x) par y et ϕ′(x) dx par dy. De plus, il ne faut pas oublier de changer les

bornes d’intégration : quand x vaut c (resp. d), y = ϕ(x) vaut ϕ(c) (resp. ϕ(d)).

Remarque. Très souvent, on veut se servir de la formule de changement de variables dans l’autre
sens : on connait

∫ d
c f(y)dy, et on voudrait effectuer le changement de variables x = ψ(y). Cela

n’est possible que si ψ est une bijection C1 de [a, b] sur son image, et d’inverse C1. Alors on peut
écrire ∫ d

c
f(y)dy =

∫ ψ−1(b)

ψ−1(a)
f(ψ−1(x))(ψ−1)′(x) dx .
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Fonction Primitive(s)

f(x) = ex F (x) = ex + cte

f(x) = cos(x) F (x) = sin(x) + cte

f(x) = sin(x) F (x) = − cos(x) + cte

f(x) = xα (pour α 6= −1 et x > 0) F (x) =
xα+1

α+ 1
+ cte

f(x) =
1

x
(pour x > 0) F (x) = log(x) + cte

f(x) =
1

1 + x2
F (x) = arctan(x) + cte

Table 8.1 – Quelques primitives classiques
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