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Chapitre 1 - L’espace R”

Soit R I’ensemble des nombres réels. Cet ensemble R est muni de structures algébrique
et topologique construites a partir des opérations d’addition x + y et de multiplication xy,
de la valeur absolue |z| et de la relation d’ordre x < y avec les propriétés et notations
classiques que 'on ne rappellera pas. Dans le cadre de ces structures on a étudié certains
aspects des fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles

f:UCR—=R:z— f(x).
Pour n > 1, soit R 'ensemble des n-uplets de nombres réels de la forme
r=(x1,...,2,)

ou x1,...,x, sont des nombres réels appelés les composantes de x.
On se propose d’étudier dans ce cours certains aspects des fonctions de n variables réelles
a valeurs vectorielles
f:UCR" Rz~ f(x)
et pour cela dans ce premier chapitre, on va définir sur ces ensembles R" et R? des structures
qui prolongent les structures de ’ensemble R.

1. Propriétés algébriques de R”
1.1. Structure d’espace vectoriel sur R”
Pour z et y € R™ on définit
T+y= (x1+y17"'7xn+yn)
que l'on appelle 'addition de x et y, et pour z € R™ et A € R on définit
Ax = (Axy,..., A x,)

que l'on appelle la multiplication de x par le scalaire \.

Pour ¢ = 1,...,n on définit I’élément e; de R™ de composantes e;; = 0si j # i et ¢;; = 1.
Proposition 1. Muni des deux opérations d’addition et de multiplication par un scalaire,

I’ensemble R™ est un espace vectoriel sur le corps R de dimension n dont une base, dite
base canonique, est formée par la famille {eq, ..., e,}.

L’élément neutre pour I'addition (0,...,0) sera noté simplement 0 et un élément de R"
sera appelé soit un vecteur, soit un point.
Tout élément x de R™ se décompose donc de maniere unique sous la forme
=211+ ...+ Tpey

pour des ceefficients réels x1, ..., x, : ces coefficients x; sont en fait les composantes de x
qu’on appellera aussi les composantes de x sur la base canonique de R".



Ainsi un élément x de R” sera représenté suivant le contexte
- soit par ses composantes sous la forme du n-uplet

r=(21,...,2,)
- soit par sa décomposition sur la base canonique de R™ sous la forme de la combinaison
linéaire
T =11 + ...+ Tpep.

1.2. Applications linéaires
Avec la structure algébrique de R™ définie précédemment, les applications linéaires jouent
un role particulier.

Définition 2. Une application f de R™ dans RP est dite linéaire si pour x, y € R" et
AER ona

fl@+y) = flx)+ fy)
fAz) =X f(x).
Une application linéaire de R™ dans R est dite une forme linéaire.
L’ensemble des applications linéaires de R"™ dans RP est noté L(R™,RP).

La linéarité est conservée par les opérations de multiplication par un scalaire, d’addition,
de composition et d’inversion des applications linéaires. Pour I'inversibilité on a le résultat
particulier suivant :

Proposition 3. Une application linéaire f de R™ dans R™ est bijective si et seulement si
elle est injective, et si et seulement si elle est surjective.

Dans ce cas application inverse, dite aussi réciproque, [~ est alors une application
linéaire de R™ sur R™, et on dit que f est inversible ou est un isomorphisme de R™ sur R™.

1

L’application inverse f~! est I'unique application g de R™ dans R™ telle que
fog=gof=1d
ou Id est 'application identité de R™ dans R".

1.3. Matrices
Une matrice A de taille (p,n) est un tableau a p lignes et n colonnes de coefficients réels

de la forme
All Ce Aln

Ay o Ap,
qu’on note aussi

A=Ayl o A=[4y]

le premier indice ¢ étant celui de la ligne et le second j celui de la colonne.
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On définit les opérations de multiplication par un scalaire, d’addition, de multiplication
et d’inversion des matrices.

En particulier le produit d’une matrice A de taille (p,n) et d'une matrice B de taille
(n,q) est la matrice notée AB de taille (p,q) dont les ccefficients sont définis par

(AB)i; = AyB;.
k=1
Exemple. Etant données une matrice colonne X de taille (n, 1) de la forme

T
X —

Tn
et une matrice A de taille (p,n), la matrice produit AX est la matrice colonne de taille
(p, 1) donnée par
Apxy + ..+ Apxy,
AX = :
Apxy + ..+ Ay,

Quant a I'inversibilité des matrices, en notant I la matrice unité de taille (n,n) telle que
I;; =0 pour i # j et I;; = 1, on pose la définition suivante :

Définition 4. Une matrice A de taille (n,n) est dite inversible s’il existe une matrice B
de taille (n,n) telle que
AB =BA=1.

La matrice B est alors unique, notée A~' et appelée inverse de A.

Cette propriété peut se traduire a I’aide du déterminant de la matrice A. Le déterminant
d’une matrice A de taille (n,n) est le nombre réel noté dét A et défini par

dét A = Z € Ag()1 - - Acin)n
oeX,

ou Y, est le groupe des permutations de I'ensemble {1,...,n} et €, est la signature de la
permutation o.

Proposition 5. Une matrice A de taille (n,n) est inversible si et seulement si dét A # 0.
Dans ce cas, la matrice inverse est donnée par

A7 = (détA) A

ot A est la matrice de taille (n,n) de cafficients A;; = (—=1)*détay; et ot aj; est la
matrice de taille (n — 1,n — 1) obtenue en supprimant la ligne j et la colonne i de la
matrice A .



1.4. Représentations matricielles

On convient d’identifier le vecteur (z1,...,z,) de R™ et la matrice colonne de taille (n, 1)
T
T,

et de dire que cette matrice colonne est la représentation matricielle du vecteur (z1,. .., x,)
de R™ relativement a la base canonique de R".

Suivant le contexte, on pourra noter par la méme lettre x soit le n-uplet (x1,...,x,) de

R™, soit la matrice colonne de taille (n, 1)

X1

Tn
et on pourra utiliser la représentation matricielle du vecteur a la place du vecteur lui-méme.
On note plus précisément {e}; j = 1,...,n} la base canonique de R" et {ej; i = 1,...,p}

la base canonique de RP.
Siy; pour j = 1,...,n sont n vecteurs de R” de composantes A;; pour i = 1, ..., p dans la

base {e; i =1,...,p} de RP, c’est-a-dire de la forme
p
i =Y Aiel
i=1
on note A la matrice A = [AU} i=1..., appelée la matrice représentative de la famille

.....

Si x est un vecteur de R" et f une application linéaire de R™ dans R?, on a par la linéarité
de f

n

(> Ayj)el

I
NE

fla) = > a3 £(e])

=1 j=1
oupour j=1,...,n,onanoté pouri=1,...,p

Aij = (£(e7)),
les p composantes du vecteur f(e}) de R? sur la base canonique {e}; i = 1,...,p} de RP.

,,,,,

j=1,...,
{f(e}), -+, f(e")} dans la base {e¥; i =1,...,p} de RP.
Par conséquent I'application f est déterminée de facon unique par la matrice A de taille
(p,n) dont les ceefficients sont ces A,;.

On peut donc énoncer :
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Proposition 6. Soit f une application linéaire de R"™ dans RP. Alors il existe une unique
matrice A de taille (p,n) telle que pour x € R™ la matrice produit Ax est la représentation
matricielle du vecteur f(z) de RP relativement a la base canonique de RP.

Cette matrice A est appelée la matrice représentative de l'application linéaire f relati-
vement aux bases canoniques de R™ et de RP.

Autrement dit on pourra noter

Apxy + ..+ Ayx,
f(x) = Az = :
Apxy + ..+ Ay,

Notant de fagon générale A(f) la matrice représentative de I’application linéaire f, on a
dans des cadres convenables

1- A(ANf) = ANA()),

2- A(f+9) = A(f) + Alg),

3- A(foyg)=A(f)A9),

4 - f est un isomorphisme de R" sur R" si et seulement si A(f) est inversible, et dans

ce cas A(f7!) = (A(f))fl.

1.5. Formes bilinéaires - Formes quadratiques
Définition 7. Une forme bilinéaire f sur R™ x R™ est une application
[TR"XR" > R: (z,y) — f(z,y)
telle que pour tous a et b € R™, les applications partielles
fla,):R* =Ry fla,y)
f(,0) :R*" 5> R: x> f(x,b)
sotent linéaires.
La forme bilinéaire f est dite symétrique si f(x,y) = f(y,x) pour x et y € R™.

Le premier exemple fondamental de forme bilinéaire est le produit scalaire euclidien.

Définition 8. Le produit scalaire euclidien des vecteurs x et y de R™ est le nombre réel
noté < x,y > et défini par

<2,y >=21Y1 + -+ TpYn.

Le produit scalaire pourra aussi étre écrit sous la forme d’un produit matriciel
<zy>=2Ty=ylx

olt 2T est la matrice ligne de taille (1,n)
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appelée matrice transposée de la matrice colonne de taille (n, 1)

T
:L"n

De fagon générale la matrice transposée de la matrice A de taille (p,n) est la matrice de
taille (n,p) notée AT dont les ccefficients sont définis par

T
Pour x € R" et y € R on a alors
< Az,y>,=<ux, Ay >,

ou < -,- >, est le produit scalaire euclidien de R? et < -,- >, est le produit scalaire
euclidien de R™.

Comme pour les applications linéaires on a la représentation matricielle suivante :
Proposition 9. Soit f une forme bilinéaire sur R™ xR"™. Alors il existe une unique matrice
A de taille (n,n) telle que pour x et y € R™ on ait

fla,y) =< Az,y >.

Cette matrice A est alors appelée la matrice représentative de 'application bilinéaire f
relativement a la base canonique de R™.

La forme bilinéaire f est symétrique si et seulement si sa matrice représentative A est
symétrique, c’est-a-dire si A;; = Aj; pouri,j =1,...,n.

La matrice A est la matrice de taille (n,n) ayant pour ceefficients
Aij = flej.€).
Ainsi pour z et y € R"
flx,y) = Z Aijxjy;.
ij=1

Exemple. La matrice représentative du produit scalaire euclidien est la matrice identité.

Définition 10. Une forme quadratique f sur R™ est une application
R R:zw— f(z)
telle que

1-f(Ax) =N f(x) pour A € R et v € R",
2 - Uapplication

¢ (z,y) = flz+y) — flz)— fly)

est une forme bilinéaire sur R™ x R™.



On a la représentation matricielle suivante :

Proposition 11. Soit f une forme quadratique sur R™. Alors il existe une unique matrice
symétrique A de taille (n,n) telle que pour x et y € R™ on ait

flz) =< Az,z > .

Cette matrice A est alors appelée la matrice représentative de la forme quadratique f
relativement a la base canonique de R™.

2. Propriétés topologiques de R"

2.1. Normes sur R"

Définition 12. Une norme sur R™ est une application de R™ dans R notée
|- R*" >Rz |z

telle que
1 - (positivité) ||x|| > 0 pour x € R™ et ||z|| = 0 si et seulement si x = 0,
2 - (inégalité triangulaire) ||z + y|| < ||z|| + ||yl pour z et y € R",
3 - (homogénéité) ||\ x| = |\ ||z] pour x € R™ et A € R.

L’espace vectoriel R™ muni d’une norme || - || sera dit un espace vectoriel normé (e.v.n.
en abrégé) et noté (R™,| - ||).

En particulier I'inégalité triangulaire implique I'inégalité suivante souvent utilisée

[zl =Nyl < llz = yll-

Définition 13. Deux normes || - || et || - ||* sur R™ sont dites équivalentes s’il existe deux
constantes C et Cy > 0 telles que pour x € R"

Crllzll < fl=[]* < Ca[|]].

Exemples. Pour = (z1,...,x,) on pose
n n 1
2 1
lolli =Y Jeids el = (D02)" =<ma >t el = sup |,
=1 =1 i=1,...,n
Alors les applications || - ||, sont des normes sur R pour p = 1, 2, 0o et ces normes sont

équivalentes car pour tout x € R" on a
%HfﬁHl < lzllz < [l=],

[2lloe < flzlls < n oo,

2llo0 < ll2ll2 < v/ [lloc -
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Pour la norme || - ||2, appelée norme euclidienne, on a en particulier

Proposition 14. Pour x ety € R" on a

1 - (inégalité de Cauchy-Schwarz) | < x,y > | < ||z|2 [|yl2,

2 - (égalité) | < x,y > | = ||z|]2 ||lyll2 si et seulement si, pour x # 0, il existe X € R tel
que y = Ax.

Démonstration. On suppose que z # 0 et donc ||z||z # 0. Pour A € R on a
1Az +yllz = Azl + 2X <2,y > +lyl3.
Par suite pour tout A € R on a
Mz +2X3 < 2,y > +lyl; > 0.

Le discriminant de ce trindome est donc nécessairement < 0, ce qui implique I'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

Si I’égalité a lieu dans cette inégalité, c’est-a-dire si le discriminant du trinome est nul, il
existe alors A € R pour lequel ce trindme est nul, ¢’est-a-dire ||A\z +y||3 = 0 soit y = —Az.0

Il est tres commode de pouvoir traduire certaines propriétés d'un e.v.n. (R”, ||-||) a laide
de suites de points de R™. On suppose connues les propriétés sur les suites de nombres réels.

Définition 15. Une suite de R™ est une application de l’ensemble N des nombres entiers
naturels dans R™

N—=R": k> x.

Une telle suite est notée (xg)k>0 ou (xx)r ou (xy).

Si (k;)j>0 est une suite strictement croissante de nombres entiers, la suite (y;);>0 définie
par y; = ry,; est dite une sous-suite ou suite extraite de la suite (z1)p>0 et notée (xy;);>o
ou (zy,); ou (w;).

Définition 16. Soit (zx), une suite de R". On dit que la suite (zy)y est convergente dans
Vevn. (R || -||) sil existe x appartenant a R™ tel que pour tout € > 0 il existe un entier
K >0 tel que ||z, — x| < e pour tout k > K.

Cet élément x est alors unique. On dit que la suite (xy), converge vers x dans l’e.v.n.

(R™, || - ||), que = est la limite de la suite (x)x et on note
lim z;, = x.
k—o0

Autrement dit la suite (||xy — z||)r converge vers 0 dans (R, |- ).

On va étendre le théoreme de Bolzano-Weierstrass pour les suites bornées de nombres
réels au cas des suites de points de R™ bornées dans 'e.v.n. (R”, || - ||oo)-
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Définition 17. Une suite (z)x de points de R™ est dite bornée dans le.v.n. (R™,||-||) sl
existe une constante r > 0 telle que ||zx| < r pour tout k > 0.

Théoréme 18 (de Bolzano-Weierstrass). Toute suite (xy )y de points de R™ bornée dans
Ve.v.n. (R, || - [|o) contient une sous-suite convergente (xy,); dans le.v.n. (R, - [|o).

Démonstration. Soit (zy); une suite de points de R que 'on suppose bornée dans I’e.v.n.
(R™ || - ||oo), c’est-a-dire que pour une constante r > 0 on a

|zki| <7 pour 1<i<n etk>0

ot on a noté xy = (Tpy, ..., Ten)-

1 - Le cas n = 1 est classique. On rappelle une démonstration dans ce cas.

Si P est infini, notons ky < k; <--- < k; < --- ses éléments. Par construction

En notant P ={k € N; z4; <z, 7 =0, 1, ...}, deux cas sont a examiner.

Thy > gy > > ap, >

et donc la sous-suite de nombres réels (zy,); est décroissante. Etant de plus minorée par
hypothese, elle est convergente dans (R, |- ).

Si P est fini, il existe kg strictement plus grand que les entiers de P. Comme ko ¢ P, il
existe k1 > ko tel que zy, > xy,. Or k; € P, donc il existe ko > k; tel que xp, > x,. En
continuant ainsi de proche en proche, on peut construire une sous-suite de nombres réels
(zg,); croissante. Comme de plus elle est majorée, elle est convergente dans (R, |- ).

2 - On en déduit la démonstration dans le cas général.

Les n suites de nombres réels (xy;), sont alors toutes bornées pour i = 1,...,n.

Par le cas précédent dans R, on peut extraire de la suite donnée (xy); une sous-suite
(21, ) telle que les premieres composantes des points qui la composent forment une suite
(21,1)r convergeant vers un a; dans (R, |- ).

De cette sous-suite (x1,); on peut de nouveau en extraire une sous-suite (xs, ); telle
que les deuxiemes composantes des points qui la composent forment une suite (r2,2)k
convergeant vers un ap dans (R, |- |); de plus (x,1)r convergeant vers a; dans (R,| - |)
comme sous-suite de la suite convergente ($1k1) k-

Ainsi de suite. Aprés n étapes, on obtient une sous-suite (z,, ), de la suite initiale (zy)y
telle que les suites des composantes (x,,,;), convergent vers un a; dans (R, |-|) pour chaque
1=1,...,n.

Par conséquent la sous-suite (x,, ), converge vers le vecteur (ay,...,a,) dans l'e.v.n.

(R[] - [loo)- o
On en déduit en particulier le résultat important suivant :

Corollaire 19. Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.
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Démonstration. Il suffit de comparer une norme || - || quelconque sur R™ a la norme
particuliere || - ||co-
1 - Pour tout x € R" on a

n n n
lzll = 11D el <D lal lleall < D leall oo
i=1 i=1 i=1

Donc il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € R" on a
2]l < C [#]]oo-

2 - L’ensemble {||z||; x € R™, ||z||oc = 1} est un sous-ensemble non vide et minoré dans
R, donc il admet un plus grand minorant m, appelé borne inférieure et noté

m = inf{[lz]; z € R", |[z]lc =1} ou m = inf |z|.

lzllco=1
Ainsi pour tout z € R™ vérifiant ||z]l =1 on a
m < .

Par conséquent, pour tout x € R™ avec x # 0 on a

mS‘ '

m|zfe <[]

[l

c’est-a-dire

par homogénéité de la norme, ce résultat étant également valable pour x = 0.
Il reste a montrer que m > 0. Or, par définition de la borne inférieure, il existe une suite
(xk)k, dite suite minimisante, telle que

|zklloo =1 et lim [Jzg]| = m
k—o0
Comme la suite (x) est bornée dans (R™, || - ||s), elle contient une sous-suite (zy,); qui
converge vers un a dans (R", || - ||«) d’apres le théoréme ?? de Bolzano-Weierstrass.

Comme de plus, par inégalité triangulaire,
| kay”oo — Jlaffoe | < HHTkj — |0
alors la suite (||zy, [|o0); converge vers ||al| dans R, et donc en particulier ||a|ls = 1.
Comme enfin
|| = llall| < lzw, — all < Cllzk, — alle
on en déduit que la suite (||z,[|); converge vers [|a|| dans R.

Or cette sous-suite converge aussi vers m car la suite (||x||)r converge vers m dans R.
Donc par l'unicité de la limite on a

lall = m

avec de plus m > 0 car a # 0 puisque ||a|l« = 1. D’ou la conclusion. o
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Il s’ensuit en particulier qu'une suite bornée dans l'e.v.n. (R™, || - ||) est bornée dans
le.van. (R™, || - ||«) pour toute autre norme | - ||« sur R™; on dit alors que la suite est bornée
dans R".

2.2. Voisinage, ouvert, fermé, borné de R"

Définition 20. Soit || - | une norme sur R, a un point de R"™ et r un réel > 0. Dans
Vevn. (R™ | -|])

- la boule ouverte de centre a et de rayon r est [’ensemble
B(aa T) = {‘CE € Rn; H.CE - (ZH < 7’},

- la boule fermée de centre a et de rayon r est [’ensemble

B(a,r) ={x e R"; ||x —a| <1},
- la sphere de centre a et de rayon r est [’ensemble

S(a,r) ={z € R"; ||z —al| =1}.

Exemple. Dans l'e.v.n. (R, |- |) muni de la valeur absolue
- la boule ouverte B(a, r) est U'intervalle ouvert d’extrémités a—r et a+r, noté |a—r, a+r|
et défini par

la—ria+r[={reRa—r<z<a+r},
- la boule fermée B(a,r) est I'intervalle fermé d’extrémités a—r et a+r, noté [a—r, a+7]
et défini par
a—ra+r]={zeRa—r<z<a+r},

- la sphere S(a,r) est constituée des deux extrémités a —r et a + r.

Définition 21. Soit U sous-ensemble de R™ et a un point de U. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

1 - il existe une norme || - || de R™ telle que U contienne une boule (ouverte ou fermée)
de centre a de l’e.v.n. (R™, || -)),
2 - pour toute norme || - || de R™, U contient une boule (ouverte ou fermée) de centre a

de Ue.v.n. (R™ | - 1]).

On dit alors que U est un voisinage de a dans R™.

Démonstration. L’équivalence entre deux normes || - || et || - [|* montre qu'une boule de
centre a dans I'e.v.n. (R, || - ||) contient une boule de centre a dans 'e.v.n. (R™, || - ||%), et
inversement. Ce qui permet de conclure a I’équivalence des deux propositions. o

Définition 22. Soit U un sous-ensemble de R™. On dit que
- U est ouvert dans R™ si U est vide ou voisinage de chacun de ses points,
- U est fermé dans R™ si son complémentaire est ouvert.
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De méme :

Définition 23. Soit U sous-ensemble de R™. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1 - il existe une norme || - || de R™ telle que U soit contenu dans une boule (ouverte ou
fermée) de Ue.v.n. (R ] - |]),
2 - pour toute norme || - || de R™, U est contenu dans une boule (ouverte ou fermée) de

Vevn. (R™ ] |-

On dit alors que U est borné dans R™.

Ainsi la notion de voisinage, et donc les notions d’ouvert et de fermé, et la notion de
borné ne dépendent pas d’une norme particuliere alors que la notion de boule (qui sert a
introduire ces notions) est définie & partir d’une norme particuliere.

Exemple. Dans R", une boule ouverte B(a,r) (définie a partir d’'une norme) est un
ouvert borné, la boule fermée B(a,r) et la sphere S(a,r) sont fermées bornées.

Exemple. Il existe des sous-ensembles qui ne sont ni ouverts, ni fermés. Ainsi si a et b
sont deux nombres réels tels que a < b, le sous-ensemble de R

[a,b[={z € R; a <z < b}

n’est pas ouvert dans R (car le point a n’a pas de voisinage dans R contenu dans [a, b[) et
n’est pas fermé car son complémentaire n’est pas ouvert (car le point b n’a pas de voisinage
dans R contenu dans ce complémentaire). Cet ensemble est appelé un intervalle semi-ouvert
d’extrémités a et b.

Exemple. Dans R"

1 - 'ensemble vide et R™ sont des ouverts,

2 - une union quelconque de sous-ensembles ouverts est un ouvert,
3 - une intersection finie de sous-ensembles ouverts est un ouvert.

Exemple. Dans R"

1 - 'ensemble vide et R™ sont des fermés,

2 - une intersection quelconque de sous-ensembles fermés est un fermé,
3 - une union finie de sous-ensembles fermés est un fermé.

Exemple. Dans R"

1 - 'ensemble vide est borné et R™ n’est pas borné,

2 - une intersection quelconque de sous-ensembles bornés est bornée,
3 - une union finie de sous-ensembles bornés est bornée.

On peut réécrire la définition de la convergence d’une suite dans R".
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Définition 24. Soit (xy), une suite de R™. On dit que la suite (zy) est convergente dans
R™ s%l existe © appartenant a R™ tel que pour tout voisinage V' de x dans R™ il existe un
entier K > 0 tel que x, € V pour k > K.

Cet élément x est alors unique. On dit que la suite (xy)r converge vers x dans R™, que
x est la limite de la suite (xy)g et on note

li =x.
Jim i =
On peut traduire cette définition dans un e.v.n. (R™, || - ||). D’apres les définitions on a
immédiatement :
Proposition 25. Soit (zy)r une suite de R™, x un point de R" et || - || une norme de R".

Alors la suite (xy) converge vers x dans R™ si et seulement si elle converge vers x dans
Vevn. (R™ ] -|)-

Du théoreme ??7 démontré pour la norme || - ||« on déduit alors le théoreme général
suivant

Corollaire 26 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). Toute suite de points de R"
bornée dans R™ contient une sous-suite convergeant dans R™.

Comme dans R, le critere de Cauchy caractérise les suites convergentes :

Définition 27. On dit que la suite (zy)r de R™ est une suite de Cauchy si pour tout
voisinage V de 0 dans R™ il existe un entier K > 0 tel que ), —x; € V pour k,l > K.

Théoréme 28 (de Cauchy). Une suite (zy), de R™ est convergente dans R™ si et seule-
ment si elle est une suite de Cauchy.

Démonstration. En prenant par exemple la norme ||+ ||, sur R” on se ramene a des suites
dans R dans lequel on a le critere de Cauchy. o

Proposition 29. Soit (zy) une suite convergente vers x dans R™. Alors
1 - toute sous-suite (zy,); de la suite (xy) converge vers x dans R™,
2 - la suite (xy) est bornée dans R™.

Démonstration. On démontre par exemple la seconde conclusion. Soit || - || une norme
de R".

Etant donné € > 0 il existe un entier K > 0 tel que ||z — z|| < € pour tout k > K, donc
|zk]| < e+ ||z|| pour tout & > K.

Posant r = max(||zo||, ..., |[|[zx|,e+]|x]) on a alors ||zx|| < r pour tout k, ce qui signifie
que la suite (xy)g est bornée dans R™. o

Théoréme 30. Un sous-ensemble U de R™ est fermé si et seulement si la limite de toute
suite de points de U convergente dans R™ appartient a U.
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Démonstration. 1 - Supposons U fermé dans R" et soit (xy); une suite de points de U
convergeant vers x dans R".

Si cette limite x n’appartient pas a U, il existe un voisinage de x qui ne rencontre pas U
puisque le complémentaire de U est ouvert. Ceci est contraire a la convergence de la suite
(x)k vers x, donc x € U.

2 - Inversement supposons U non fermé dans R™. Son complémentaire n’étant pas ouvert,
il existe un point z de ce complémentaire tel que tout voisinage de z rencontre U. En
particulier pour une norme || - || de R™, la boule B(z, ) rencontre U pour tout r > 0 et
donc pour tout entier k > 1, il existe x, € U tel que

i — afl < ;
T — T —-
g ~k
Ainsi si U n’est pas fermé, il existe une suite () de points de U convergeant vers un point
x non situé dans U. o

Corollaire 31. Un sous-ensemble U de R™ est fermé et borné dans R™ si et seulement si
toute suite de points de U contient une sous-suite convergeant dans R™ vers un point de U.

Démonstration. 1 - On suppose que toute suite de points de U contient une sous-suite
convergeant dans R™ vers un point de U.

Tout d’abord U est fermé dans R™. Soit en effet (zj) une suite de points de U convergeant
vers un point x dans R™. D’une part, par I'hypothese, cette suite contient une sous-suite
qui converge vers un point de U, et d’autre part, par la proposition 77, toute sous-suite
converge aussi vers . On en déduit donc que x € U par unicité de la limite, puis que U
est fermé par le théoreme ?77.

Ensuite si U n’est pas borné dans R”, et si || - || est une norme sur R" il existe une suite
(xy) de points de U tels que

[k ]l = o]l + 1.

Or par la proposition 77, toute suite convergente étant nécessairement bornée, cette suite
ne contient donc pas de sous-suite convergente, ce qui est contraire a 'hypothese.

2 - Laréciproque est une conséquence du théoreme de Bolzano-Weierstrass et du théoreme
précédent. o

Remarque. On peut donner une autre caractérisation des sous-ensembles fermés bornés

de R"™.

On dit qu’'un sous-ensemble U de R™ est compact si, de toute famille (U;);c; telle que
U; est un ouvert de R™ pour tout ¢ € I et U C U, U;, on peut extraire une famille finie
(Uj) e avec J sous-ensemble fini de I telle que U C Uje, Uj.

Avec cette définition on a alors le théoreme de Borel-Lebesgue : U est fermé et borné si
et seulement si U est compact.
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2.3. Adhérence, intérieur

Proposition 32. Soit U un sous-ensemble de R™.
- La réunion de tous les ouverts de R™ contenu dans U est le plus grand ouvert de R"

contenu dans U. Il est noté U et appelé intérieur de U. Il peut étre vide.
- L’intersection de tous les fermés de R" contenant U est le plus petit fermé de R"
contenant U. Il est noté U et appelé adhérence de U. Il peut étre égal a R™.

Proposition 33. Un sous-ensemble de R™ est ouvert (resp. fermé) si et seulement si il
est égal a son intérieur (resp. adhérence).

Proposition 34. Soit U un sous-ensemble de R™ et x un point de U. Les trois propositions
suivantes sont équivalentes :

1 - x appartient a U,

2 - tout voisinage de x contient un point de U,

3 - x est limite d’une suite de points de U.
On dit alors que x est adhérent a U.

L’adhérence de U est donc égal a ’ensemble des points adhérents a U.

Exemples. Les points de la la sphere S(a,r) sont adhérents a la boule ouverte B (a,r).
L’adhérence de la boule ouverte B(a,r) est la boule fermée B(a,r), d’ou la notation.
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Chapitre 2 : Fonctions continues

Les espaces R™ et RP étant munis des structures topologiques introduites dans le cha-
pitre 1, on s’intéresse dans ce chapitre a des fonctions f définies dans un sous-ensemble U
de R™ a valeurs dans R?

f:UCR" >Rz f(x).

Les composantes du vecteur f(x) de R? sont notées f;(z) pour j =1,...,p, c'est-a-dire
f(x) = (fi(z),..., fp(x)), et ainsi a la fonction f on associe les fonctions f; définies dans
U a valeurs dans R par

fi:UCR" - R:z~— fij(x)

pour j=1,...,p.

1. Fonctions continues en un point

Définition 35. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble U de R™ a valeurs dans
R? et a un point de U. On dit que f est continue en a si pour tout voisinage W de f(a)
dans RP, il existe un voisinage V de a dans R" tel que f(x) € W pour tout x € VN U.

Le voisinage V' dépend du voisinage W'.

Ceci signifie que f(z) est < arbitrairement prés > de f(a) des que x est < suffisamment
pres > de a dans U, et que f(z) < tend vers > f(a) quand x < tend vers > a dans
U. On le note f(x) — f(a) quand z — a dans U (ou simplement = — a) et on écrit

x_}l;r?eUf(m) = f(a) (ou simplement aljl_r)I(ll f(z) = f(a)).

Remarque. La continuité de f en un point a est une notion locale en ce sens qu’il suffit
de connaitre f dans U’ N U pour un voisinage U’ de a dans R™ aussi petit soit-il.

Proposition 36. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble U de R™ a valeurs
dans RP, a un point de U, || - ||, une norme de R™ et || - ||, une norme de RP. Alors la
fonction f est continue en a si et seulement si pour tout € > 0, il existe un & > 0 tel que
pour tout x € U vérifiant ||z — al|, < 3 on ait || f(x) — f(a)], <e.

La continuité peut donc s’exprimer avec n’importe quelle norme.
Le nombre ¢ dépend de ¢ ainsi que des normes || - ||, et || - |[,-
On peut remplacer les inégalités larges < par des inégalités strictes <.

Démonstration. Ces caractérisations résultent immédiatement de la définition d’un voi-
sinage de f(a).
1 - On suppose que la fonction f est continue en a.
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De fagon générale on note B,,(x,r) la boule de centre z et de rayon r dans R™ pour la
norme || - ||,, pour m =n et m = p.

Soit € > 0 donné. La boule B,(f(a),c) étant un voisinage de f(a) dans RP, il existe un
voisinage V' de a dans R” tel que f(z) € B,(f(a),e) pour tout x € VN U.

Or par définition d’un voisinage, il existe un § > 0 tel que B,(a,0) C V.

Ainsi on en déduit que pour tout € > 0, il existe un § > 0 tel que pour tout x € U
vérifiant ||z — all, < d on ait || f(z) — f(a)|l, < e.

2 - La réciproque se montre de la méme fagon. o

Exemple. Soit || - | une norme sur R”. Alors la fonction || - || définie dans R™ a valeurs
dans R est continue en chaque point a de R™ car pour tout x € R" on a

[zl = llall| < [l —all.

Il peut étre pratique de se ramener a 1'utilisation de suites.

Proposition 37. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble U de R™ a valeurs
dans RP et a un point de U. Alors la fonction f est continue en a si et seulement si pour
toute suite (vg)r de points de U convergeant vers a dans R", la suite (f(xx))r converge
vers f(a) dans RP.

Démonstration. On fixe une norme || - ||, sur R” et une norme | - ||, sur R?.

1 - On suppose que la fonction f est continue en a, et soit (xy)x une suite de points de
U convergeant vers a.

Soit € > 0 fixé. Comme f est continue en a, il existe un 0 > 0 tel que pour tout x € U
vérifiant ||z — all, < d on ait || f(z) — f(a)|l, <e.

Comme la suite (z) converge vers a, a ce & > 0 on peut associer un K tel que ||zx—al|, <
0 pour k> K.

Ainsi pour tout € > 0, il existe un K tel que || f(zx) — f(a)||, < € pour k > K, ce qui
signifie que la suite (f(zx))r converge vers f(a) dans RP.

2 - Inversement on suppose que f n’est pas continue en a. Donc il existe un € > 0 tel
que pour tout 0 > 0 il existe un x € U vérifiant ||z — al|,, < 0 et || f(z) — f(a)], > €.

En particulier en prenant § de la forme — pour k entier, il existe ainsi une suite (), de

telle que la suite (f(z))x ne converge pas vers f(a) dans R?. o

points de U convergeant vers a et telle que || f(zx) — f(a)||, > € pour tout k, c’est-a-dire

Proposition 38. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble U de R"™ a valeurs
dans RP et a un point de U. Alors f est continue en a si et seulement si chaque composante
fj de f est continue en a pour j =1,...,p.
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Démonstration. On fixe une norme quelconque || - ||, sur R” et la norme || - ||,00 sur R?
ou pour x € R? on note
[#][poc = sup |a;].
1<i<p

1 - On suppose que f est continue en a.

D’apres la proposition 7?7, pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tel que pour tout x € U
vérifiant ||z —al|, < 0 on ait || f(z) — f(a)||pe0 < €, donc |fi(z)— fi(a)| <epouri=1,...,p.

Cette méme proposition 7?7 implique alors que les fonctions f; sont continues en a pour
1=1,...,p.

2 - On montre la réciproque de la méme facon. o

Proposition 39. Soit f et g deux fonctions définies dans un sous-ensemble U de R" a
valeurs dans RP, h une fonction définie dans U a valeurs dans R et a un point de U.

1 - Si les fonctions f et g sont continues en a, la fonction f + g est continue en a,

2 - Si les fonctions h et f sont continues en a, la fonction hf est continue en a,

3 - 8i la fonction h est continue en a et non nulle en a, alors il existe un voisinage V'

1
de a tel que h(z) # 0 pour x € VNU et la fonction 7 est continue en a.

Démonstration. On démontre par exemple la propriété 3 en munissant R” d’une norme
| - | et R de la valeur absolue.

Comme h est continue en a, pour tout € > 0, il existe un §(g) > 0 tel que pour tout
x € U vérifiant ||z — al|,, < d(g) on ait |h(z) — h(a)| < e.

h(a
Comme h(a) # 0, en prenant en particulier £ = | (2)|, pour tout x € U vérifiant

o~ ally < o(P8N) o o (e - nia) < P et done (o)) = 14,

Ainsi pour tout z € U vérifiant ||z — al|,, < inf (d(e), 6(@)) on a h(x) #0 et

11 |h(x) = h(a)] 2 2 hla 2 .
T | e S R e ke < R
ce qui permet de conclure. o

Proposition 40. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble U de R™ a valeurs
dans RP et g une fonction définie dans un sous-ensemble V de RP a wvaleurs dans R? tel
que f(U) C V. Si f est continue en un point a de U et si g est continue en f(a), alors la
fonction go f est continue en a.

Démonstration. On démontre la propriété avec des normes || - ||,, sur R™ pour m = n, p
et q.

Comme g est continue en f(a), pour tout € > 0, il existe un 6, > 0 tel que pour tout
y € V vérifiant [ly — f(a)ll, < 0, on ait [lg(y) — g(f(a))lls <.
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Comme f est continue en a, au nombre §, > 0, on peut associer un d,, > 0 tel que pour
tout x € U vérifiant ||z — a||,, < 6, on ait || f(x)) — f(a)|l, < .

Comme de plus f(U) C V, on en déduit que pour tout € > 0, il existe un 9,, > 0 tel que
pour tout z € U vérifiant ||z — all, < J, on ait ||g(f(z)) — g(f(a))|, <e. o

Proposition 41. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble U de R"™ a valeurs
dans R?, V' un sous-ensemble de U et a un point de V. Si la fonction f est continue en a,
alors sa restriction fyy a 'V est continue en a.

La restriction fjy & V est la fonction définie dans V' telle que fjy(x) = f(x) pour tout
zeV.

Démonstration. La démonstration est évidente. o

Mais la réciproque n’est pas toujours vraie suivant la structure de V.

Exemple. Soit f la fonction définie dans R par
f(z)=1 pour x>0
f(z)=0 pour z<0
et soit V = {z € R; x > 0}.
Alors fjir est continue en 0 mais f n’est pas continue en 0.

Plus particulierement

Proposition 42. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble U de R™ a valeurs
dans RP et a un point de U. Soit U; = {x; € R; (ay,...,a;—1,Ti, @iv1,...,a,) € U} pour
i=1,...,n (avec des conventions d’écriture évidentes pour i =1 et i =n).

Si la fonction f est continue en a, lapplication partielle

f(al,...,ai_l,.,aiﬂ,...,an) U, CR—=RP:x; — f(a17...,ai_17l'i,ai+1,...,CLn)

est continue au point a; pourt=1,...,n.

Démonstration. La démonstration est évidente. o
Mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

Exemple. On consideére la fonction f de R? dans R définie par
xy ,
flx,y) = o ST (z,y) # (0,0)
flxy)= 0 st (z,y) = (0,0).
La fonction partielle f(-,0) : R — R : z — f(x,0) obtenue en fixant y = 0 et la fonction
partielle f(0,-) : R - R : y — f(0,y) obtenue en fixant x = 0 sont des fonctions constantes

(égales a 0) dans R, donc continues en 0. Cependant la fonction f n’est pas continue en
(0,0).
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1
En effet si f est continue en (0,0), étant donné un € < 3 il existe un 6 > 0 tel que pour
[(z,y)[| <6 onait [f(z,y)| = [f(z,y) — f(0,0)] <e.
Or pour tout x # 0 dans R on a f(z,z) = g7 @ qui contredit I'estimation précédente

pour z tel que ||(z, )] < 6.

Exemple. De méme la fonction f de R? dans R définie par

flz,y)=1 si =0 ou y=0,
f(z,y) =0 sinon

n’est pas continue en (0,0) alors que les applications partielles f(+,0) et f(0,-) sont conti-
nues en 0.

2. Fonctions continues dans un ensemble

Définition 43. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble U de R™ a valeurs dans
R? et V' un sous-ensemble de U. On dit que [ est continue dans V si f est continue en
chaque point de V.

Remarque. Si f est continue dans V, la fonction fy restriction de f a V est continue
dans V', mais inversement fj;, peut étre continue dans V' sans que f soit continue dans V.
Exemple. Soit f la fonction définie dans R par

f(z)=1 pour x>0
f(z)=0 pour z<0
et soit V = {z € R; x > 0}.

Alors fjir est continue dans V' mais f n’est pas continue dans V' car non continue en 0.

Proposition 44. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble ouvert U de R™ a
valeurs dans RP. Si f est continue dans U et si V est un sous-ensemble ouvert dans RP,
alors f=4(V) est ouvert dans R™.

Démonstration. Soit a un point quelconque de f~1(V)(={z € U; f(z) € V}).
Puisque V' est ouvert et f(a) € V, il existe une boule B,(f(a),c) de R? telle que

By(f(a),2) C V.
Puisque U est ouvert et f est continue en a, il existe une boule By, (a,d) de R™ telle que
B,(a,6) CU et f(Bu(a,0)) C By(f(a),e).
Par conséquent

By(a,8) C f7H(V),

donc f~1(V) est un voisinage de a. o
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Théoreme 45. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble U de R™ a valeurs
dans RP. Si f est continue dans U et si U est fermé et borné dans R", alors f(U) est un
sous-ensemble fermé et borné de RP.

Démonstration. On utilise la caractérisation par les suites des ensembles fermés bornés
donnée dans le chapitre 1.

Soit (yx)x une suite de points de f(U). Il existe donc une suite (), de points de U tels
que y, = f(zx) pour tout k.

Puisque U est fermé et borné, il existe une sous-suite (zy, ); de la suite (24)x qui converge
vers un point x de U. Comme [ est continue dans U, donc en particulier en z, la suite
(f(wg,)); converge vers f(x).

Ainsi la suite (yx)r de f(U) contient une sous-suite (yx,); qui converge vers le point f(x)
de f(U).

Par conséquent f(U) est un sous-ensemble fermé et borné de RP. o

En particulier si la fonction f est a valeurs réelles on donne un résultat important pour
les problemes d’optimisation.

Corollaire 46 (Théoréeme de Weierstrass). Soit f une fonction définie dans un sous-
ensemble non vide U de R™ a valeurs dans R. Si f est continue dans U et si U est fermé
et borné dans R™, alors

1 - f(U) est un sous-ensemble borné de R,

2 - il existe x,, et xpr appartenant a U tels que

fley) =inf{f(z); 2 €U} et f(zy)=sup{f(zx);xzcU}.

On dit aussi que f est bornée dans U et atteint ses bornes dans U. Ainsi f admet
un minimum global et un maximum global dans U (ces notions seront reprises dans le
chapitre 6).

Démonstration. 1 - D’apres le théoreme 7?7, f(U) est un sous-ensemble non vide, fermé
et borné, c’est-a-dire majoré et minoré, dans R.

2 - Le sous-ensemble f(U) étant non vide et minoré dans R, il admet une borne inférieure
m (c’est-a~dire un plus grand minorant) notée m = inf {f(x); x € U} ou m = ;ggf(x)

De plus m € f(U) : il existe en effet une suite (yx), de f(U) convergeant vers m; comme
f(U) est fermé, la limite m appartient a f(U).
Ainsi il existe x,, appartenant a U tel que

flzy) =inf {f(x); x € U}.
On raisonne de méme pour la borne supérieure. o

Pour étudier le cas ou U est non borné on doit faire une hypothese sur la fonction f.
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Définition 47. Une fonction f définie dans un sous-ensemble non borné U de R™ a valeurs

dans R est dite ceercive si pour une norme || - || dans R"
lim f(z)= +oo.
llz]| =0
zeU

Ceci signifie que pour tout M > 0, il existe » > 0 tel que pour tout x € U vérifiant
||| > 7, ona f(x) > M.

Corollaire 48. Soit U un sous-ensemble fermé de R™ et f une fonction définie et continue
dans U a valeurs dans R, de plus coercive lorsque U n’est pas borné. Alors

1 - f(U) est minoré dans R,
2 - il existe x,,, € U tel que f(x,,) = inf {f(z); z € U}.

Ainsi f admet un minimum global dans U.

De méme si —f est coercive lorsque U n’est pas borné, alors f admet un maximum

global dans U.

Démonstration. Lorsque U est borné, le résultat est le théoreme de Weierstrass.

Lorsque U n’est pas borné, on se ramene au cas borné grace a la coercivité de f. Pour
cela on fixe un point a de U. La coercivité de f entraine 'existence d’un nombre r > 0 tel
que f(a) < f(x) pour z € U vérifiant ||z| > 7.

Le sous-ensemble U, = {x € U; ||z|| < r} de R™ étant non vide (car a € U,), fermé
(car intersection de deux fermés) et borné, il existe au moins un x,, € U, tel que f(x,,) =
inf {f(z); © € U,} d’apres le théoreme de Weierstrass.

Or le sous-ensemble f(U) de R est minoré car pour tout x € U on a

f(z) =2 inf{f(z); € U}
d’apres le choix de r, donc admet une borne inférieure telle que
inf {f(z); x € U} =inf {f(z); x € U, }. o

3. Applications linéaires, formes bilinéaires, formes quadratiques

Corollaire 49. Soit f une application linéaire de R™ dans RP. Alors

1 - f est continue dans R",

2 - pour toutes normes || - ||, et ||- ||, sur R™ et RP respectivement, il existe des constantes
m >0 et M >0 telles que pour tout x € R™ on ait

mllln < [1f (@)l < Mz,

3 - f(x) # 0 pour x € R”, x # 0 si et seulement si pour des normes || - ||,, et || - ||, sur
R™ et RP respectivement, il existe une constante m > 0 telle que pour tout x € R"™ on ait

mlln < [If (@)l
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La fonction f étant linéaire, elle est injective dans R™ si et seulement si f(x) # 0 pour
xeR" x#0.

Ainsi la conclusion 3 caractérise I'injectivité de f. Si de plus p = n, elle caractérise sa
bijectivité, et donc son inversibilité.

Démonstration. 1 - Soit || - || la norme sur R” définie par ||z|| = sup |z;| et || - ||,
i=1,....n

une norme sur RP.
Pour tout x € R" on a

LF (@)l = 11 Zw ey = HZ&:Z ey < lezl 1F(ea)llp < Z\If ei)lp [ oo-

Donc il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € R” on a

1F (@)l < C fl2]loo-

D’apres la linéarité de f, on en déduit que pour tous x et a € R" on a

1f(x) = Fla)ll, = [[f(z = a)ll, < Cllz — all«
ce qui assure la continuité de f en tout point a de R™.

2 - Soit || - || et || - ||, des normes sur R™ et R? respectivement.

La sphere S,(0,1) = {x € R™; ||z||, = 1} étant fermée et bornée et la fonction | f]|,
étant continue dans R™ a valeurs dans R, le théoreme de Weierstrass assure qu’il existe z,,
et xpr € 5,(0,1) tels que pour tout = € S, (0, 1)

1 (m)llp < 1f (@)l < NF ()l

Par homogénéité de la norme || - ||,,, il en résulte que pour tout = € R™
mllzlfn < 1f (@), < Mzl

avec m = || f(xm)|lp et M = || f(znm)]p.

(On note qu’une majoration du type || f(z)|l, < M ||z|,, se déduit de I'estimation établie
en 1 puisque les normes || - ||, et || - [« sur R™ sont équivalentes.)

3 - Avec les notations précédentes, si f est injective, alors en particulier f(z,,) # 0, donc

m = || f(zm)ll, > 0.
Inversement s’il existe une constante m > 0 telle que pour tout = € R"™ on ait

mzfln < [1f (@)l

alors f est évidemment injective dans R™ puisque de plus linéaire. o

Remarque. Pour une application linéaire f de R™ dans RP, ’ensemble

{ ”j|ﬁ|(;||>n”p, re€R" x# O}
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est donc un sous-ensemble non vide et majoré de R. Donc il admet une borne supérieure
flx
11y = sup {E02: 2 € o 2 0} = (@)l 0 € B, Rl = 1)
n
appelée norme subordonnée aux normes |- ||, et || - ||, sur R™ et R? respectivement. D’apres
le théoreme de Weierstrass, il existe zp € R™ avec |z, = 1 tel que || flnp = || f(xnr)]]p-

On a des résultats du méme type pour les formes bilinéaires et les formes quadratiques.
Ainsi par exemple pour les formes quadratiques :

Corollaire 50. Soit f une forme quadratique sur R™. Alors
1 - f est continue dans R,
2 - pour toute norme || - || sur R", il existe des constantes m et M telles que pour tout
x € R™ on ait
mjz)|* < f(z) < M |||,
3 - f(x) > 0 pour tout x € R™, x # 0 si et seulement si pour une norme || - || sur R™, il
existe une constante m > 0 telle que pour tout x € R™ on ait

mz|* < f(z).

Démonstration.
1 - Soit A la matrice (symétrique) représentative de f relativement a la base canonique
de R™.
Pour z et a € R”, on a
flz)—fla) =< Az,x > - < Aa,a>=< Az —a),r —a>+2 < A(r —a),a > .
Donc pour la norme euclidienne || - ||2 sur R”
[f(z) = fla)] < [[A(z — a)[l2]|z — all2 + 2| A(z — a)l2]|all2

et par la proposition précédente, il existe une constante M > 0 telle que

[f(z) = fla)] < M(||z — allz + 2[|all2) |z — allz.
Par exemple pour z tel que ||z — al|s < 1, on a donc
[f(x) = fa)] < M(1 + 2[|all2) ||z — allz,

d’ou 'on déduit la continuité de f en tout point a de R".
2 et 3 se vérifient comme dans la démonstration précédente. o
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Chapitre 3 - Dérivabilité - Différentiabilité

1. Dérivées d’ordre un et deux

On s’intéresse dans ce paragraphe a la dérivation classique par rapport a une variable
réelle pour des fonctions de n variables réelles.

1.1. Dérivées. Cas n =1

On examine tout d’abord le cas n =1. La notion de dérivée pour les fonctions d’'une
variable réelle a valeurs réelles dans R se généralise de fagcon naturelle pour des fonctions
d’une variable réelle a valeurs vectorielles dans R” pour p > 1 sous la forme :

Définition 51. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R a valeurs dans RP et a
un point de U. On dit que f est une fois dérivable en a si (le quotient différentiel)

fla+h)— f(a)
h
a une limite | dans RP quand h tend vers 0 dans R, h # 0.

d,
Cette limite [, qui est alors unique, est l’élément de RP noté f'(a) ou d—f(a) et appelé la
x

dérivée premiere ou d’ordre un de f en a.

Cette définition signifie que pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour h réel vérifiant
0<|h|<dona

jresn=re ..
ou ||.|| désigne une norme de R?; et on note
g Jlath) = fla)
h—0, h#£0 h
heR

Cette définition signifie aussi que la fonction € définie dans un voisinage de 0 dans R a
valeurs dans R? par

f(a+h)_f<a>_l pour h7£0
e(h)y= 0 pour h=0

est continue en 0.

Pour simplifier dans ce qui suit et quand il n’y aura pas d’ambiguité, on dira dérivable
a la place de une fois dérivable et dérivée a la place de dérivée premiéere ou d’ordre un.

Cette définition peut aussi étre donnée de facon équivalente sous la forme suivante :
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Définition 52. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R a valeurs dans RP et a
un point de U. On dit que f est dérivable en a s’il existe un élément | de RP tel que

fla+h)= f(a)+ hi+|h|e(h)
ot € est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R a valeurs dans RP, continue
en 0 et nulle en 0.

d
Cet élément 1, qui est alors unique, est noté f'(a) ou d—f(a) et appelé la dérivée de f
x
en a.

Dans les écritures des définitions 77 et 77, on omet de préciser qu’il faut naturellement se
limiter a des valeurs de h petites pour lesquelles les points a + A appartiennent au domaine
de définition U de f. Ce qui est possible pour un accroissement h petit dans un intervalle
ouvert du type | — r,+r[ car U étant un ouvert de R contenant a, il existe un intervalle
ouvert du type |a — r,a + r[ contenu dans U pour un réel r > 0.

Remarque. Cette notion de dérivabilité de f en a est une notion locale, c¢’est-a-dire ne
dépend que de la donnée de f dans un voisinage de a aussi petit soit-il. De plus elle ne
dépend pas de la norme choisie sur R? puisque les différentes normes sur cet espace sont
équivalentes.

On a immédiatement la proposition suivante :

Proposition 53. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R a valeurs dans RP et
a un point de U. Alors la fonction f : U C R — RP est dérivable en a si et seulement si
les p composantes f; : U C R — R sont dérivables en a pour j =1,...,p et dans ce cas

f'a) = (fila),..., f(a)).

Définition 54. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R a valeurs dans RP. On
dit que f est dérivable (ou admet une dérivée) dans une partie V. de U si f est dérivable
en chaque point de V' et la fonction [’ définie dans V' a valeurs dans RP par

P VCR—=R iz f'(2)

est appelée la fonction dériwvée de f dans V.

Exemple. La fonction f définie dans R & valeurs dans R? de composantes f; = cos et
fa = sin, c’est-a-dire

f(z) = (cosx,sinz) pour z € R,
est dérivable dans R de dérivée f' = (—sin, cos), c’est-a-dire

f'(x) = (—sinx,cosx) pour z€R.

On définit maintenant la dérivée seconde.
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Définition 55. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R a wvaleurs dans RP et
a un point de U. Si la fonction f admet une dérivée dans un ouvert V- contenu dans U et
contenant a, et si la fonction dérivée f' est dérivable en a, cette dérivée est notée

d2
@) o Tha)

et appelée la dérivée seconde ou d’ordre deux de f en a.

Par définition on a donc

f"(a) = (f")(a).

Extension. Si f est une fonction définie dans un intervalle fermé [a,b] de R a valeurs
dans R? on définit la notion de dérivée a droite en a (resp. a gauche en b) en considérant
de fagon classique des limites a droite en a (resp. a gauche en b). On conviendra alors de
dire que f est dérivable dans [a,b] si f est dérivable dans |a, b], dérivable a droite en a et
dérivable a gauche en b.

1.2. Dérivées partielles. Cas n > 2
On examine maintenant le cas n > 2 et on s’intéresse a des fonctions de n variables
réelles © = (z1,...,2,).

Sia=(ay,...,a,) est un point d’'un ouvert U de R" et i est un indice compris entre 1
et n, il existe un intervalle ouvert U; de R contenant a; tel que les points
(al, ey A1, Lgy Ay 1y - - - ,an)
appartiennent a U lorsque le point z; appartient a U; (avec des conventions d’écriture
évidentes pour i = 1 et i = n). En effet si par exemple on munit R” de la norme

||| = sup |z
1<i<n

il existe r > 0 tel que
{z eRY ||z —a||<r}CU
et donc on pourra prendre
U; =la; —r,a; +7].

Définition 56. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP, a
un point de U et v un indice compris entre 1 et n. St l'application partielle

flar, ..o ai—1, @i, an) U CR =Rz flag, ..., ai-1, iy Qg1 - - -, Gp)

est dérivable au point a;, sa dérivée est alors notée

L o af

et appelée la dérivée partielle premiére ou d’ordre un au point a de f par rapport a la
variable ;.
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Comme précédemment pour simplifier dans ce qui suit et quand il n’y aura pas d’ambi-
guité, on dira dérivée partielle a la place de dérivée partielle premiéere ou d’ordre un.

Par définition on a donc

af _ dgi o
L) =) = ffar)
si g; est la fonction définie dans U; par g;(t) = f(a1,...,qi—1,t, QGiv1, ..., Q).

Ainsi pour calculer la dérivée partielle par rapport a la variable x;
- on fixe toutes les autres variables a leur valeur au point considéré,
- puis on dérive la fonction d’une seule variable ainsi obtenue.

D’apres la proposition 7?7, on a immédiatement la proposition suivante :

Proposition 57. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP
et a un point de U. Alors la fonction f: U C R"™ — RP a une dérivée partielle en a par
rapport a la variable x; si et seulement si les p composantes f; : U C R" — R ont des
dérivées partielles en a par rapport a la variable x; pour j =1,...,p et dans ce cas

S (.. ),

On introduit deux notations qui seront utilisées dans la suite.

Définition 58. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans R et

admettant des dérivées partielles en un point a de U.
Le vecteur V f(a) de R™ défini par

Vi@ = (). )

oxy 7 Oxy,

est appelé le gradient de f en a.
Le point a est dit un point critique de f si V f(a) = 0.

Définition 59. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP et
admettant des dérivées partielles en un point a de U. La matrice

Jf(a) = [gxf; (a)] =1

de taille (p,n) est appelée la matrice jacobienne de f en a et si p =n son déterminant est

8(f17---afn) (CL)

appelé le jacobien de f en a, noté dét(J f(a)) ou w1, an)
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De facon détaillée cette matrice jacobienne s’écrit

of, of,
a—;(a) 8;:”(&)
Oy .. Sl
If@) = | 0¥ " B,
o7, o,
_a—ﬁ(a) a—ﬁm)_

On définit maintenant les dérivées partielles secondes.

Définition 60. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans R?, a
un point de U, 1 et 5 deux indices compris entre 1 et n.
Si la fonction f admet une dérivée partielle par rapport a la variable x; dans un ouvert

0
V' contenu dans U et contenant a, et si la fonction dérivée partielle G_f admet une dérivée
x‘ .

partielle en a par rapport a la variable x;, cette dérivée partielle est alors notée

35;5;]-(@) ou Of(a) si iF#]

aZf(a) ou Oif(a) si i=1j

2
Ox;

et appelée la dérivée partielle seconde ou d’ordre deux de f en a par rapport auz variables
x; et xj.

Par définition on a donc
0
7, ),

ce qui signifie qu’on dérive d’abord par rapport a x; puis par rapport a x;.

De fagon générale 'ordre des deux dérivations est important. Ainsi par exemple :

Exemple. En notant (z,y) le point générique de R? la fonction f de R? dans R définie
par

_ @ —y’) si (z,y) # (0,0)

f(z,y) e
flzy) =0 s (z,y) = (0,0)
admet des dérivées partielles secondes en (0, 0) avec
0*f 0*f
——(0,0) =+1 et 0,0) = —1.
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Cependant sous une hypothese de continuité, 1'ordre dans lequel on dérive est sans
importance.

Théoréme 61 (de Schwarz). Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a va-
0 f 0*f
et

existent dans un ouvert contenant
&’L‘i@a:j 31’]8351

leurs dans RP. S les dérivées partielles
a et sont continues en a, alors
0% f 0 f
(a) = (a).
al'ial'j 855]8:61

Démonstration. On fait la démonstration dans le cas particulier n = 2 et p = 1 pour
une fonction f définie dans R? & valeurs dans R.
On munit R? de la norme ||(x,y)|| = sup(|z|, |y|)

. : *f 0*f
On suppose que les dérivées partielles secondes et
Oxdy  Oyox
|(x —a,y — b)||c < r pour un r > 0 et qu’elles sont continues au point (a,b) de R En
particulier les dérivées partielles premieres 8_f et —— existent dans cette méme boule.
T Y

existent dans une boule

On va montrer que
2 2
T ()= 21
0xdy Oyox

(a,b).

Pour h et k fixés tels que ||(h, k)| < 7, on pose
La fonction ¢ définie dans R a valeurs dans R par

p(x) = f(z,b+k) — f(z,b)
admet une dérivée dans l'intervalle Ja — 7, a 4+ r[ donnée par

0 0
Y'(x) = a—i(a:,b—i— k) — a—i(a:,b).

Donc par la formule des accroissements finis classique rappelée dans la proposition 77, et
appliquée dans Uintervalle [a, a + h], il existe 6; €]0, 1] tel que

pla+h) —p(a) =h¢'(a+6,h)

et par suite

Alh k) = h (g—i(a Ouh b+ k) — %(a T 6,h,1)).

Ensuite la fonction ¢ définie dans I'intervalle ouvert |b — r, b+ r| par

Vi) = §L(a+ 0ih.y)
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admet une dérivée donnée par

82
V'(y) = o éfx

Donc par la formule des accroissements finis appliqué dans U'intervalle [b,b + k], il existe
un 0y €]0, 1] tel que

(CL + 01]7“7 y)

Wb+ k) — () = k' (b+ 6:2k)
et par suite
0% f
Oyox
En refaisant le méme raisonnement en échangeant les roles de = et de y, on montre qu’il
existe 7 et 1y dans |0, 1] tels que

A(h, k) = hk (a + 011, b + Osk).

0 f
0x 0y

Ainsi pour h et k fixés non nuls dans R tels que ||(h, k)| < 7, il existe 0y, O, 71 et 7o
compris entre 0 et 1 tels que

0 f
Oyox

A(h, k) = kh

(a + 771h, b + 7]2]{7)

0 f
0xdy

(a+01h, b+ Ook) =

(@ +nih, b+ n2k).

of O
oxdy  Oyor
un ¢ > 0 tel que pour [[(A/, k')||co < inf(r,d) on ait

Or comme les fonctions sont continues en (a,b), pour tout € > 0 il existe

*f / N OPf
— <
G R) axay(a,b)‘_e
0 f 0 f
b+ k) — b)| <
gz @t L0 HE) — 5 a )| <e
et donc si ||(h, k))||co < inf(r,d) on a
o0 f o0 f
-~ <
‘axay(a—i_nlhab—i_nZk) axay(a7b>‘ > €
0 f 0 f
= < e
‘ayax(a+91h,b+92k) aya$(a,b)‘ <e
Par suite pour tout € > 0 on a
0 f 0 f
b) — ——(a,b)| <2
8y8x(a’ ) axay(a’ )‘ =45
autrement dit 5 5
8y8x(a’b) = c%c@y(a’ b). ©

On introduit enfin la notation suivante :
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Définition 62. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R"™ a valeurs dans R et
admettant des dérivées partielles d’ordre 2 en un point a de U. La matrice

0*f
0z;0x; (a)} =l

1,...,n

Hf(a) = |

de taille (n,n) est appelée la matrice hessienne de f en a.

De fagon détaillée cette matrice hessienne s’écrit

ey o/ -
a—x%(a) Ce al‘lal‘n a)
P @ . 2w
Hf(a) = | 0x901 T Oxy0xy,
o*f . 0 f (@)
L 02,071 T 0%, i

Convention. Les formules sont et seront écrites de fagon générale pour n > 1 en conve-
nant que si n = 1 les notions de dérivées partielles et de dérivées coincident, c’est-a-dire

of df o'f  df

T o a2

2. Différentielles d’ordre un

On s’intéresse maintenant dans ce paragraphe a une notion de dérivation < de type

global > par rapport aux n variables réelles pour des fonctions de n variables réelles pour
n>1.

2.1. Définition

La définition 77 ne peut pas étre étendue a une fonction définie dans un ouvert U de R
pour n > 2 car on ne peut pas diviser par un élément h de R". Par contre la définition 7?7
(qui lui est équivalente) peut étre étendue sous la forme suivante :

Définition 63. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP et
a un point de U. On dit que f est une fois différentiable en a s’il existe une application
linéaire L de R™ dans RP telle que pour une norme || - || sur R™

fla+h) = f(a)+ L(h) + |[h]| (h)

ou € est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R™ a valeurs dans RP, continue
en 0 et nulle en 0. Cette application linéaire L qui est alors unique, est notée df(a) et
appelée la différentielle premiére ou d’ordre un de f en a.
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Pour simplifier on dira différentiable a la place de une fois différentiable et différentielle
a la place de différentielle premiere ou d’ordre un.

Comme dans la définition 77 cette formule a bien un sens pour un accroissement h petit
dans un voisinage de 0 dans R".

Démonstration. (de I'unicité) Soit L; et Ly deux applications linéaires de R" dans R?
telles que pour h petit dans R”

fla+h) = fa)+ Li(h) + [[hllex(h) et fla+h) = f(a) + La(h) + [[A]| e2(h).

Pour h # 0 dans R" fixé, on considere un accroissement de la forme th pour ¢ réel petit.
D’apres les formules précédentes on a donc

Ly(th) — La(th) = ||th|| e2(th) — ||th| €1 (th),

soit pour t # 0
Ly (1) — La(n) = 1) — TR 00),

Or pour une norme || - ||, de R? on a

H Ith]| ea(th) - [tA]] e1(th) | <l Qiea@nlly + i (eh)ly).

En faisant tendre ¢ vers 0 dans R on en déduit que Li(h) — La(h) = 0. Ainsi Ly = Ly, ©

Remarque. Comme pour la notion de dérivabilité d’une fonction d’une variable réelle,
cette notion de différentiabilité d’une fonction de n variables réelles est une notion locale
et ne dépend pas des normes données sur R" et sur RP.

Comme pour la dérivabilité des fonctions d’une variable réelle on a

Proposition 64. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP et
a un point de U. Alors la fonction f: U C R™ — RP est différentiable en a si et seulement
si les p composantes f; : U C R" = R sont différentiables en a pour j =1,--- ,p et dans
ce cas df (a) a pour composantes dfi(a), ..., dfy(a).

Ce que I'on note
df (a) = (dfi(a), ..., dfp(a))
dans le sens que pour h dans R", df (a) - h est le vecteur de R™ défini par

df(a)h = (df(@)h ..., dfy(a)h):

Définition 65. Une fonction f définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP est dite
différentiable (ou admet une différentielle) dans une partie V de U si elle est différentiable
en tout point de V' et on note df application de V' dans 'espace L(R™;RP) définie par

df -V — L(R";RP) : z — df (x).
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Exemple. (cas constant) Soit f une application constante de R" dans RP, c’est-a-dire
il existe un A € R? tel que f(z) = A pour tout x € R™. Cette fonction f pourra étre notée
simplement .

Pour tous a et h dans R™ on a donc

fla+h) = f(a)
et par suite on peut écrire
fla+h) = f(a)+ Lh+ [|h]|(h)
ou L est 'application linéaire constante nulle définie par
Lh =0

et e(h) =0, ou 0 désigne ici I’élément neutre de 'addition dans RP.
On en déduit donc que f est différentiable en a et, en notant simplement 0 cette appli-
cation L, que df(a) = 0.

Exemple. (cas linéaire) Soit f une application linéaire de R" dans RP?.
Pour tous a et h dans R™ on a donc

fla+n) = f(a) + f(h)
et par suite
fla+h) = f(a) + Lh + ||| e(h)

ou L est I'application linéaire de R™ dans RP définie par
Lh = f(h)

et comme précédemment e(h) = 0.
On en déduit donc que f est différentiable en a avec df (a) = f.

On peut écrire ce résultat sous forme matricielle. Relativement a la base canonique de
R™, cette application f est représentée par une matrice A de taille (p,n) sous la forme

flz) = Az
pour x € R™.
D’apres ce qui précede df (a) est représentée par la matrice A, ce qu’on s’écrit matriciel-
lement
df (a)h = Ah
pour h € R™.

Exemple. (cas quadratique) Soit f une forme quadratique sur R". Relativement a la
base canonique de R™, cette application f est représentée par une matrice symétrique A
de taille (n,n) sous la forme

flz) =< Az,z >
pour z € R™.
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Pour tous a et h dans R" on a donc
fla+h)=f(a)+2 < Aa,h >+ < Ah,h >
et par suite
fla+h) = f(a) + Lh + ||h] e(h)
ou L est la forme linéaire de R" dans R définie par
Lh =2 < Aa,h >

et ||h||e(h) =< Ah,h >. En effet le terme < Ah,h > est bien un ||h||e(h) puisque par le
corollaire ?? du chapitre 2, il existe une constante C' telle que | < Ah,h > | < C'||h|*
On en déduit donc que f est différentiable en a avec

df(a)h =2 < Aa,h > .

Autrement dit la forme linéaire df (a) de R™ dans R est représentée relativement aux bases
canoniques de R™ et R par la matrice transposée de 2Aa, de taille (1,n).

2.2. Liens entre dérivabilité et différentiabilité. Condition nécessaire et condi-
tion suffisante de différentiabilité
Tout d’abord pour n > 1 on a la condition nécessaire suivante :

Théoréme 66. (Condition nécessaire) Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™
a valeurs dans RP et a un point de U. Si [ est différentiable en a alors nécessairement
f admet des dérivées partielles en a données par

of
oz, (a) = df (a)e;

pourt=1,...,n, soit
af;
—(a) = (df(a)e;) .
S0 = (e,
pouri=1,....netj=1,...,p.
Ainsi dans ce cas, relativement aux bases canoniques de R™ et de RP, "application linéaire
df (a) de R™ dans RP est représentée par la matrice jacobienne J f(a).

Autrement dit la différentielle df (a) est I'application linéaire de R™ dans R? qui s’écrit
sous la forme maticielle

0 0
Dy o @ |
Oy . Py || "
df (a)h = | 0z O Oxy, :
of, of, h
] a—xl(a) Ce 8—%(a) L '

pour h = (hq, ..., h,) appartenant a R".
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Démonstration. On note || - ||, et || - ||, des normes sur les espaces R" et RP respecti-
vement.

Pour t réel assez petit pour que a + te; appartienne a U on a par la définition de la
différentielle de f en a

f((ll, e, i1, Q4 + t, Ajyq - - ,an) = f((l + t@z) = f(a) + df((l) (tez) + ||t€1||n €<t€i)

- f(ah sy A1, Qs Qg1 - - 7an) + tdf(a) e + ||t62||n5(t61)

Or

[ l[teilln e (te:)
n = = leilln ll=(tes)ll,

qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 dans R, ¢ # 0.
Par la définition 77 on en déduit que 'application partielle

f(al,...,ai,l,.,aiﬂ,...,an) : Ul CR—RP: Ti f(al,...,ai,l,xi,aiﬂ,...,an)

est dérivable au point a;, de dérivée df (a)e;, c’est-a-dire que

0
L) = d(a)e
Ainsi o7
N _Yd
(df@)es), = 520
pouri=1,...,net j=1,...,p, dou 'on déduit la représentation matricielle de I'appli-
cation linéaire df (a) de R™ dans RP. o

On donne deux cas particuliers.

- Pour n =1, si f est une fonction définie dans un ouvert U de R a valeurs dans R? et
différentiable en un point a de U, la différentielle df (a) est 'application linéaire de R dans
RP qu’on écrit sous la forme matricielle

fi
df(a)h = | [ h ]
f/
pour tout réel h de R, c’est-a-dire aussi comme égalité entre vecteurs de RP

df (a)h = h f'(a)

qui est la multiplication du vecteur f’(a) de RP par le scalaire h.

- Pour p = 1, si f est une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans R
et différentiable en un point a de U, la différentielle df (a) est 'application linéaire de R"
dans R qu’on écrit sous la forme matricielle

dah=[5-@ -

hy
af :
B2 (@)

P
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pour tout vecteur h de R™ de composantes hq, ..., h,, ¢c’est-a-dire aussi comme égalité entre
nombres de R

df (a)h =< Vf(a), h >= Zax

Notation différentielle. L’application p; de R" dans R définie par

pz(x) =T
pour x = (x1,...,x,) dans R™, est linéaire donc différentiable dans R™ avec
dpi(a) = pi

pour tout a € R™ Autrement dit 'application différentielle dp; est constante en tant
qu’application de R™ dans L(R"; R) égale a p;.
Comme p;(z) = x;, il est habituel de noter la différentielle dp;(a) sous la forme dz;.
Ainsi si par exemple f est une fonction de R™ dans R différentiable en a alors
of B af of
d@m =3 oy =3 Wy e = (3 2wy aryin)

=1 =1 =1
d’ou I'égalité entre applications linéaires

@) = 3" 5 a)d,

i=

ou rappelons que dx; est ’application linéaire de R™ dans R définie par
pour h = (hy,..., hy).

Inversement pour n = 1 la condition nécessaire du théoreme 7?7 est en fait suffisante.
Ainsi pour une fonction d’'une variable réelle, on a I’équivalence suivante :

Théoréme 67. (n=1. Condition nécessaire et suffisante) Soit f une fonction définie dans
un ouvert U de R a valeurs dans RP et a un point de U. La fonction f est différentiable
en a si et seulement si elle est dérivable en a et dans ce cas pour tout h € R on a

df (a)(h) = h f'(a).

Par contre si n > 2, 'existence seule de toutes les dérivées partielles de f en a est une
condition nécessaire mais non suffisante en général pour que f soit différentiable a.

Exemple. La fonction f de R? dans R définie par
Ty ,
flz,y)= 0 st (z,y) = (0,0)



40

admet des dérivées partielles par rapport a = et a y en (0,0) et cependant n’est pas
différentiable en (0, 0). En effet comme ces dérivées partielles sont nulles, si f était différentiable
en (0,0), on pourrait alors nécessairement écrire pour tout (z,y) # (0,0)
Ty

—— = |[(z,y)| e(z,

Ry 1z, y)ll e(x, y)
donc en particulier pour tout x # 0 (et y = ) on aurait
5 = H($7 :U)H 5('1'7 1’),
ce qui est impossible (en faisant tendre z vers 0).

Exemple. La fonction f de R? dans R définie par

flz,y)= 1 si =0 ou y=0
f(z,y) = 0 sinon

admet des dérivées partielles par rapport a = et a y en (0,0) et cependant n’est pas
différentiable en (0, 0).

Pour n > 2, on donne maintenant une condition suffisante de différentiabilité portant sur
la continuité des dérivées partielles, qui sera en fait le critére pratique le plus commode
de différentiabilité.

Théoréme 68. (n > 2. Condition suffisante) Soit f une fonction définie dans un ouvert
U de R™ a valeurs dans RP et a un point de U. Si toutes les dérivées partielles de f existent
dans un voisinage de a et sont continues en a alors f est différentiable en a.

Démonstration. On fait la démonstration dans le cas particulier ou n = 2 pour une
fonction f définie dans R? & valeurs dans R.
On munit R? de la norme
1@, y)lloc = sup(|z], |y|).

0 0
On suppose que les dérivées partielles 8_f et 8_f de f existent dans la boule ouverte
x Y

|(x —a,y —b)||oe < r pour un r > 0 et sont continues au point (a,b) de R?. On va montrer
que f est différentiable en (a,b).
Pour (h, k) fixé tel que ||(h, k)| < 7, on décompose
fla+hb+k) = fa,b) + (fla+hb+k) = fla+h,b)) + (fla+h,b) = f(a,D)).
La fonction ¢; définie dans R a valeurs dans R par

pily) = fla+h,y)
admet une dérivée dans l'intervalle ouvert |b — r, b+ r[ donnée par
of
= h,y).
gy 1Y)
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Donc par la formule des accroissements finis dans I'intervalle fermé d’extrémités b et b+ k
(contenu dans |b — r, b+ r|) il existe 6, €]0, 1] tel que
p1(b+ k) — @1(b) = k(b + 01F)

soit

0

fla+hb+k)— f(a+h,b) = ka—g(a+h,b+01k).
L —i , : .

Or comme la dérivée partielle 0 est continue au point (a,b), pour tout € > 0 il existe

d > 0 tel que pour ||(W, k)]s < inf(r,d) on ait

of ) N Of
_J - — <
ay(a+h,b+l€) ay(ot,b)|_5
donc pour ||(h, k)| < inf(r,0d)
of of
2 _ 2L <elk| < .
K5 @ b 618) K5 (0,0)] < elb] < el D)
Ainsi on peut écrire
0
Flathib ) = flat hb) = kG (@) + ) 21(( ),

En procédant de méme avec la variable x en introduisant la fonction

pa(x) = f(z,b)
on peut écrire

Flat hb) — £(8) = 5 (@, 8) + (K)o o, ).

En regroupant ces deux termes on en déduit que

fla+hb+k)= fla,b) + h%(a,b) +k %(a, b) + [[(h, k) ||lo e((h, k).

Ainsi f est différentiable en (a,b) et on retrouve (nécessairement) que

h%(a,b) + ka—f(a, b). ©

df (a,b) (h, k) = 3y

Ceci nous amene a poser la définition suivante :

Définition 69. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP.

On dit que f est contintiment différentiable dans une partie V de U ou de classe C*
dans V' si toutes les dérivées partielles de f existent dans un ouvert contenant V' et sont
continues dans V.
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2.3. Propriétés

Proposition 70. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP
et a un point de U. Si f est différentiable en a alors f est continue en a.

Démonstration. Pour des normes || - ||, et || - ||, sur R” et R? respectivement on a par la
différentiabilité de f en a

fla+h) = f(a) +df(a)(h) + [[h]lne(h)
ldf (a)(R)llp < Cllalln et fle(m)]l, <C

pour une constante C. D’ott 'on déduit la continuité de f en a. o

Exemple. On considere la fonction de R? dans R définie par

Ty )
f(xvy) = m 51 (Q:ay) 7é (070>
flz,y)= 0 si (z,y) = (0,0).
Cette fonction f n’est pas différentiable en (0,0) puisqu’elle n’est pas continue en (0, 0).
Proposition 71. 1- Soit f et g deux fonctions définies dans un ouwvert U de R™ a valeurs
dans R?, k une fonction définie dans U a valeurs dans R et a un point de U.
1-8i f et g sont différentiables en a, alors la fonction [+ g est différentiable en a avec

d(f + g)(a) = df (a) + dg(a).
2 - 5i f et k sont différentiables en a, alors la fonction kf est différentiable en a avec
d(kf)(a) = k(a) df(a) + dk(a)(:) f(a).
3 - Si k est non nulle en a, alors il existe un ouvert V- contenu dans U et contenant a tel

1
que k(x) # 0 pour x € V et la fonction A est différentiable en a avec

d(%) (a) = — k%a) die(a).

Démonstration. On démontre par exemple la propriété pour le produit. Par la différen-
tiabilité de f et k en a on a

fla+h) = f(a) +df(a)(h) + |[hllng(h) et K(a+h)=k(a)+ dk(a)(h) + |[hllnsr(h)

ou €5 et g sont des fonctions définies dans un voisinage de 0 dans R", continues et nulles
en 0; de plus
ldf (a)(M)]lp < Clihlln et |dk(a)(R)] < CllA]ln

pour une constante C'. Par suite

k(a+h) fla+h) = k(a) f(a) + k(a)df (a)(h) + dk(a)(h) f(a) + ||hl[nr(h)
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avec
r(h) = k(a)ep(h)+er(h) f(a)+dk(a)(h) df (a)(h)+dk(a) s (h)+ex(h) df (a)(h)+[[hlln ex(h) €5 (h).
Ce terme r(h) est donc du type e(h) d’apres les propriétés précédentes, et comme
de plus 'application k(a)df(a) + dk(a)(-) f(a) est linéaire de R™ dans R?, on déduit la
différentiabilité de k£ f en a et la formule de sa différentielle :
d(kf)(a)h = k(a) df (a)h + dk(a)h f(a).
o
Proposition 72. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP
et g une fonction définie dans un ouvert V. de RP d valeurs dans R? tel que f(U) C V. Si

f est différentiable en un point a de U et si g est différentiable en f(a) alors la fonction
go f est difféerentiable en a avec

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a).

Démonstration. Par la différentiabilité de f en a et de g en f(a) on a

fla+h) = f(a) +df(a)(h) + [[hllnes(h)

g(fla+h)) = g(f(a))+dg(f(a))(df(a)(h) +[|hll.es(h))
+(lldf (@)(R) + 1l er(llp) 1 €g(df (@) (h) + 1Rl s ()

ou £ et g, sont des fonctions définies dans un voisinage de 0 dans R" et RP respectivement,
continues et nulles en 0, et

[dfa(P)lp < CllAlln et ldg(f(a))(F)lly < Clk]l,

pour une constante C.
Par suite on peut écrire

(9o f)la+h)=(go f)a)+dg(f(a))(df(a) k) + [[All.c(h)

ol ¢ est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R", continue et nulle en 0. Comme
de plus I'application

dg(f(a)) o df(a) : h — dg(f(a))(df (a)(h))

est linéaire de R™ dans R?, on en déduit la différentiabilité de g o f en a et la formule de
sa différentielle. o

Concernant les dérivées partielles des fonctions composées, on déduit de la proposition
précédente :
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Corollaire 73. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP et
g une fonction définie dans un ouvert V. de RP a valeurs dans R? tel que f(U) C V. Si f
est différentiable en un point de a de U et si g est différentiable en f(a), alors

J

a.ﬁlﬁi

1 - chaque composante f; de f admet des dérivées partielles

(a) en a par rapport a
chaque variable x; pour j =1,... ., peti=1,...,n,
0
2 - chaque composante g, de g admet des dérivées partielles a—gk(f(a)) en f(a) par
J

rapport a chaque variable y; pour k=1,....qetj=1,...,p,

3 - chaque composante (go f)y de la fonction composée go f admet des dérivées partielles
A(go fk

(9.1'1‘

par les formules

(a) en a par rapport a chaque variable x; pourk =1,...,qeti=1,...,n, données

a( agk af]
8% Z 8y] 8:10,( a).

Démonstration. D’apres la proposition 7?7 on a

d(go f)(a) = dg(f(a)) o df (a).
Chacune de ces applications linéaires est représentée relativement aux bases canoniques de
R"™ RP et R? par une matrice jacobienne et la matrice J(g o f)(a) associée & la composée
dg(f(a))odf(a) est donc le produit des matrices Jg(f(a)) et J f(a) associées respectivement

a dg(f(a)) et df(a). Ainsi
J(go f)a) = Jg(f(a)) x Jf(a)

[(%%ﬂ@] bt [Z_Z;(f(aw i - [g_a]:];(“ﬂ ok

,,,,,

c’est-a-dire

d’ott 'on déduit la forme annoncée des ceefficients de la matrice jacobienne J(g o f)(a). ¢

3. Différentielle d’ordre deux

On s’intéresse maintenant aux fonctions deux fois différentiables en se limitant aux fonc-
tions a valeurs dans R. Pour les fonctions a valeurs dans RP, on raisonne sur chaque
composante.

3.1. Définitions

Pour les fonctions d’'une variable réelle, on a défini la notion de dérivée d’ordre deux
par itération de la notion de dérivée d’ordre un. On est donc tenté maintenant de définir
également la notion de différentielle d’ordre deux par itération de la notion de différentielle
d’ordre un de la facon suivante :
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Définition formelle. Avec les notations habituelles, on dit que f est deux fois différen-
tiable en a si

1 - la fonction f est différentiable dans un ouvert V- contenu dans U et contenant a,

2 - la fonction df définie dans V' a valeurs dans L(R™;R) est différentiable en a.

La différentielle d(df)(a) est une application linéaire de R™ dans L(R™;R), notée d*f(a)
et appelée la différentielle d’ordre deux de f en a.

Ainsi avec cette définition ’application
h — & f(a)(h)
est linéaire de R"™ dans L£(R";R) et pour tout h € R™, 'application
k= (& F(a) () (k)

est linéaire de R™ dans R.
Par conséquent 'application

(h k) = (d*f(a) () ()

est une forme bilinéaire sur R” x R™. On peut donc identifier cette différentielle d’ordre
deux d?f(a) & une forme bilinéaire sur R™ x R™ que I'on notera encore d?f(a) définie par

&*f(a)(h, k) = (d*f(a)(h)) (k)
pour tout (h, k) € R" x R".

Cependant cette présentation est formelle car par la définition 7?7 on n’a défini une
notion de différentielle (d’ordre un) que pour des fonctions a valeurs dans un espace du
type R? et non pas pour des fonctions a valeurs dans un espace du type L£(R™;R) comme
on I’a fait ici pour la fonction différentielle df.

Pour pouvoir utiliser la définition 7?7, on va faire intervenir la représentation matricielle
de la différentielle df relativement a la base canonique de R™ par le gradient V f et ainsi
se ramener a une fonction a valeurs dans R”.

Par le théoreme 7?7 on rappelle que si la fonction f est différentiable dans un ouvert V'

de R", elle admet des dérivées partielles Iz, dans V pour j = 1,...,n et on peut définir
L
0
la fonction V f de composantes 8_f comme fonction définie dans V' a valeurs dans R, soit
Tj
af af
Vf = (— o >
f axl 8xn

On peut alors poser
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Définition 74. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans R et a
un point de U. On dit que f est deux fois différentiable en a st

1 - la fonction f est différentiable dans un ouvert V- de R™ contenu dans U et contenant
a?

2 - la fonction V f définie dans 'ouvert V de R™ a valeurs dans R™ est différentiable en
a.

La différentielle d’ordre deux ou seconde de f en a est la forme bilinéaire sur R™ x R"
notée d*f(a) et définie pour (h,k) € R™ x R™ par

d*f(a)(h, k) =< d(V f)(a)(h), k> .

3.2. Lien entre dérivabilité et différentiabilité & ’ordre deux. Condition nécessaire
et condition suffisante de différentiabilité

On a d’abord la condition nécessaire suivante pour n > 1 (avec la convention pour
n=1):

Théoréme 75. (n > 1 . Condition nécessaire) Soit [ une fonction définie dans un ouvert
U de R™ a valeurs dans R et a un point de U. Si f est deuz fois différentiable en a, alors
nécessairement la fonction f admet des dérivées partielles secondes en a données par

o2
&ciaij (CL) - de(a)(eja 31’)

pouri, j=1,...,n.
Ainsi dans ce cas relativement a la base canonique de R™, la forme bilinéaire d* f(a) sur
R™ x R™ est représentée par la matrice hessienne H f(a).

Autrement dit sous forme détaillée

2 (a)(h, k) =< Hf(a) bk >— Z " E)ij (a)hk

pour h et k € R".

Démonstration. La matrice jacobienne J(V f)(a) de l'application V f est la matrice hes-
sienne H f(a) et donc par le théoréme ?? on peut écrire sous forme matricielle

d(Vf)(a)(h) = H[(a)h
pour h € R™. o
Exemple. (cas quadratique) Soit f une forme quadratique sur R™.

Relativement a la base canonique de R™, cette application f est représentée par une
matrice symétrique A de taille (n,n) sous la forme

flz) =< Az, z >
pour z € R™.
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On a montré que f est différentiable dans R™ et que l'application linéaire df(z) de
R"™ dans R est représentée relativement aux bases canoniques de R™ et R par la matrice
jacobienne J f(z) = 2Ax de taille (n,1).

Ainsi I'application gradient de f est donc donnée sous forme matricielle par

Vf(z) =2Ax.
Cette application V f est linéaire de R” dans R", donc différentiable dans R™ de différentielle
Vf, c’est-a-dire
dVf)(x)(h)=Vf(h) pour =z, heR"
Par suite f est deux fois différentiable dans R"™ avec
d?f(z)(h,k) =< Vf(h),k >=2 < Ah,k > pour =z, h,kcR"

En particulier
Hf(x) =2A pour z€R"

Inversement pour une fonction d’une variable réelle (n = 1), la condition nécessaire du
théoreme 77 est suffisante et on a 1’équivalence suivante :

Proposition 76. (n = 1. Condition nécessaire et suffisante) Soit f une fonction définie
dans un ouvert U de R a valeurs dans R et a un point de U. La fonction f est deux fois
différentiable en a si et seulement si elle est deux fois dérivable en a et dans ce cas pour
toush et k € R on a

d*f(a)(h,k) = hk f"(a).

Autrement dit la différentielle d? f(a) est la forme bilinéaire sur R x R qui s’écrit sous la
forme

R R: (hk) s hkf"(a)
qui est la multiplication du réel f”(a) de R par le scalaire hk.

Par contre pour n > 2, la condition nécessaire du théoreme 7?7 n’est pas suffisante
en général. On donne maintenant une condition suffisante portant sur la continuité des
dérivées partielles d’ordre deux, qui sera en fait le critere pratique le plus commode de
différentiabilité d’ordre 2.

Théoréme 77. (n > 2. Condition suffisante) Soit f une fonction définie dans un ouvert
U de R™ a valeurs dans R et a un point de U. Si toutes les dérivées partielles d’ordre deux
de f existent dans un ouvert contenant a et sont continues en a, alors f est deux fois
différentiable en a.

Démonstration. Cette propriété est un corollaire de la définition ?? et du théoreme ?7.
o
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Ceci nous amene a poser la définition suivante :

Définition 78. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans R.

On dit que f est deux fois continiment différentiable dans une partie V de U, ou de
classe C? dans V', si toutes les dérivées partielles d’ordre deux de f existent dans un
ouvert contenant V' et sont continues dans V.

Pour terminer on donne une propriété importante des différentielles secondes portant
sur leur symétrie.

Théoréme 79 (de Schwarz). Pour n > 2, soit f une fonction définie dans un ouwvert U
de R™ a valeurs dans R et a un point de U. Si la fonction [ est deux fois différentiable en
a, alors la forme bilinéaire d*f(a) sur R™ x R" est symétrique, c’est-a-dire

d*f(a) (h, k) = d*f(a) (k,h) pour (h,k) € R"x R

so0it ausst
i (a) = i (a)
axﬁxj n E)xjﬁxz

pour i, 5 =1,...,n.

Démonstration. On a montré dans le théoreme 7?7 un résultat plus faible en supposant
a priori que f est deux fois continiment différentiable en a. On admettra le résultat dans
le cas général. o

Exemple. La fonction f de R? dans R définie par

fag) = PEZE) G )£ 0,0)

x? 4+ y?
flz,y)= 0 si (z,y) =(0,0)
admet des dérivées partielles secondes en (0, 0) et cependant n’est pas deux fois différentiable
en (0,0) puisque
0*f
——(0,0) =+1 et

0 f
Oyox

(0,0) = —1.

4. Formules des accroissements finis et de Taylor

On rappelle que si une fonction f définie dans un ouvert U de R™ a valeurs dans RP est
une fois différentiable en un point a de U, alors

fla+h) = f(a) +df(a) h + [|h] &(h)

ou la différentielle df (a) est une application linéaire de R™ dans RP.
Ainsi la différentielle d’ordre un permet de donner une approximation de type linéaire
d’une fonction au voisinage d'un point, et de méme la différentielle d’ordre deux permet
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de donner une approximation de type quadratique. On va préciser ces approximations
d’ordre un et d’ordre deux dans certains cas.

Si a et b sont deux points de R™ on note de fagon générale
la,b] ={r=a+tlb—a)eR" teR, 0<t<1}

pour désigner 'intervalle fermé de R™ d’extrémités a et b, et
Ja,bl={r=a+tlb—a)eR"; teR, 0<t <1}

pour désigner 'intervalle ouvert de R™ d’extrémités a et b.

4.1. Formules de Taylor-Lagrange

On rappelle d’abord les formules de Taylor-Lagrange d’ordre un (dite formule des accrois-
sements finis) et d’ordre deux classiques pour les fonctions d’une variable réelle a valeurs
réelles.

Proposition 80. Soit f une fonction définie dans un intervalle fermé [a,a + h] de R a
valeurs dans R.

1 - (formule des accroissements finis) Si f est continue dans [a,a + h| et dérivable dans
la,a + hi, alors il existe 6 €]0, 1] tel que

fla+h) = f(a)+h f'(a+6h).

2 - Si [ est dérivable avec dérivée continue dans [a,a + h| et deuz fois dérivable dans
la,a + h[, alors il existe 6 €]0, 1] tel que

FlatB) = fla) +h f'(a) + h*f"(a + Oh).

Ces formules se généralisent pour des fonctions de n variables réelles a valeurs réelles de
la facon suivante :

Théoréme 81. (Formules de Taylor-Lagrange) Soit f une fonction définie dans un
ouvert U de R™ a valeurs dans R et [a,a + h| un intervalle fermé contenu dans U.

1 - (ordre un - formule des accroissements finis) Si f est continue dans [a,a + h] et
différentiable dans la,a + h[, alors il existe 6 €]0,1[ tel que

fla+h) = f(a) +df(a+ 6h) (h).

2 - (ordre deuz) Si f est de classe C' dans [a,a + h] et deux fois différentiable dans
la,a + R, alors il existe 6 €0, 1] tel que

fla+h) = fla) + df(a) (h) + %dQ fla+0h) (h,h).
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Démonstration. On définit la fonction ¢ dans l'intervalle [0, 1] de R & valeurs dans R par
p(t) = fla+th).

1 - Si f est continue dans [a, a+ h| et différentiable dans |a, a + h[, alors par composition
la fonction ¢ est continue dans [0, 1] et dérivable dans |0, 1] de dérivée

¢ 1) = dfatth) (h) = 3 5=

Par la formule des accroissements finis rappelée dans la proposition 7?7, il existe alors
0 €10, 1] tel que
p(1) = 9(0) +¢'(0),
c¢’est-a-dire
fla+h) = f(a) +df(a+ 6h) (h).
2 - Si f est de classe C' dans [a,a + h] et deux fois différentiable dans |a, a + h[, alors la

fonction ¢ est dérivable avec dérivée continue dans [0, 1] et deux fois dérivable dans |0, 1]
de dérivées

"t) =d th) (h) = th)h;
0 = dfla+th) () = 32 7o+ )
¢"(t) = d*f(a + th) (h,h) = i O'f (a +th)h;h;
’ i1 8@8% J
On applique alors la formule de Taylor-Lagrange rappelée précédemment dans la propo-
sition 7?7 & ¢ dans [0, 1] pour obtenir la formule pour f. o

4.2. Inégalités des accroisements finis

Si maintenant f est une fonction a valeurs dans R? avec p > 2, on peut appliquer la
formule des accroissements finis a chaque composante f; de f pour j = 1,...,p et obtenir
un 0; pour chacune d’elle. Cependant il n’y a pas de raison pour que I’on obtienne le méme
6; pour chacune de ces composantes, autrement dit la formule des accroissements finis ne
se généralise pas aux fonctions a valeurs vectorielles dans R? pour p > 2. Ainsi par exemple

Exemple. Pour la fonction f = (cos,sin) définie dans R & valeurs dans R?, il n’existe pas
de 0 appartenant a |0, 1] tel que f(27) — f(0) = 27 f'(0 27). En effet
f(2m) = £(0) = (0,0)

alors que
f'(z) = (—sinz, cosz) # (0,0)
pour tout x.

Par contre on a une inégalité des accroissements finis pour les fonctions a valeurs vecto-
rielles :
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Théoréme 82. (Inégalité des accroissements finis) Soit f une fonction définie dans
un ouvert U de R™ a valeurs dans RP et [a,a + h] un intervalle fermé contenu dans U.

Si f est continue dans [a,a + h] et différentiable dans |a,a + h[, alors il existe 6 €]0, 1]
tel que

[f(a+h) = fla)|| <ldf(a+6R)(A)|

ot || - || est une norme quelconque sur RP.

On peut également établir une inégalité des accroissements finis a 'ordre deux pour
controler || f(a+ h) — f(a) — df(a) (h)]|.

Démonstration. Pour y fixé dans R?, soit ¢ la fonction définie dans I'intervalle [0, 1] de
R a valeurs dans R par

U(t) =<y, fla+th) >=>>y; fila+th).

j=1

Cette fonction 1 est continue dans [0, 1] et dérivable dans |0, 1[ avec

V1) =< ot () >= D (32 SEa+ )

Par la formule des accroissements finis de la proposition 77, il existe alors un 6 €]0, 1],
dépendant de y en général, tel que

c’est-a-dire
<y, fla+h)— fla) >=<y,df(a+60h)(h) > .
Pour terminer la démonstration on admet alors le résultat suivant (théoreme de Hahn-
Banach) : pour tout = dans RP?, il existe un y € R? tel que

<y,z><|z|]| pour tout z € R? et <y,x>=|z|.

(Dans le cas particulier ou la norme || - || sur R? est la norme euclidienne || - |2, alors on
x
vérifie a 'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz que 1'on peut prendre y = W pour
T2
x #0)
En choisissant en particulier le y associé a z = f(a + h) — f(a), I'égalité générale
précédente

<y,fla+h)— fla) >=<y,df(a+ 0 h)(h) >
s’écrit alors
1f(a+h) = fla)| =<y,df(a+ORh)(h) > .
Comme de plus
<y, df(a+0h)(h) ><||df (a+0h)(h)|
par propriété de y, on obtient I'inégalité des accroissements finis annoncée. o
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4.3. Formules de Taylor-Young

Théoréme 83. (Formules de Taylor-Young) Soit f une fonction définie dans un ouvert
U de R"™ a valeurs dans R et a un point de U.
1 - 8i f est une fois différentiable en un point a de U, alors

fla+h) = fla) +df(a) (h) +[[h]|(h),

2 - Si f est deux fois différentiable en a, alors
fla+h) = f(a) +df(a) (h) + %d2f(a) (R, h) + [[A]]* e(h)

ou dans ces deux formules € est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R,
continue en 0 et nulle en 0.

Si f est une fonction a valeurs dans RP avec p > 2, on peut appliquer ces formules a
chaque composante f; de f pour j =1,...,p.

Démonstration. 1 - Le premier résultat est la définition de la différentielle d’ordre un.

2 - Si f est deux fois différentiable en a, la fonction f est différentiable dans un voisinage
ouvert V de a et Vf est différentiable en a, par exemple avec V = {x € R™; ||z —a| < r}
pour un 7 > 0.

Soit alors h fixé dans R™ tel que ||h]| < 7.

On considere la fonction r définie dans U'intervalle [0, 1] de R & valeurs dans R par

’(t) = flatth) — f(a) — tdf(a)(h) ~ 31 F(a)(h, )

= fla+th)— f(a) —t <V f(a),h > —%tz < Hf(a)h,h > .

Cette fonction r est continue dans [0, 1] et dérivable dans ]0, 1] avec

r'(t) =<V f(a+th),h>—<Vf(a),h>—t < Hf(a)h,h > .
D’apres la formule des accroissements finis de la proposition 77, il existe alors un 6 €]0, 1]

tel que
r(1) —r(0) = r'(6),

et ainsi
1

f(a+h)—f(a)—df(a)(h)—§d2f(a)(h, h) =<V f(a+6h),h > — <V f(a),h > —0 < Hf(a)h,h > .

Or, comme V f est différentiable en a, pour k£ € R” petit on a

Vila+k)=Vi(a)+d(V)(a)k)+[|k] e (k)

pour une certaine fonction £; définie dans un voisinage de 0 dans R™ a valeurs dans R",
continue en 0 et nulle en 0. Ainsi pour tout A € R"

<Vf(a+k),h> = <Vfa),h>+<dVf)a)k),h>—+|k| <ei(k),h>
= <Vf(a),h >+ < Hf(a)k,h > +| k| <e1(k),h>.
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Ainsi par application avec k = 6h pour h petit dans R”
1
fla+h) = f(a) = df(a)(h) = 5d° f(a)(h, h) = |OR]| < &1 (0h),h > .
Or en particulier pour la norme euclidienne par exemple, on peut écrire

10R]] < £1(6h), h >= ||h[|* e2(h)

pour une fonction £, définie dans un voisinage de 0 dans R™ a valeurs dans R, continue en
0 et nulle en 0.
Ceci termine la démonstration. o

4.4. Formules de Taylor avec reste intégral

Théoréme 84. (reste intégral) Soit f une fonction définie dans un ouvert U de R™ a
valeurs dans R et [a,a + h| un intervalle fermé contenu dans U.
1-8i f est de classe Ct dans [a,a + h], alors

fla+h) = f(a)+ /01 (df (a+th) (b)) dt

2 - Si f est de classe C* dans [a,a + h], alors

Fla+h) = fa)+ df(a) (h) +/O (1= 1) (Pf(a+ th) (b b)) dt

Si f est une fonction a valeurs dans RP avec p > 2, on peut appliquer ces formules a
chaque composante f; de f pour j =1,...,p.

Démonstration. On utilise les notations de la démonstration du théoreme 7?7 et on se
ramene aux formules de Taylor avec reste intégral d’ordre un et d’ordre deux pour la
fonction ¢ dans [0, 1] & valeurs dans R. o
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Chapitre 4 : Fonctions implicites - Inversion locale

Pour chaque valeur de z, on s’intéresse aux solutions y de I’équation f(x,y) = 0.
On cherche a passer d’une condition implicite entre les variables (x, y) du type f(x,y) = 0
a une relation explicite du type y = ¢(x), pour avoir une équivalence de la forme

fla,y) =0y =)
C’est I'objet du théoreme des fonctions implicites. La fonction ¢ est souvent appelée la
fonction implicite.

Plus particulierement si f(x,y) = x — g(y), on cherche alors une équivalence de la forme

9ly) = v &y = p(x).
C’est I'objet de l'inversion de la fonction g. La fonction ¢ est alors appelée la fonction
inverse (ou réciproque) de g.

En fait on n’obtiendra en général que des résultats locaux.

Exemple (d’inversion) Soit g la fonction définie de R dans R par g(y) = 2.
Pour tout x > 0, il existe un et un seul y > 0 tel que y?> = z et cette solution y est
donnée par y = \/x. On a I’équivalence

{ (z,y) €]0, +00[x]0, +00] { x €]0, 00|
2 <~
Yy =1 y=z.

Ainsi pour tout a > 0 il existe un voisinage de a, ici |0, +00[, tel que la restriction de g
a ]0, 4+00] soit une bijection de |0, +oo[ sur un voisinage de g(a), ici |0, +o0], et sa fonction
réciproque définie sur |0, +oo| est donnée par g~'(z) = \/x pour x €]0, +oo[. En fait pour
étre correct il faut préciser la restriction de g a |0, +00[ et noter (g‘}07+oo[)_1(x) = /2 pour

x €]0, 400 (pour ne pas confondre avec (g|]_m70[)_1(x) = —y/x pour z €]0,4+00[). Quand
le contexte sera précisé on notera simplement g—!.

Par contre il n’existe pas de voisinage de 0 sur lequel g soit injective puisque pour tout
x > 0, il existe un y > 0 tel que y?> = z et (—y)* = .

Sur cet exemple on remarque deux points :
- on n’a pas d’inversion globale de g dans R car on ne peut pas inverser g au voisinage
de 0,
. .. . NP s 1 .
- on ne peut pas inverser g au voisinage du point 0 ou ¢’(0) = 0, c’est-a-dire en un point
ou la dérivée n’est pas inversible.

On montrera de facon générale que si la différentielle dg(a) au point a d’une fonction
g est inversible (en tant qu’application linéaire), alors on peut inverser localement (I’ap-
plication non linéaire) g au voisinage de a. C’est 'objet du théoréeme d’inversion locale.
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C’est précisément un des buts du calcul différentiel que de déduire une information sur le
comportement de g au voisinage de a a partir d'une propriété de dg(a).

En fait on verra ce théoréeme d’inversion locale comme un corollaire d'un théoreme général
des fonctions implicites. On donne un exemple avant de donner 1’énoncé général.

Exemple (de fonction implicite.) Soit f la fonction définie dans R? & valeurs dans R par

f(x>y) :.T2+y2—1.
Pour tout z €] — 1,+1[ il existe un et un seul y > 0 tel que 2 + y*> — 1 = 0 et cette

solution est donnée par y = v/1 — x2. Ainsi

(w,5) €] = 1,41[xJ0, 400 f w€]—1.41]

2 +y?—1=0 y=+v1—a2

Du point de vue géométrique soit
C={(z,y) eR* 2> +¢* =1}
le cercle d’équation implicite 22 +3*—1 = 0 et soit (a, b) un point particulier de C' avec a > 0
et b > 0. Le résultat précédent dit donc que ce cercle unité C' est représenté localement
pres de ce point (a,b), plus précisément dans le voisinage | — 1, +1[x]0, +00[ de ce point,
par ’équation
y=vV1-—ua? pour x €] —1,+1]
c’est-a-dire est le graphe G de la fonction ¢(x) = /1 — 22 dans | — 1, +1[. Plus précisément
cn]—1,+1[x]0, 4o0[= G

Par contre on n’a pas de représentation globale de C' sous forme d’un graphe.

implicitl-eps-converted-to.pdf

Cet exemple se généralise sous la forme :

Théoréme 85 (des fonctions implicites). Soit U un sous-ensemble ouvert de R™ pour
n > 2 et f une fonction de classe C* dans U a valeurs dans R. On note de fagcon générale

x= (2 x,) avec &' = (x1,...,2Tn_1). "

Si a est un point de U tel que f(a) =0 et 5
T

(a) # 0, alors il existe un voisinage ouvert
n
V' de d’ dans R™"™', un voisinage ouvert V, de a, dans R et une unique fonction ¢ de
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classe Ct dans V' a valeurs dans V,, tels que
(' x,) € VI XV, N eV’
f('r/v xn) =0

De plus pouri=1,....n—1etax' €V’

of v
09 __ BN
8332‘ B af /

oz @ (@)

On peut également écrire
{z e V' x V,; fz) =0} = {(z/, o(z")); 2’ € V'}.
Ceci implique en particulier que ¢(a’) = a, et f(2/,p(z")) =0 pour 2’ € V.

Du point de vue géométrique soit S = {z € U; f(x) = 0} 'hypersurface de R™ (courbe
pour n = 2, surface pour n = 3) d’équation implicite f(z) = 0. Le résultat précédent dit
donc que S est représentée localement pres du point a, plus précisément dans le voisinage
V' x V, de ce point, par ’équation

z, = p(z’) pour z' € V'
c’est-a-dire est le graphe G de la fonction ¢ dans V’. Plus précisément
SNV xV,=GaG.

implicit2-eps—-converted-to.pdf

Démonstration. Pour simplifier on suppose que n = 2.
Soit donc U un sous-ensemble de R?, f une fonction de classe C! dans U & valeurs dans

R et (a,b) un point de U tels que par exemple ?(a, b) > 0 (quitte a remplacer f par —f).
Y

. 0 . o
Comme U est un voisinage ouvert de a et que a—f est continue et > 0 en (a, b), il existe

des voisinages U, et U, de a et de b dans R respectivement tels que

0
U, xU,CU et a—f(a:,y) >0 pour (z,y) € U, x U,.
Y
1 - Existence de ¢.

Pour z fixé dans U,, on note g, la fonction définie dans U, par g.(y) = f(z,y).
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Cette fonction g, est contintiment dérivable dans U, avec

, 0
9.(y) = 8—£(w,y) pour y € U,

et donc g, est en particulier continue et strictement croissante dans Uj,.
Soit alors > 0 tel que [b — 8,b + 8] C U,. Comme g¢,(b) = 0, alors g,(b — 3) < 0 et
ga(b+ B) > 0, c’est-a-dire
fla,b—p) <0 et fla, b+ B) > 0.
Comme f est continue (en z) dans U, il existe donc o > 0 tel que [a — a,a+ | C U, et
f(z,b—05) <0et f(x,b+ F) > 0, c’est-a-dire
g:(b—p5) <0 et g, (b+p)>0 pour =z€]a—a,a+al

Comme g, est continue et strictement croissante dans [b — 3,b + f], il existe donc un
unique point de [b — 3,b + ] noté ¢(x) tel que g,.(¢(x)) = 0, c’est-a~dire f(x,p(x)) = 0.

implicit3-eps—-converted-to.pdf

Ainsi pour tout z €Ja — a,a + af, il existe un unique p(z) €1b — 5,b + 5[ tel que
f(z,o(x)) =0, et on a I’équivalence

(z,y) €la —a,a+ a[x]b—B,b+ F] r€la—a,a+af
{f@c,y):o ‘:){ v =),

On définit ainsi une fonction ¢ de Ja — o, a + «f dans |b — 8,b + S5[ telle que 'on ait
I’équivalence précédente, et cette fonction est unique.

2 - Continuité de .

Etant donné o’ € Ja — a, a + a] on montre que la fonction ¢ ainsi définie est continue en
a.

On rappelle que b — 5 < ¢(a’) < b+ B.

Soit alors 0 < ¢ < inf(b+ 8 — ¢(d'),—b+ 5 + ¢(a’)). En particulier comme g, est

strictement croissante sur [b — 5,b + 5] et que go(¢(a’)) =0, on a
gar(pla’) =€) <0 car b= B < p(d)—e<pd)
ga (¢ (a’)+€)>0 car  pd) < p(d)+e<b+ 0,
c’est-a-dire
fld',o(d)—e) <0 et f(d,p(d)+¢e)>0.
Comme f est continue dans U, il existe o/ > 0 tel que @' — o/, d' + o/[Cla — o, a + o] et
pour z €]a’ — o/, d' + /[ on ait f(z,p(a') —e) <0 et  f(d,p(a')+e) >0, c’est-a-dire

ge(p(a’) —€) <0 et gu(p(a’)+¢)>0.
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Donc la fonction g, admet un zéro dans l'intervalle Jp(a’

seul zéro de g, dans Uintervalle [b — 8,b + (] et |p(d’) — &,
conséquent ¢(z) €]p(a’) — e, p(a’) + €.

_6,

(a)

ﬁv

implicit4-eps-converted-to.pdf

En conclusion, pour tout € > 0, il existe o/ > 0 tel que pour z € |a’ — o/, a + o/ on ait
lo(x) — p(a’)] < e. Ainsi ¢ est continue en a'.

3 - Différentiabilité de ¢.

Comme f est différentiable en tout point (z,%) de U, on peut écrire pour (h,k) € R?
voisin de (0, 0)
of of
ou ¢ est une fonction définie au voisinage de (0, 0), continue en (0,0) et nulle en (0,0).
Soit alors x fixé dans Ja — a, a + «f. En particulier pour y = ¢(x) et k = o(x + h) — p(z)
pour h suffisamment petit, la relation précédente donne

0= h%(a:, gp(x))—l—(go(x—i—h)—gp(a:))%(:v, o(2))+(|h|+e(x+h)—p(@))e(h, p(z+h)—p(z))
soit
0= h(%(ft, o(x)) + 51(h)> + (e(x 4+ h) — gp(a:))(g—i(x, o(x)) + 52(h)>
@8(h (x+h)—p(x)) st h#£0
51(h) = { h P ¥ .
0 si h=0
lo(z +h) — ()| _
o) = ot h) —pe) e = el@) ste(z k) = e(n) £ 0
0 si iz +h) = p(x) = 0.

En particulier
le1(R)] < le(h, o(z + h) — ¢(2))]

le2(h)] < [e(h, o(x + h) — ¢(x))]

donc €7 et 5 sont des fonctions définies au voisinage de 0, continues en 0 et nulles en 0.
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0
Ainsi comme —f(x, w(x)) # 0, on peut écrire pour h # 0 petit

dy

e o ta) + et

d’ott 'on en déduit, en faisant tendre h vers 0, h # 0, que ¢ est dérivable au point x avec
of
o ee)
¢'(x) = —of.
a—y(fv, ¢(x))

Ceci ayant lieu pour tout z €]a — «, a + af et comme ¢ est continue dans Ja — a, a + af,
on en déduit que ¢ est de classe C! dans Ja — a,a + af. o

Remarque. (calcul des dérivées partielles) Sachant que ¢ est différentiable, on retrouve
ses dérivées partielles en partant de I'identité locale

f@ o)) =0 pour 2’ eV’

que 'on dérive par rapport a x; pour ¢ = 1,...,n — 1. On obtient ainsi
of (v . 9F o 9%
=0.
@ pla) + 5w pl0) S ()
Comme (2, p(2")) # 0 pour 2/ € V', on en déduit la dérivée partielle de la fonction ¢
par rapportné r;pourt=1,...,n—1
of v
— (2, p(x
bey BN
8xi af / /
L (ot pla)
Remarque. Le théoreme précédent peut étre écrit pour les autres variables x; pour ¢ =
0
1,...,n. Ainsi si f(a) =0 et a—f(a) # 0, il existe une fonction ¢; des variables z; pour
T
j=1,...,n et j # i telle que localement on ait
f(fL’l, .. ,[L’n) =0z = QOZ‘(ZL’l, ey L1, L1y - - ,l‘n)

(avec la convention d’écriture pour i =1 et i = n).

Exemple : courbes. Soit U un ouvert de R? et f une fonction de classe C*! de U dans R.
Soit
C={(z,y) €U; f(z,y) =0}
la courbe de R? d’équation implicite f(z,y) = 0.
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Si My = (x0,90) est un point de C en lequel V f(zg,yo) # 0, alors la courbe C admet
une tangente au point M, ayant pour équation

0 0
(z — o) a_i(xmyo) + (¥ — o) a—g(wo,yo) = 0.

0
En effet supposons par exemple que 8_f (x0,Y0) # 0. D’apres le théoreme des fonctions im-

plicites, cette courbe C' d’équation implicite f(z,y) = 0 est alors, localement pres du point

(w0, 10), le graphe G d’une fonction ¢ de classe C, ¢’est-a-dire représentée par I’équation
y = ().

Or ce graphe G a une tangente au point (g, yo) qui a pour vecteur directeur le vecteur

(1,¢'(z0)). Par conséquent un point (x,y) appartient a cette tangente si et seulement si
les vecteurs (z — xg,y — yo) et (1, ¢ (zg)) sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si

T — X 1
y—1 ¥(z0)
L’équation de cette tangente est donc

Y —yo = &' (z0)(x — x0).

=0

Comme de plus

2 (o, p(a)

90/(1:) = of
a—y(xasﬂ(@)

on en déduit le résultat.

On obtiendrait également cette équation de la tangente si on avait 8—f($o,yo) # 0 au
x

départ et que l'on avait exprimé implicitement = en fonction de .

Exemple : surfaces. Soit U un ouvert de R? et f une fonction de classe C! de U dans R.
Soit
la surface de R? d’équation implicite f(z,y,2) = 0.
Si My = (o, Yo, 20) est un point de S en lequel V f(z, yo, 20) # 0, alors la surface admet
un plan tangent au point My ayant pour équation

af ($07 Yo, ZO) + (Z - ZO) g(l’o, Yo, Zo) = 0.

0
($—$o)8—£($0,QO,20)+(y—yo)a_y G

0
En effet supposons par exemple que a—f(:zzg, Yo, 20) # 0. D’apres le théoreme des fonctions
z
implicites, cette surface S d’équation implicite f(x,y,z) = 0 est alors, localement pres du
point (g, %o, 20), le graphe G d’une fonction ¢ de classe C*, c’est-A-dire représentée par
I’équation
z=p(z,y).
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On dit aussi que G est une nappe paramétrée par ¢ ou d’équation z = p(x,y).

Les vecteurs (1,0, 6_S0(x07 Yo)) et (0,1, a—(p(xo, Yo)) sont indépendants, donc cette nappe
x Yy

a un plan tangent au point M, ayant pour vecteurs directeurs ces vecteurs, donc pour
équation

T — Xg 1 0
Gowo) Llwow) |
z—2z0 —I(x —(z
0 Or 05 Yo By 0y Yo

qui se développe en
0 0
z— 29 = (v — o) 8—;0(%790) + (¥ — %) 8_§($07 Yo)-

Or l'identité locale f(z,y,¢(z,y)) = 0 donne par dérivation les expressions des dérivées
partielles de ¢ en (xg, 7o) en fonction des dérivées partielles de f en (zg,¥o,20). On en
déduit le résultat annoncé.

Le théoreme des fonctions implicites donné précédemment pour des fonctions a valeurs
réelles dans R se généralise a des fonctions a valeurs vectorielles dans RP sous la forme
suivante :

Théoréeme 86 (des fonctions implicites). Soit U un sous-ensemble ouvert de R™ et f
une fonction de classe C' dans U a valeurs dans RP avec 1 <p <n — 1.
Si a est un point de U tel que f(a) =0 et

dét [gj; (a)] o, FO

il existe un voisinage ouvert V de (as,...,a,—p) dans R" P un voisinage ouvert W de
(@n—pi1,---,a,) dans RP et une unique fonction ¢ de classe C* dans V' a valeurs dans W
tels que

{ reVxW (:){ (T1,. . Tnp) EV
f(z)=0 (Tn—ptt1y - @n) = @(T1, ..o, Tpp).

Ceci implique en particulier
(An—pt1s -y an) =@(a1,...,an—p) €t f(T1,..., Tp_p,o(x1,...,20—p)) = 0 pour (z1,...,2,_,) € V.

Remarque. Le théoreme peut étre écrit pour d’autres variables. Ainsi si

L], 0

Jk k=1,...,p
pour des indices 1 < j; < ... < j, < n, il existe p fonctions ¢;, des n — p variables z; pour
1% g1, L=1,...,p telles que localement

f(x) =0z, =, (xi,i# 5, l=1,...,p) pour k=1,...,p.

dét [
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Comme corollaire on donne maintenant le théoreme d’inversion locale. On va montrer
que si une fonction f est différentiable en un point a avec une différentielle df (a) inversible,
alors f est inversible localement au voisinage de a.

On va s’intéresser a des fonctions f qui pourront étre inversées localement avec les
propriétés suivantes :

Définition 87. Soient V et W des sous-ensembles ouverts de R™ et f une fonction définie
dans V a valeurs dans W. On dit que f est un difféomorphisme de classe C* de V' sur W
S%

- [ est de classe C* dans V,

- [ est une bijection de V sur W, d’inverse notée f~1,

- 71 est de classe C* dans W.

Théoréme 88 (d’inversion locale). Soit U un sous-ensemble ouvert de R"™ et f une
fonction définie dans U a valeurs dans R™, de classe C' dans U.

Si a est un point de U tel que df(a) soit inversible, alors il existe un voisinage ouvert
V de a et un voisinage ouwvert W de f(a) dans R™ tels que la restriction de f a V' soit un
difféomorphisme de classe C* de V sur W.

On peut écrire
{(z,y) e Vx Wiy = f(2)} = {(x,y) ER" x W; 2 = [ (y)}.

Ainsi 'inversibilité de df en a permet donc d’inverser localement la fonction f pres de a.
On rappelle que l'application linéaire df(a) est inversible, c’est-a-dire est un isomor-
phisme de R™ sur R"”, si et seulement si

0fi
836]-

dét | 27 (a)] A0

j=1,..., n

Démonstration. On se ramene au théoreme 7?7 des fonctions implicites.
On introduit la fonction g définie dans R™ x U a valeurs dans R™ par

9(y,x) =y — f(x).
Cette fonction ¢ est une fonction de classe C*' dans R™ x U et

dét [gi ( f(a),aﬂ = (=1)"dét [gi (a)} ron 70

i=1,...,n Jj=1

.....

D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage W de f(a), un voisinage
V de a et une fonction ¢ de classe C* de W & valeurs dans V tels que

(y,x) e W xV yew
{ 9(y,x) =0 @{ = p(y).
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Cette fonction ¢ donne donc I'inverse f~! de la (restriction & V' de la) fonction f. o

Remarque. La regle de dérivation des fonctions composées permet de calculer les dérivées
partielles de la fonction inverse dans W sachant qu’elle est a priori différentiable dans W'.
On part de I'identité

(fof Ny =y  pour yeW

c’est-a-dire en notant (¢, ..., ®,) les composantes de f~!
filer(y ) ---,son(y)) =y pour yeW
1=1,.
et on dérive ces relations par rapport a yx. On obtient ainsi
af; 0p; _ .
/ 9 _ ihwk=1,...,n, i #k
= 8% Y
Ofx 0
z 9% 4 po1
« xj Oyk
qui est un systeme de n équations a n inconnues 8—% pour 57 = 1,...,n. Comme son
Yk

déterminant est le déterminant jacobien

]

qui est non nul pour y € W, ce systeme admet une unique solution qui peut par exemple
étre écrite par les formules de Cramer.

Remarque. On a utilisé le théoreme 7?7 des fonctions implicites pour établir le théoreme 77
d’inversion locale. On peut également procéder dans I'autre sens. Ces deux énoncés sont
en fait équivalents.
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Chapitre 5 - Convexité

La convexité joue un role fondamental en optimisation.
1. Ensembles convexes

Définition 89. Un sous-ensemble U de R™ est dit
- conveze sitx + (1 —t)y € U pour z, y € U et t € [0,1],
- une variété affine sitr + (1 —t)yy € U pour z, y € U et t € R.

Autrement dit U est
- convexe si pour tous z et y dans U, 'intervalle fermé [z, y| d’extrémités = et y dans R”
défini par
[z,y] ={z +t(y —x); t € [0,1]}

est contenu dans U,
- une variété affine si pour tous x et y dans U, la droite affine d(z;y — x) passant par x
et de vecteur directeur y — x dans R" définie par

d(z;y —x) = {z +i(y — z);t € R}
est contenu dans U.
Exemple. Un intervalle de R" est convexe. Une boule de R" est convexe.
Plus précisément dans le cas de la dimension n = 1, on a une caractérisation :
Exemple. Un sous-ensemble U de R est convexe si et seulement si U est un intervalle.

Exemple. Une variété affine de R" est convexe.
Un sous-espace vectoriel de R™ est une variété affine contenant 0.

Exemple. Soit a et u € R™ avec u # 0 donnés.

La droite affine d(a;u) = {a+tu; t € R} passant par a et de vecteur directeur u est une
variété affine, donc convexe.

La demi-droite affine d; (a;u) = {a + tu; t > 0} passant par a et de vecteur directeur u
est convexe.

Exemple. Si une variété affine de R™ contient une boule, alors elle est identique a R™.
Exemple. L’intersection d'une famille de sous-ensembles convexes de R" est convexe.

Exemple. L’image d’un sous-ensemble convexe de R™ par une application linéaire de R”
dans RP est convexe dans RP.
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2. Fonctions convexes

Définition 90. Soit U un sous-ensemble convexe de R™. Une fonction f de U dans R est
dite

- conveze si f(tx+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t) f(y) pourz, y e U ett e 0,1],

- strictement conveze si f(tx + (1 —1t)y) <tf(x)+ (1 —1t) f(y) pourx, y e U, v #y et
t €]0, 1],

- concave si —f est conveze,

- affine si f(tx+ (1 —t)y) =tf(x) + (1 —1t) f(y) pourz, y € U et t € [0,1].

En dimension n = 1, une fonction est donc convexe dans un intervalle U de R si I'inter-
valle joignant deux points quelconques de son graphe dans R? est au-dessus de ce graphe.
Elle est strictement convexe si elle est convexe et son graphe ne contient aucun intervalle
de longueur > 0. Elle est affine si son graphe est un intervalle, droite ou demi-droite affine.

Remarque. On peut se ramener a des fonctions d'une seule variable : la fonction f est
convexe dans U si et seulement si pour tous = et y € U, la fonction g,,, définie dans [0, 1]
par g, (t) = f(tz + (1 —t)y), est convexe dans [0, 1].

Exemple. Une fonction affine dans un convexe U est convexe dans U, mais non strictement
convexe dans U.

En fait f est une fonction affine dans un convexe U de R" si et seulement s’il existe
a € R" et b €R tels que f(x) =< a,x >+bpour z € U.

Exemple. Une norme sur R” est convexe dans R"™ mais non strictement convexe dans tout
R™.
En effet par I'inégalité triangulaire et par homogénéité, on a pour z, y € R" et t € [0, 1]
[tz + (1 =)yl < [[tz] + (1 =) yll = tllxll + (T =) y].
Donc la norme || - || est convexe dans R™.

Par contre sa restriction par exemple & une demi-droite d; (0;u) = {tu; t > 0} de vecteur
directeur u # 0 donné dans R"™, est une fonction affine. En effet pour z et y de la forme
r=ruety=suavecrets>0r#s,onapourtell]l]

[tz + (1 =tyll = I(tr + (L =O)s)ull = (tr + (1 = t)s)[Jull = trljull + (1 = )s]|u]
= tllrull + (1 = B)fsull = tzf + (1 =Dyl

Donc la norme || - || n’est pas strictement convexe sur la demi-droite d.(0;u).

Proposition 91. Soit U un sous-ensemble conveze et ouvert de R™ et f une fonction
convexe dans U a valeurs dans R. Alors f est continue dans U.

Démonstration. Soit a un point de U et montrons que f est continue en a.
En remplacant f par la fonction z — f(z + a) — f(a) qui est convexe sur le convexe
U—a={x—a; x €U}, onserameéne au cas ou a = 0 et f(0) = 0.
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1 - On montre d’abord que f est majorée dans un voisinage de 0.

Par exemple pour la norme || - ||o sur R”, soit B(0,r) une boule fermée de centre 0 et
de rayon r > 0 contenue dans U.

On va montrer qu'’il existe M telle que f(z) < M pour x € B(0, 3).

Pour simplifier on se place en dimension n = 2.

Etant donné un point = dans B(0, %), on le décompose en une combinaison convexe de

points situés dans B(0,7) de la forme
T = tl(r7 T) + t?(_r7 0) + t3<07 _T)

ou
T+ x1 + Ta r—2x1 + T2 r— 229 + 1

b = = —
! 3r 2 3r 3 3r
sont des ceoefficients > 0 et de somme égale a 1.
Comme f est convexe, on a donc

f(@) <taf(rr) +taf (=7, 0) + (0, —r) < |f(r,r)| + [ f(=r, 0)| + | f(0, —r)].
En posant M = |f(r,7)| 4+ |f(—=r,0)| + | f(0,—r)| on a ainsi la majoration annoncée.

2 - On en déduit que f est continue en 0.
r
Soit ¢ arbitraire tel que 0 < e < s ou s = 3 et soit x tel que |z| < e.

Siy= ¢ alors y € B(0,s) donc f(y) < M. D’une part de 1'égalité
€

£ £
r=-y+(1—-)0
s s

on a par la convexité de f

€ €
fe) < 21 + (1= 5)1(0)
d’ou -
flz) < -M
s
D’autre part de 1'égalité
= T+ c x
s+e s+ ¢
ou &' = —y, on a par la convexité de f
0) < '
£0) < @)+ —— (@)
d’ou 5 -
0< M
o s—|—5f<x)+ s+e
soit M
flz) > ——e.
s

De ces deux inégalités on déduit que pour tout € €]0, s[, on a pour tout = € B(0,¢)

£() ~ FO) < e
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Ceci prouve que f est continue en 0. o

Remarque. Une fonction convexe dans un sous-ensemble convexe et ouvert de R™ y est
continue, mais par contre elle n’y est pas nécessairement différentiable. Par exemple la
fonction f définie par f(x) = |z| est convexe dans R mais n’est pas dérivable en 0.

Concernant la stabilité par composition, on a :

Proposition 92. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble convexe U de R™ a
valeurs dans R et g une fonction définie dans un intervalle I de R a valeurs dans R tels
que f(U) C I. Alors

1 - si f est conveze dans U et g est croissante et convexe dans I, alors go f est convexe
dans U,

2 - si f est strictement convexe dans U et g est strictement croissante et strictement
convexe dans I, alors go f est strictement convexe dans U.

Démonstration. On montre par exemple la convexité de la fonction g o f dans U.
Pour z, y € U et t € [0, 1] on a par la convexité de f

fltz+ 1 =t)y) <t flx)+ 1 —1)f(y),

puis par la croissance de g

g(f(tz + (1= t)y)) < g(t flz) + (1= 1) f(y)),

et enfin par la convexité de g

gt f(@)+ (1 —=0) f(y) <tg(f(x)+ 1 —1t)g(f(y)).

Ainsi

(go f)ltz+ (1 —t)y) <t(go f)(z)+ (L —1)(gof)y)
Ceci prouve la convexité de la fonction g o f dans U. o
Exemple. Si p est un réel > 1 et || - | une norme sur R”, la fonction f définie par
f(x) = ||x||” est convexe dans R™. Plus précisément la fonction f définie par f(x) = ||z|3,
ou || - ||2 est la norme euclidienne, est strictement convexe dans R™.

Concernant la stabilité par addition et borne supérieure, on a :

Proposition 93. Soit (f;)ic; une famille de fonctions convexres dans un sous-ensemble
conveze U de R™ a valeurs dans R et (w;)ie; une famille de nombres réels > 0.

1 - Sila somme f(x) = Zw,fz(x) est définie pour tout x € U, alors la fonction f ainsi
iel
définie est convexe dans U.
2 - Si la borne supérieure f(x) = sup f;(x) est définie pour tout x € U, alors la fonction
il
[ ainst définie est conveze dans U.
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Démonstration. On montre par exemple la convexité pour la borne supérieure. Soit x,
y € Uette|0,1]. Pour tout i € I, on a par la convexité de f;

filte + (1= t)y) <t filz) + (1 =1) fily),

puis comme f(z) est un majorant de f;(x) et f(y) est un majorant de f;(y)

tfi(z) + (1 —1) fily) <t f(z) + (1 =) f(y).
Donc ¢ f(z) + (1 —t) f(y) est un majorant de chaque f;(tz + (1 — t)y), et par suite

flz+ A =t)y) <tflz)+(1-1)fly). o

Exemple. Soit B un sous-ensemble non vide borné de R"™. Pour x € R" et b € B, on a
avec la norme euclidienne

| < b,z > [ < |bll2 ]2,
donc pour z € R", la famille {< b,z >; b € B} est majorée dans R et non vide, donc
admet une borne supérieure. On peut donc poser

f(z) =sup{< b,z >; b€ B}

et la fonction f ainsi définie est convexe dans R"™ car chacune des fonctions f, définie par
fo(z) =< b, x > est une forme linéaire donc est convexe.

Remarque. La convexité n’est pas conservée en général par la différence, le produit ou le
passage a l’enveloppe inférieure (méme finie).

Ainsi les fonctions f et g définies dans R? par f(x,y) = z et g(x,y) = y sont convexes
dans R?, mais leur produit fg n’est pas convexe.

De méme les fonctions f et g définies dans [—1,2] par f(z) = 2% et g(z) = (z — 1)?
sont convexes dans [—1, 2], mais inf(f, g) n’est pas convexe car son graphe dans [0, 1] est
au dessus du segment dont les extrémités ont pour abscisses 0 et 1.

Proposition 94. Soit f une fonction définie dans un sous-ensemble convexe U de R™ a
valeurs dans R. On note

Epi(f) ={(z,t) e U x R; f(z) <t}
son épigraphe et pourt € R

E(f) ={z e U; f(z) <t}
son ensemble de niveau t. Alors
1 - la fonction f est conveze dans U si et seulement si son épigraphe est un sous-ensemble
convexe de R,
2 - st la fonction [ est convexe dans U, ses ensembles de niveau sont des sous-ensembles
convezes de R" (mais la réciproque n’est pas vraie en général).

Démonstration. On démontre par exemple que si I’épigraphe de f est convexe, alors f
convexe dans U.
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Pour z et y € U, alors (z, f(z)) et
pour t € [0,1], le point t(z, f(z)) + (1 —
x

Or t(x, f(2) + (1 - 1)(y, S(4)) = (ta + (1~
de Epi(f) on a

(y, f(y)) € Epi(f) par définition de Epi(f). Donc

t)(y, f(y)) € Epi(f) par la convexité de Epi(f).
ty,tf(x) + (1 —t)f(y)), donc par définition

fltz+ 1 —t)y) <tf(x)+ (1—1t)f(y)

ce qui assure la convexité de f. o

3. Convexité et différentiabilité d’ordre 1

Proposition 95. Soit 2 un sous-ensemble ouvert de R™, f une fonction différentiable dans
Q a valeurs dans R et U un sous-ensemble convexe de . Alors
1 - les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(1-1) la fonction f est convexe dans U,
(1-2)  f(y) — f(z) = df (x) (y — x) pour tous x et y € U,
(1-3) (df(y) — df (z)) (y — x) > 0 pour tous x ety € U,
2 - les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(2-1) la fonction f est strictement convexe dans U,
(2-2)  [fly) — f(x) > df(z) (y — x) pour tous x ety € U, x #y,
(2-3) (df(y) —df(x)) (y —x) > 0 pour tous x et y € U, v # y.

On rappelle que df (z) (h) =<V f(z),h > pour h € R" ou V f(x) est le gradient de f

en r.

Par exemple en dimension n = 1, la propriété (1-2) signifie que quel que soit le point zg
de l'intervalle U, le graphe de f dans R?, c’est-a-dire l’arc de courbe d’équation y = f(x),
est au-dessus de sa tangente au point (xg, f(zo)).

En dimension n = 2, la propriété (1-2) signifie que quel que soit le point (zg,yo) du
convexe U, le graphe de f dans R3, c’est-a-dire la nappe de surface d’équation z = f(z,y)
dans R3 est au-dessus de son plan tangent au point (zo, yo, f(Zo, %0))-

Démonstration. 1 - On suppose d’abord que f est convexe dans U.
Soit x et y fixés dans U avec x # y. Comme €2 est ouvert, on peut définir la fonction g
dans un intervalle | — r, 1 4 r[ de R en posant

g9(t) = f(z +t(y — x)).

Comme f est différentiable en x, la fonction g est dérivable en 0 avec

g(0) =df (z)(y — x).

Comme la fonction f est convexe dans U, la fonction g est convexe dans [0, 1] et donc

g(t) < (1—1)g(0) +tg(1),
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donc en particulier pour ¢ > 0 petit

1090 < 1) g(0).

Par conséquent a la limite a droite en t = 0, on en déduit que

g'(0) < g(1) — 9(0),
c’est-a-dire
df (2)(y —x) < f(y) — f(2).
2 - On suppose maintenant plus précisément que f est strictement convexe dans U.
Le raisonnement précédent ne permet pas de conclure puisqu’on ne peut affirmer que
I'inégalité stricte
g(t) — g(0)
S=90) < g1) — g10),
est conservée a la limite pour obtenir 'inégalité stricte ¢’(0) < g(1) — ¢(0) recherchée.
Soit alors s fixé dans |0, 1[. Pour 0 < ¢ < s on déduit de la convexité de g que
s—1 t

t) < -
o) < *—L () + Lgls),
soit
9(t) —9(0) _ g(s) —9(0)
t - S
Or de plus par la convexité stricte de f, on a
g(s) —g(0
AI=90) _ 4(1) — g0,
fone (1)~ 9(0) _ g(s) ~ 9(0)
g\t)—g g\s)—4g
; < . < g(1) — g(0).
Par conséquent, a la limite a droite en ¢t = 0, on en déduit que
g(s) —g(0
7(0) < 290 ) gq0)
Ainsi

df(x)(y — z) < f(y) — f(x).

3 - Inversement supposons que l'on ait I'inégalité f(y) — f(x) > df (x)(y — x) pour tous
retyel.
Soit z, y € U avec x # y et t €]0,1[. On a en particulier

fy) > fly+tx—y)) —tdf(y+t(x —y))(x —y)
f(@) > fly+t@—y)+ A=) df (y +tz —y))(z —y).

En multipliant la premiere inégalité par 1 — ¢ et la seconde par t, puis en ajoutant on
obtient

flz+ 1 =t)y) <tf(z)+ 1 —1) fy),

ce qui établit la convexité de f.
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4 - Avec l'inégalité stricte f(y) — f(x) > df (x)(y — =) pour tous x et y € U, x # y, on
obtient la stricte convexité de f.

Les autres caractérisations sont laissées en exercices. o

Proposition 96. Soit Q) un intervalle ouvert de R, f une fonction dérivable dans €} a
valeurs dans R et U un intervalle contenu dans U. Alors

1 - la fonction f est convexe dans U si et seulement si sa dérivée est une fonction
croissante dans U,

2 - la fonction f est croissante dans U si et seulement si sa dérivée f' est >0 dans U.

Démonstration. 1 - C’est une conséquence de 1’équivalence entre les propositions (1-2)
et (1-3) de la proposition ??, la proposition (1-3) s’écrivant alors

(f'(y) = f'(@)(y —z) > 0.

2 - Ce résultat est classique. o

4. Convexité et différentiabilité d’ordre 2

Proposition 97. Soit 2 un sous-ensemble ouvert de R™, f une fonction deuz fois différentiable
dans Q) a valeurs dans R et U un sous-ensemble convexe de §2. Alors
1 - la fonction f est convexe dans U si et seulement si pour tous x ety € U

df(x)(y — 2,y —2) 20,

2 - la fonction f est strictement convere dans U si pour tous x et y € U avec x # y
& f(x) (y — x,y — ) > 0.

On rappelle que d*f(z) (h,h) =< Hf(x)h,h > pour h € R" ou H f(x) est la matrice
hessienne de f en .

Démonstration. 1 - On suppose que f est convexe.
Soit x et y € U fixés. Par la formule de Taylor-Young d’ordre deux, on a pour tout
t € [0,1]

fla+t(y—2)) = f(o) = df (2)(t(y —2)) = %de(OC)(t(y—%), t(y—x))+|[tly—=)|* e(t(y —2))

ol € est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R™ a valeurs dans R, continue en
0 et nulle en 0. Or, la fonction f étant convexe, la proposition ?? assure que le membre de
gauche est positif ou nul. On en déduit que pour tout ¢ €]0, 1]

0<df(2)(y—ay =)+ ly —zf*etly — @),
puis en faisant tendre ¢ vers 0 par valeurs positives, on en déduit que 0 < d*f(z) (y—x,y—1x)
d’apres la propriété de la fonction € en 0.
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2 - Inversement soit = et y € U fixés. Par application de la formule de Taylor-Lagrange
a lordre deux, il existe 6 €]0, 1] tel que

F() ~ F() — df(a) (g — ) = 5 (o + 0y — ) (g~ .9 )

soit en posant z =z + 0(y — x)

1 2
md f(2)(y =2y —2).

fy) = fla) —df (x) (y — x) =

Par conséquent si d*f(z) (y—z,y—z) > 0 (resp. > 0) pour tous z et y € U avec z # ¥, on
en déduit que f est convexe (resp. strictement convexe) dans U d’apres la caractérisation
de la proposition ?77. o

Corollaire 98. Soit U un sous-ensemble convexe ouvert de R"™ et f une fonction deux fois
différentiable dans U a valeurs dans R. Alors
1 - la fonction f est convexe dans U si et seulement si pour tous x € U et h € R

d*f(x) (h,h) >0,

2 - la fonction f est strictement convexe dans U si pour tous x € U et h € R" avec

h#0
d2f(z) (h,h) > 0.

Démonstration. Il suffit de noter que si U est ouvert alors pour tous x € U et h € R™ il
existe t e Rtel que y =x +th e U. o

Remarque. La condition 2 du corollaire ?? n’est qu'une condition suffisante; il n’y a pas
de réciproque en général. Ainsi par exemple

- la fonction f définie dans R par f(x) = 2 est strictement convexe dans R, bien que
f"(0) = 0.

- la fonction f définie dans R? par f(z,y) = 2* + y* est strictement convexe dans R
bien que H f(x,y) ne vérifie pas la condition de positivité stricte du corollaire ?? quand
r=0ouy=0.

Exemple. La fonction exp est strictement convexe dans R car exp”(x) = exp(z) > 0 pour
x eR.

Exemple. La fonction In est strictement concave dans |0, +oo[ car In"(x) = —— < 0 pour
x

x> 0.

Exemple. (moyenne géométrique) La fonction f définie par f(z) = (z;---2,)» dans

U={xeR" x;>0,i=1,...,n} est concave dans U mais pas strictement concave.
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5. Matrices semi-définies positives et définies positives

Les propriétés précédentes de convexité de la fonction f sont donc fondées sur des notions
de positivité de la différentielle d’ordre deux d?f(x), et comme

A2 f(z) (h,h) =< Hf(z)h, h >

ou H f(z) est la matrice hessienne de f en x, ces propriétés de convexité de f sont donc
fondées sur des notions de positivité de la matrice H f(x) dans le sens suivant :

Définition 99. Une matrice A de taille (n,n) est dite

1 - semi-définie positive si < Ax,x >> 0 pour x € R,

2 - définie positive si < Ax,x >> 0 pour x € R", x # 0.

A est dite semi-définie (resp. définie) négative si —A est semi-définie (resp. définie)
positive.

En vue de 'application des résultats précédents a des problemes de convexité, on donne
deux caractérisations de la positivité d’une matrice symétrique, tout d’abord a l'aide de
ses valeurs propres, ensuite a l'aide de ses déterminants mineurs.

On rappelle que les valeurs propres d’une matrice A de taille (n,n) sont les n zéros
A1, ..., A, réels ou complexes, distincts ou confondus du polynome caractéristique p4 de la
matrice A défini par

pa(A) =dét (A —A1T).

En particulier ces valeurs propres sont réelles quand la matrice est symétrique.

On a alors le résultat suivant qui précise les estimations du corollaire 7?7 du chapitre 2 :

Proposition 100. Soit A une matrice symétrique de taille (n,n) et A\; pouri=1,...,n
ses n valeurs propres (qui sont réelles). Alors
<A >
inf A, — inf {L z € R", x;«éo}
1<i<n <z, x>
< Ax,x >
sup A; = sup {—; reR" x# 0}.
1<i<n <z,Tr>

T, T

sont appelés les quotients de Rayleigh.
<z,T>

Les quotients
On en déduit la caractérisation suivante :

Corollaire 101. Soit A une matrice symétrique de taille (n,n). Alors
1 - A est semi-définie positive si et seulement si ses n valeurs propres sont > 0.
2 - A est définie positive si et seulement si ses n valeurs propres sont > 0.
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Comme de plus une matrice A est inversible si et seulement si toutes ses valeurs sont
non nulles (car leur produit est égal a (—1)"détA), on en déduit qu'une matrice symétrique
semi-définie positive est donc définie positive si et seulement si elle est inversible.

Une autre caractérisation porte sur les déterminants mineurs de A :

Proposition 102. (Regle de Sylvester) Soit A une matrice symétrique de taille (n,n).
Alors A est définie positive si et seulement si les n déterminants des matrices de taille (k, k)
obtenues en supprimant les n—k dernieres lignes et colonnes de A, pour k =1,...,n, sont
> 0.

Par contre A n’est pas nécessairement semi-définie positive si ces n déterminants mineurs
sont > 0.

Enfin on peut utiliser la méthode de Gauss de décomposition de la forme quadratique
< Az, x > en une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires

p n

2

< Ar,x >= ZM(Z%;‘%‘) )
i=1 j=1

Exemple. Dans le cas n = 2, en vue de I’étude de fonctions de 2 variables, soit une matrice
de la forme

Alors, par la régle des valeurs propres, de produit rt — s% et de somme r + ¢, ou par la
méthode de Sylvester, on a :

- A est semi-définie positive si et seulement si rt — s* > 0 et r (out) > 0,

- A est semi-définie négative si et seulement si rt — s> > 0 et r (ou t) <0,

- A est définie positive si et seulement si 7t — s? > 0 et r (ou t) > 0,

- A est définie négative si et seulement si rt — s? > 0 et r (ou t) < 0.
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Chapitre 6 - Optimisation sans contrainte

Soit € un sous-ensemble non vide de R™, f une fonction définie dans €2 a valeurs dans
R et U un sous-ensemble de €.

Si f est minorée dans U, dans le sens que l'ensemble des valeurs {f(x); x € U} est
minoré dans R, cet ensemble admet un plus grand minorant appelé sa borne inférieure et
noté

inf {f(z); x € U} ou inf f(x).

zelU

Le probleme de la minimisation de f dans U consiste a chercher un point a solution du
probleme

(P) aclU et fla) =inf{f(z); x € U}.

On distingue naturellement les notions locales et globales de solutions dans les sens
suivants :

Définition 103. Soit ) un sous-ensemble non vide de R"™, f une fonction définie dans 2
a valeurs dans R, U un sous-ensemble de ) et a un point de U. On dit que a est un point
de minimum

1 - global (ou absolu) de f dans U si f(x) > f(a) pour tout v € U,

2 - local (ou relatif) de f dans U s’il existe un voisinage V' de a dans R™ tel que f(x) >
f(a) pour tout x € VNU,

3 - global (ou absolu) strict de f dans U si f(x) > f(a) pour tout x € U, x # a,

4 - local (ou relatif ) strict de f dans U s’il existe un voisinage V' de a dans R™ tel que
f(x) > f(a) pour tout z € VNU, x # a.

Pour la notion 1 on dit aussi que a est une solution globale du probleme (P) ou (par
abus de langage) que a est un minimum global de f dans U.
De méme pour les notions 2, 3, 4.

Enfin on a écrit ici un probleme de minimisation. Tout peut étre réécrit de facon similaire
pour un probleme de maximisation et maximiser une fonction revient & minimiser son
opposée.

Par extremum on entendra minimum ou maximum.

Dans ce chapitre 6 on va donner des conditions nécessaires et des conditions suffisantes
d’existence d’extremum dans le cas ou U est un sous-ensemble ouvert général de R™; les
conditions nécessaires portent sur ’équation d’Euler V f(a) = 0 et les conditions suffisantes
portent sur la positivité de la matrice hessienne H f(a).

Dans ces problemes d’optimisation de f dans U, on dit en général que U est I’ensemble
des contraintes. Mais dans le cas particulier ou U est ouvert, on dit souvent, par analogie au
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cas modele U = R", que le probleme d’optimisation est sans contrainte et que les extrema
éventuels sont [ibres.
Pour terminer ce chapitre, on rappellera le théoreme de Weierstrass qui donne une condi-

tion suffisante d’existence d’extremum dans le cas ou U est un sous-ensemble fermé général
de R™.

Dans les chapitres 7 et 8 suivants on s’intéressera a des ensembles de contraintes U
particuliers : le cas ou U est convexe et le cas ou U est de la forme

U={z€Qg(x)=0,i=1,...,p}

ou les g; sont des fonctions définies dans 2 a valeurs dans R. Dans ce dernier cas on dit
que le probleme d’optimisation est avec contraintes égalité et que les extrema éventuels
sont [iés.

Enfin dans le chapitre 9 on donnera quelques applications dans le cadre de fonctions f
de type quadratique.

Du point de vue terminologie, on dit aussi que le probleme d’optimisation (P) est un
probleme de programmation.

1. Optimisation dans un ouvert :
conditions nécessaires d’Euler (d’ordre 1) et de Legendre (d’ordre 2)

On donne d’abord la condition nécessaire classique d’existence d'un extremum local
portant sur ’annulation des dérivées partielles d’ordre un :

Théoreme 104. (Condition nécessaire : équation d’Euler) Soit U un sous-ensemble ouvert
de R™, f une fonction définie dans U a valeurs dans R et a un point de U. Si

1 - f est différentiable en a,

2 - a est un point d’extremum local de f dans U,
alors nécessairement a est un point critique (ou stationnaire) de f, c’est-a-dire vérifie
I’équation d’Fuler

Vf(a) =0.

L’équation (vectorielle) d’Euler V f(a) = 0 correspond aux n équations (scalaires)

of
8xi

(a) =0, i=1,...,n.

Démonstration. Soit h fixé dans R". Par la formule de Taylor-Young d’ordre un, c’est-
a-dire la définition de la différentiabilité de f en a, on a pour ¢ réel petit

fla+th) = f(a) + df (a)(th) + [[th] e(th)
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ol ¢ est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R", continue en 0 et nulle en 0.
Si a est par exemple un point de minimum local de f dans U, il existe r > 0 tel que
pour |t| <7 on ait f(a+th) > f(a). Ainsi pour t petit

df (a)(th) + |[th|| e(th) > 0.
Par suite d’une part pour ¢ > 0 petit
df (a)(h) + [[h]| (th) = O
et d’autre part pour ¢ < 0 petit
—df(a)(h) + ||h][e(th) = 0.

Comme ¢ est continue en 0 et nulle en 0, on en déduit que +df(a)(h) > 0.
Ainsi df (a)(h) = 0. Ceci ayant lieu pour tout A € R", on en déduit que df (a) = 0, soit
aussi que Vf(a) =0. o

Remarque. Le fait que U soit ouvert est essentiel. Ainsi par exemple

- pour la fonction f définie dans R par f(z) = z, le point 1 est un point de maximum
global dans [0, 1] mais n’est pas un point critique puisque f'(1) =1,

- pour la fonction f définie dans R? par f(z,y) = x + v, le point (1,1) est un point de
maximum global dans [0, 1] x [0, 1], mais n’est pas un point critique puisque 8_£(1’ 1)=1.
Remarque. La condition d’Euler est nécessaire, mais non suffisante. Ainsi par exemple

- pour la fonction f définie dans R par f(z) = 23, le point 0 est un point critique mais
n’est pas un point d’extremum puisque f(—z) < f(0) < f(x) pour tout x > 0,

- pour la fonction f définie dans R? par f(z,y) = 2 — y?, le point (0,0) est un point
critique de f mais n’est pas un point d’extremum.

Par contre on verra dans le chapitre suivant que si 'ouvert U est de plus convexe et la
fonction f convexe, alors la condition nécessaire d’Euler V f(x) = 0 est suffisante pour que
a soit un point de minimum local et méme global de f dans U.

Mise en ceuvre pratique du théoréme ??. La condition nécessaire d’Euler permet de
mettre en évidence les points a de U qui sont d’éventuels points d’extremum de f dans
I'ouvert U et pratiquement on commencera par la résolution de 1’équation d’Euler

of
afﬂi

Mais il ne faut pas perdre de vue que cette condition d’Euler n’est qu'une condition
nécessaire. Si I'on veut affirmer que les points critiques mis en évidence par cette condition
nécessaire correspondent bien a un maximum ou un minimum relatif de la fonction f dans
I’ensemble U, et si I'on ne peut pas appliquer les conditions suffisantes que 1’on verra plus
loin permettant d’affirmer qu'un point critique de f dans U est bien un extremum de f
dans U, il faudra compléter cette condition nécessaire par une étude locale directe.

(@) =0 i=1,...,n.
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Exemple. On s’intéresse aux extrema dans R? de la fonction f définie par f(z,y) =
ot oyt 41

La fonction f étant différentiable dans R?, on cherche les extrema éventuels (z,y) dans
(I'ouvert) R? par la résolution de I’équation d’Euler

of

a_x(x7y):0 41‘3:()
of soit

95 _ 4> =0
3y (z,y) =0

Ainsi f a un seul point critique qui est le point (0,0) et qui est donc le seul point
d’extremum éventuel.

Or f(0,0) = 1 et f(z,y) > 1 pour tout (z,y) € R? (x,y) # (0,0). On en déduit que
(0,0) est un point de minimum global strict de f dans R?, et que c’est le seul extremum
de f dans R2. o

Exemple. On s’intéresse aux extrema dans ]O,g[x]o, g[ de la fonction f définie par

f(x,y) = sin(z +y).

La fonction f étant différentiable dans R?, on cherche les extrema éventuels (x,y) dans
7r T
—Ix10. =
) 2 [ ] ) 2 [ -
critiques sont les points de |0, 5[

I'ouvert |0 par la résolution de I’équation d’Euler cos(z+y) = 0. Ainsi les points

x]0, g[ tels que = +y = g + k7 pour k entier relatif,

N . ™
c’est-a-dire © +y = 5

Or f(z,y)=1lsiz+y= g et f(x,y) <1 pour tout (z,y). On en déduit que les points

(x,y) €]0, I[><]O, g[ tels que x +y = g sont des points de maximum global de f dans

2
10, g[x]o, g[ et que ce sont les seuls extrema de f dans |0, g[x]o, g[ o

Si f est deux fois différentiable, on peut ajouter a cette premiere condition nécessaire
d’ordre 1 d’Euler, une deuxieme condition nécessaire d’ordre deux portant sur la positivité
de la matrice hessienne.

Proposition 105. (Condition nécessaire de Legendre) Soit U un sous-ensemble ouvert de
R", f une fonction définie dans U a valeurs dans R et a un point de U. Si

1 - f est deux fois différentiable en a,

2 - a est un point de minimum (resp. maximum) local de f dans U,
alors nécessairement

1 - a est un point critique de f, c’est-a-dire vérifie I’équation d’Euler

Vf(a) =0,

2 - Hf(a) est une matrice semi-définie positive (resp. négative), c¢’est-a-dire vérifie la
condition de Legendre

< Hf(a)h,h >>0 (resp. <0) pour heR".
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Démonstration. Soit h fixé dans R". Par la formule de Taylor-Young d’ordre deux, on a
pour ¢ réel

Flat th) = F(a) +dF(@)(th) + 5 f(a)(th, th) + ||th][*=(th)

ol € est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R", continue en 0 et nulle en 0.

Si a est par exemple un point de minimum local de f dans U, il existe » > 0 tel que pour
[t| < r onait f(a+th) > f(a); de plus df (a)(th) = 0 par la condition nécessaire d’ordre
un précédente, donc

1
§d2f(a)(th,th) + ||th||* e(th) > 0.
Par suite 1
§ff@MhJ0+ﬂhW€@h)207

et comme ¢ est continue en 0 et nulle en 0, on en déduit que d*f(a)(h,h) > 0, soit aussi
< Hf(a)h,h >> 0. o

Remarque. La condition nécessaire que 'on vient de mettre en évidence n’est pas suffi-
sante pour l'existence d'un extremum local. Par exemple

- pour la fonction f définie dans R par f(z) = 23, ona f/(0) = 0 et f”(0) = 0; cependant
le point 0 n’est pas un extremum local,

- pour la fonction f définie dans R? par f(z,y) = 23 + y?, le point (0,0) est un point
critique puisque g—i(0,0) = 2—5(0,0) = 0 et de plus Hf(0,0) est semi-définie positive

puisque
0 0
nroo-[8 9]

Cependant le point (0, 0) n’est pas un extremum local pour f dans R? puisque par exemple
f(==z,0) < f(0,0) < f(z,0) pour tout = > 0.

2. Optimisation dans un ouvert : conditions suffisantes fortes de Legendre

Compte-tenu de la remarque précédente, on est donc conduit, pour obtenir une condition
suffisante pour I'existence d’un extremum local, a faire une hypothese plus forte sur la semi-
positivité de la matrice hessienne de f dans un voisinage du point a (cf. proposition ?7?)
ou sur la positivité de la matrice hessienne de f au point a (cf. proposition ?7).

Proposition 106. (Condition suffisante forte de Legendre 1) Soit U un sous-ensemble
ouvert de R™, f une fonction définie dans U a valeurs dans R et a un point de U. S’il
existe un voisinage ouvert V. de a contenu dans U tel que

1 - f est deux fois différentiable dans V,

2-Vf(a) =0,

3 - Hf(z) est une matrice semi-définie positive (resp. négative) pour x € V,
alors a est un point de minimum (resp. mazimum) local de f dans U.
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Démonstration. V' contient une boule de centre a.
Par la formule de Taylor-Lagrange d’ordre deux, pour tout h dans cette boule il existe
6 €0, 1] tel que

1
fla+h) = f(a) +df(a)(h) + Ede(a +60h)(h,h).
Par suite, pour h dans cette boule, on a

fla+h) = f(a) =0

et donc a est un point de minimum local de f dans U. o

Exemple. Soit la fonction f définie dans |0, g[x]O, g[ par f(z,y) = sin(x +y). Ses points

. T
critiques sont tels que x +y = 5 et de plus

. 1 1
Hf(l‘7y):_81n(x+y) |:1 1:|
. / . /7 . 7-(- 7T
est semi-définie négative pour tout (x,y) €]0, §[><]O, 5[
T T T

On retrouve ainsi que les points critiques (z,y) €]0, 5[ 10, 5[ tels que x +y = B sont
des points de maximum local de f dans |0, g[ 10 g[ comme de plus f(z,y) <1 que ce
sont des points de maximum global. o

Proposition 107. (Condition suffisante forte de Legendre 2) Soit U un sous-ensemble
ouwvert de R™, f une fonction définie dans U a valeurs dans R et a un point de U. Si

1 - f est deux fois différentiable en a,

2-Vf(a)=

3 - Hf(a) est une matrice définie positive (resp. négative),
alors a est un point de minimum (resp. maximum) local strict de f dans U.

Démonstration. Comme on I’a vu dans le corollaire ?? du chapitre 2, si la matrice H f(a),
c’est-a-dire aussi la forme quadratique associée d*f(a) (h,h) =< Hf(a)h,h >, est définie
positive, alors il existe m > 0 telle que pour tout h € R"

df(a) (h,h) = m||h|

Par la formule de Taylor-Young d’ordre deux, on a pour h de norme petite

fla+h) = f(a) +df(a)(h) + %dzf(a)(h, h) + [|R||* e(h)

ou ¢ est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R", continue en 0 et nulle en 0,

et par suite
m

flath) = fla) > (5 — e IAP

m
Or par la propriété de € en 0, il existe d > 0 tel que |e(h)| < - pour R < 6.
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Ainsi pour ||| < on a
fla+h)— f(a) >0
et donc a est un point de minimum local strict de f dans U. o

Exemple. Soit la fonction f définie dans R? par f(x,y) = z* + y* — 2z. Son seul point
critique est le point (1,0) et de plus

qui est définie positive.

Donc le point critique (1, 0) est un point de minimum local strict de f dans R?, et comme
flz,y) =(x—1)*+9y*—1> —1= f(1,0), il est global. Enfin comme il n’y a qu'un point
critique, il est le seul extremum de f dans R2. o

Remarque. Il n’existe pas de réciproque a ces deux résultats. Ainsi par exemple le point
(0,0) est un point critique de la fonction f définie dans R? par f(z,y) = z* + y* et la
matrice hessienne H f(0,0) est la matrice nulle (donc non définie positive). Cependant ce
point (0,0) est un point de minimum global strict de f dans R? car f(0,0) < f(z,y) pour

tout (x,y) # (0,0).

On rappelle que la matrice hessienne H f(a) (qui est symétrique) est définie positive
(resp. négative) si et seulement si ses n valeurs propres sont > 0 (resp. < 0). Dans ce cas si
a est de plus un point critique de f, alors il est un point de minimum (resp. maximum) local
de f dans U. Par contre si le point a est un point critique et si la matrice hessienne H f(a)
n’a pas de valeur propre nulle, mais a au moins une valeur propre > 0 et une valeur propre
< 0, alors a n’est pas un extremum local, mais un point appelé point-col ou point-selle
local.

Plus précisément dans le cas de la dimension n = 2, on peut écrire :

Corollaire 108. (Cas n=2) Soit U un sous-ensemble ouvert de R* et f une fonction
définie dans U a valeurs dans R, deuz fois différentiable en un point critique a de U. On
pose

0 f 0 f 0% f 0 f
@(CL} =T, axay(a> - ayax(a) =3 8_y2(a) =t

1-8irt—s%>0, alors a est un point d’extremum local strict de f dans U, minimum
sir >0 (out>0) et marimum sir <0 (out <0).

2 - Sirt—s? <0, alors a n'est pas un point d’extremum local de f dans U mais un point
col local de f dans U : il existe hy et ho € R™ avec < hy,hy >= 0 tels que pour t € R,
t # 0 petit on ait f(a+thy) < f(a) < f(a+ ths).

3 - Sirt —s%=0, alors on ne peut rien dire de général pour a.
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Démonstration. Le nombre rt — 52 est le produit des deux valeurs propres A; et Ay de la
matrice hessienne H f(a).

1 - La conclusion 1 est une conséquence de la proposition ?? et de la caractérisation des
matrices définies positives de taille (2,2).

2 - Soit hy et hy des vecteurs propres associés aux valeurs propres A\; < 0 et Ay > 0
respectivement avec < h;, h; >=1sii =1, 2 et < hy, hy >= 0. Par la formule de Taylor-
Young d’ordre deux, on a pour ¢ réel petit

ol € est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R?, continue en 0 et nulle en 0.

Ainsi a n’est pas un point d’extremum local de f dans U puisque f(a + thy) < f(a) <
f(a+ thy) pour t € R, ¢t # 0 petit. Ce type de point est appelé un point col local de f
dans U.

3 - Sirt—s?=0, on ne peut rien dire de général pour a. Ainsi par exemple

- si f est la fonction définie dans R? par f(z,y) = 2* — 2, le point (0,0) est un point
critique en lequel rt — s? = 0. Ce point n’est pas un extremum local mais un point col
puisque f(0,y) < f(0,0) < f(x,0) pour tous z et y € R.

- si f est la fonction définie dans R? par f(z,y) = x*+y*, le point (0,0) est point critique
en lequel 7t — s> = 0. Ce point est un minimum global strict car f(0,0) < f(x,y) pour

('Tay) 7é (070) &

Du point de vue géométrique soit S la nappe de R? d’équation z = f(z,y) pour (z,y) € U
et soit @ un point critique de f. Le plan d’équation z = f(a) est tangent a S au point
(a, f(a)), et au voisinage de S

-sirt —s%2>0etr >0, alors S est située au-dessus du plan tangent,

-sirt—s2>0etr <0, alors S est située au-dessous du plan tangent,

-sirt —s? <0, alors S traverse le plan tangent,
si 1t — s2 = 0, alors on ne peut rien dire de général.

Exemple. On s’intéresse aux extrema dans U = {(z,y) € R* z > 0,y > 0} de la
2
fonction f définie dans U par f(z,y) =z +y + —-
Yy

Comme U est ouvert, on cherche les extrema éventuels (z,y) de f dans U par la résolution
de I’équation d’Euler

of B 2
%(%9) 1—@—0
%(%y)_l—x—?ﬂzo

Ainsi f a un seul point critique qui est le point a = (v/2, v/2).

Or avec les notations du corollaire r = 2%, 5 = 2’§, et t = 23, donc rt —s? > 0 et r > 0.

On en déduit que (3/2,v/2) est un point de minimum local strict de f dans R?, et que
c’est le seul extremum de f dans R?.
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Résumé : mise en ceuvre pratique de la recherche d'un extremum de f dans I’ou-
vert U :
1 - on cherche les éventuels extrema a par la résolution de I’équation d’Euler V f(a) =0
(condition nécessaire du théoreme ?7),
2 - on cherche si ces points critiques sont des extrema :
2-1 - soit par la positivité de la matrice hessienne (conditions suffisantes des proposi-
tions 77 et 77, et corollaire 77 si n=2),
2-2 - soit par une étude directe locale du signe de f(z) — f(a).

3. Optimisation dans un fermé : condition suffisante de Weierstrass

L’un des plus anciens théoremes d’existence d’une solution d’un probleme d’optimisation
est le théoreme de Weierstrass déja démontré dans les corollaires 77 et 77 du chapitre 2 :

Théoréme 109 (Théoréeme de Weierstrass). Soit U un sous-ensemble non vide de R™
et f une fonction définie dans U a valeurs dans R. Si

1 -U est fermé dans R",

2 - f est continue dans U et de plus coercive lorsque U n’est pas borné,
alors il existe au moins un point de minimum global de f dans U.

Autrement dit f(U) est minoré dans R et il existe au moins un a € U tel que
fa) = inf {f(x); = € U},

Démonstration. Dans le cadre de la minimisation qui nous intéresse ici, on donne une
démonstration (légérement) différente de celle donnée pour le corollaire ?? du chapitre 2
et reposant sur la notion de suite minimisante, dans le cas ou U est fermé et borné dans
R™.

1 - Si le sous-ensemble f(U) n’est pas minoré dans R, il existe une suite (), de points de
U telle que f(x) < —k pour tout k. Comme U est fermé et borné, il existe une sous-suite
(z,); qui converge vers un point z de U. Comme f est continue en z, la suite (f(zx;));
converge vers f(x), donc est bornée, en particulier minorée. Ce qui est en contradiction
avec I'hypothese faite sur la suite (f(zx,));.

2 - L’ensemble f(U) étant non vide et minoré, il admet une borne inférieure. Soit (z)g
une suite minimisante pour f dans U, c’est-a-dire une suite de points de U telle que
]}erolo f(zx) = inf {f(z); x € U}, cette suite existant par définition de la borne inférieure
inf {f(z); x € U}.

Comme U est fermé et borné, il existe une sous-suite (y,); qui converge vers un élément
a de U. Comme f est continue en a, la suite (f(zx,)); converge vers f(a).

Or ll}m flzy,) = kh_}m f(zx), donc f(a) =inf {f(x); x € U}. o

On a un résultat correspondant pour la maximisation de f en passant a —f.
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On va s’intéresser dans les deux chapitres suivants a des contraintes particulieres. Au-
paravant pour terminer ce chapitre on fait la remarque suivante :

Remarque (générale concernant la répartition d’extrema éventuels).
Tout d’abord si U est un sous-ensemble quelconque de R"”, la réunion de tous les ouverts

de R™ contenus dans U est le plus grand ouvert de R" contenu dans U ; il est noté U et
appelé intérieur de U. Il peut étre vide.

Les points de U en lesquels la fonction f peut présenter un extremum sont donc a
chercher parmi

1 - les points du bord U\ U, (ce sera en général un probleme d’optimisation avec
contraintes d’égalité tel qu’'on le verra dans le chapitre 8),

2 - les points de l'intérieur U en lesquels f est différentiable et qui sont critiques pour f
(c’est un probléme d’optimisation dans un ouvert tel qu’on vient de le voir),

3 - les points de l'intérieur U en lesquels f n’est pas différentiable.

Si on est dans les conditions particulieres d’application du théoreme de Weierstrass pour
lesquelles il existe effectivement au moins un point de minimum global de f dans U et
au moins un point de maximum global, on pourra ensuite comparer les différentes valeurs
prises aux différents points candidats trouvés, ce qui permettra de déterminer le ou les
points qui donnent les extrema globaux de la fonction dans U.

On donne un exemple simple pour illustrer cette remarque générale :

Exemple. On cherche les extrema dans U = {(z,y) € R?; z* + y* < 2} de la fonction f
définie dans R? par f(z,y) = 22> + y* + 1.

L’ensemble U étant fermé et borné dans R? (car U est la boule fermée de centre 0 et
de rayon v/2 pour la norme euclidienne) et f étant continue dans R? (car polynomiale), le
théoreme de Weierstrass assure que cette fonction f admet au moins un minimum global
et un maximum global dans U.

On cherche les candidats éventuels d’abord sur le bord qui est la sphere de centre 0 et
de rayon v/2, ensuite dans l'intérieur qui est la boule ouverte de centre 0 et de rayon /2.

Sur le bord 2% + y?> = 2, on se rameéne dans ce cas particulier & un probléme en une
seule variable car f(x,y) = x> + 3 pour x € [—v/2,++v/2]. Ainsi les points (—+/2,0) et
(+4/2,0) sont des points de maximum de f sur le bord de U avec f(+v2,0) = 5, et
les points (0, —v/2) et (0, ++/2) sont des points de minimum de f sur le bord de U avec
£(0,4v2) =3.

A Tintérieur, la fonction f étant différentiable, les extrema éventuels sont a chercher
parmi les points critiques de f. Or (0,0) est le seul point critique et f(z,y) > f(0,0) =1
pour (z,y) € U, (x,y) # (0,0).

En conclusion les points (—v/2,0) et (++/2,0) sont les deux points de maximum global
de f dans U et (0,0) est le seul point de minimum global de f dans U, et il est strict.
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Chapitre 7 - Optimisation convexe

La convexité joue un role crucial et apporte des propriétés importantes dans I’étude des
problemes d’optimisation.

On s’intéresse ici a des problemes d’optimisation pour lesquels I’ensemble des contraintes
U est convexe. Dans ce cas on donne une condition nécessaire par I'inéquation d’Euler, cette
condition nécessaire devenant suffisante si de plus la fonction f est aussi convexe.

Dans ce qui suit les énoncés seront donnés dans le cadre de fonctions convexes et de
minima, mais on a des énoncés correspondant dans le cadre de fonctions concaves et de
maxima.

1. Optimisation dans un convexe : condition nécessaire d’Euler (d’ordre 1)

Proposition 110. (Condition nécessaire pour U convexe : inéquations d’Euler) Soit
un sous-ensemble ouvert de R™, f une fonction définie dans € a valeurs dans R, U un
sous-ensemble convexe de ) et a un point de U. Si

1 - f est différentiable en a,

2 - a est un point de minimum local de f dans U,
alors a vérifie nécessairement les inéquations d’Euler

<Vf(a),r —a>>0 pour tout x € U.

Démonstration. Soit x un point quelconque de U qu’on écrit x = a + h. L’ensemble U
étant convexe, les points a+th appartiennent a U pour t € [0, 1]. Comme f est différentiable
en a, on peut écrire

fla+th) = f(a) = df(a) (th) + [[th|| e(th) = t(df (a) (h) + [|h[| £(th))
ou ¢ est une fonction définie dans un voisinage de 0 dans R”, continue en 0 et nulle en 0.
Alors df (a) (h) est nécessairement > 0, sans quoi la différence f(a + th) — f(a) serait

< 0 pour t > 0 suffisamment petit.
Ainsi nécessairement df (a) (x — a) > 0 pour z € U. o

Remarque. Si le sous-ensemble U est un sous-espace vectoriel, les inéquations d’Euler
deviennent les équations d’orthogonalité < V f(a),z >= 0 pout tout = € U.

Remarque. Si le sous-ensemble convexe U est ouvert, les inéquations d’Euler deviennent
les équations < V f(a),x >= 0 pout tout x € R", c’est-a-dire V f(a) = 0; on retrouve bien
évidemment 1’'équation d’Euler qui est une condition nécessaire pour U ouvert quelconque.
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2. Optimisation pour une fonction convexe dans un convexe :
condition nécessaire et suffisante d’Euler (d’ordre 1)

Si de plus la fonction f est convexe, la condition nécessaire précédente devient suffisante.
On va d’abord montrer que dans ce cas on peut aussi s’affranchir du caractere local de
I’extremum et obtenir I'unicité de I'extremum.

Proposition 111. Soit U un sous-ensemble convexe non vide de R"™ et f une fonction
convexe définie dans U a valeurs dans R.

1 - Sia est un point de minimum local de f dans U, alors a est un point de minimum
global de f dans U.

2 - Si f est strictement convexe dans U, alors il existe au plus un point de minimum
global de f dans U (qui est donc un minimum global strict s’il existe).

3 - Sl n’est pas vide, 'ensemble des minima globaux de f dans U est un sous-ensemble
convexe de U.

Démonstration. 1 - Soit @ un point de minimum local de f dans U.
Soit & un point quelconque de U qu’on écrit sous la forme x = a+ h. D’apres la convexité
de f,onapour 0 <t <1

fla+th) < (1—t) fla) + 1t f(a+h),
soit
fla+th)— f(a) <t(f(a+h)— f(a)).

Comme a est un point de minimum local de f dans U, il existe ¢t > 0 tel que f(a) <
f(a+th), ce qui implique que

0< fla+h)— f(a).

Ceci ayant lieu pour x = a + h quelconque dans U, c¢’est que a est un point de minimum
global de f dans U.

2 - Siaetad €U sont deux points distincts de minimum global de f dans U, alors pour
0 <t <1lepoint ta+ (1 —t)a’ € U et vérifie

flta+ (1 —=t)a’) <tf(a) + (1 —-1)f(a') = f(a)

ce qui contredit la définition de a comme point de minimum global de f dans U.
3-Siaetad €U sont deux points de minimum global de f dans U, alors pour 0 < ¢ <1
le point ta + (1 — t)a’ € U et vérifie

flta+ (1 —t)a) < fla) + (1 —=1)f(d') = f(a)

Donc nécessairement f(ta + (1 —t)a’) = f(a) et par suite le point a + (1 — t)a’ est aussi
un point de minimum global de f dans U. o
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Dans le cas différentiable, on peut caractériser les points de minimum de la fagon sui-
vante :

Corollaire 112. (Condition nécessaire et suffisante pour U conveze et f conveze : inéquations
d’Euler) Soit 0 un sous-ensemble ouvert de R™, U un sous-ensemble conveze de ), f une
fonction convexe définie dans 2 a valeurs dans R et a un point de U.

Si f est différentiable en a, les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1 - a est un point de minimum local de f dans U,

2 - a est un point de minimum global de f dans U,

3 - a vérifie les inéquations d’Euler < V f(a),z —a >> 0 pour tout x € U.

Démonstration. 1 - Si a est un point de minimum local de f dans U, alors il est un point
de minimum global de f dans U d’apres la proposition ?7.

2 - Si a est un point de minimum global de f dans U, alors il vérifie nécessairement les
inéquations d’Euler d’apres la proposition ?? (sans supposer f convexe).

3 - Inversement si f est convexe dans U et différentiable en a, alors nécessairement pour
x €U ona

f(x) = fla) 2< Vf(a),x —a>

comme on I’a montré dans la démonstration de la condition nécessaire de la proposition 77
du chapitre 5.

Par suite si < Vf(a),z —a >> 0 pour tout x € U, alors a est un point de minimum
global de f dans U.

Plus précisément si U est de plus ouvert, on peut caractériser le point de minimisation
par I’équation d’Euler :

Corollaire 113. (Condition nécessaire et suffisante pour U ouvert conveze et f conveze :
équation d’Euler) Soit U un sous-ensemble convexe ouvert de R™, f une fonction convexe
définie dans U a valeurs dans R et a un point de U. Si f est différentiable en a, les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

1 - a est un point de minimum local de f dans U,

2 - a est un point de minimum global de f dans U,

3 - a est un point critique de f, c’est-a-dire vérifie ’équation d’Euler V f(a) = 0.

On peut traduire cette propriété localement : si une fonction f définie dans un ouvert U
est convexe (resp. concave) dans une boule centrée en un point critique a, alors elle admet
un minimum (resp. maximum) local en ce point a. En particulier pour n = 2, la surface
de R? représentative de cette fonction, c’est-a-dire la nappe d’équation z = f(z,y) est
située, dans un voisinage du point (a, f(a)), au dessus (resp. dessous) de son plan tangent
d’équation z = f(a) et a lallure de la nappe d’équation z = 2% + y? (resp. z = —z% — 9/?).



88

3. Une application : projection sur un convexe fermé

On donne une application a une situation particuliere concernant la distance d’un point
x & un sous-ensemble U relativement a la norme euclidienne || - ||2. Pour € R™, on appelle
distance (euclidienne) de x a U le nombre noté dy(z) et défini par
dy(z) = inf{||z — u||2; uw € U}.

Il s’agit d’un probleme idéal en optimisation ; on va montrer en effet I'existence, 1'unicité
et une caractérisation du point de U le plus proche de z.

Théoreme 114. Soit U un sous-ensemble convexe, fermé, non vide de R™.

1 - Pour tout x € R™, il existe un et un seul point de U, appelé projection de x sur U et
noté py(x), tel que

|z = pu(@)|l2 = nf{|lz — ullz; w € U}.

En particulier py(x) =x siz € U.

2 - py(x) est Vunique point de U vérifiant les inéquations < x — py(z),u — py(z) >< 0
pour tout u € U.

3 - Pour tous x et y € R", on a ||py(z) —pu@)|l2 < ||z — yl2-

Démonstration. 1 - (Existence et unicité de py(x)) L'existence de py(z) est donnée par
le théoreme de Weierstrass appliqué a la fonction continue et coercive f(u) = ||x — ul|3
et l'unicité de py(z) est donnée par la proposition ?? car cette fonction est strictement
convexe.

2 - (Caractérisation de py(z)) Soit uw € U et t €]0,1]. Comme (1 — t)py(z) + tu € U on
a
Iz —pu(@)l; < llz = (1 =tpu(z) + tw)l; = Iz — pu(z) — tu - po(@))];
= |z —pu(@)l; — 2t <z —py(@),u —py(@) > +t*[lu — pu(@)|l2-
En simplifiant par ||z — py(z)]|3, en divisant par ¢ et en faisant tendre ¢ vers 0 par valeurs
> 0, on obtient < z — py(z),u — py(z) >< 0.

Inversement soit z € U tel que < x — z,u — z >< 0 pour tout u € U. Alors

lz —ull = lz = 2[5 +2 <2 — 2,2 —u>+[lz —ul3 > [z — 3
pour tout u € U, d’ou 'on déduit que z = py(z) par unicité.
3 - (pu est 1-lipschitzienne) En utilisant les inéquations précédentes caractérisant py(z)

et py(y) on a

<z —pu(®),pu(y) —pu(@) ><0  <y—puy),pu(z) —pu(y) ><0.
En sommant ces inégalités et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

lpu(z) = pu)3 << pu(@) = pu(y),2 —y >< po(z) = po)l2llz =yl
d’ou

lpu(@) = pu)ll2 < [z — yllo-
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Remarque. On peut donner d’autres démonstrations de 'existence et de l'unicité de la
projection py ().

Pour l'existence de la projection py(z), on peut montrer qu'une suite minimisante est
convergente non pas en utilisant la propriété de Bolzano-Weierstrass de R™ (toute suite
bornée de R™ contient une sous-suite convergente dans R"™) comme on l'a fait pour le
théoreme de Weierstrass, mais la propriété de Cauchy de R" (toute suite de Cauchy de R™
est convergente dans R™). Pour montrer qu'une suite minimisante (xy); est de Cauchy, on
utilise I'identité du parallélogramme

lz = w3 + 1= + iz = 2(1Il12 + 12

qu'on applique a z =z — xp et y = x — xp,.

Pour I'unicité de la projection py (), on peut aussi utiliser cette identité du parallélogramme
qu’on applique a z = x —p; et y = x — Py si p1 et py sont deux points de U supposés réaliser
le minimum dy (z).

Exemple. Si U = {z € R"; ||z]|2 < 1} alors
pu(z) = « si||z]]y < 1,
x
pu(z) = —— si ||z > 1.
[E41p

En effet tout d’abord la boule unité U est convexe et fermée dans R". Ensuite pour
|zl]]a >1et uwe U, on a

< . s = (Jafa-1) < — GBS
r — U — = Tl — U —
Izl Tl =l Tl
X
= (lell: =) (< o> =1) < (el = Dl = 1) < 0.

Ainsi on a bien py(z) = par la caractérisation de py(x) du théoreme ?7.

]2
Exemple. SiU = {z € R"; 2; >0,i=1,...,n}, alors pour x € R"

(py(x)); =sup(z;,0) i=1,...,n.

(Ce résultat est suggéré en dimension n = 2 en examinant les différents cas de figures)

Tout d’abord I’ensemble U est convexe et fermé dans R™. Ensuite étant donné un élément
quelconque x = (z1,...,x,) de R™ et posant X = (Xy,...,X,,) avec X; = sup(z;,0) pour
1=1,...,n,on a pour tout u € U

i=1 i=1
;<0

Ainsi on a bien py(z) = X par la caractérisation de py(z) du théoreme ?7.

Un cas particulier important est celui ou U est un sous-espace vectoriel de R™.
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Corollaire 115. (projection sur un sous-espace vectoriel) Soit U un sous-espace vectoriel
de R™.
1 - Pour tout x € R™, il existe un et un seul point de U noté py(x) tel que
|2 = pu ()]l = nf{||z — ulls; w € U}.
2 - pu(x) est l'unique point de U vérifiant les égalités < x — py(x),u >= 0 pour tout
u € U; on dit alors que v — py(x) est orthogonal a U et que py(x) est la projection

orthogonale de x sur U.
3 - La fonction py est linéaire dans R"™ avec ||py(x)||2 < ||z||2 pour tout z € R™.

Démonstration. 1 - Un sous-espace vectoriel U de R"™ étant convexe et fermé, on peut
appliquer le théoreme 7?7 de projection sur U.

2 - On sait que py(z) vérifie py(z) € U et < x — py(x),u — py(z) >< 0 pour tout
u € U. En particulier en prenant u = 2py(z) puis u = 0 qui appartiennent a U car U est
un sous-espace vectoriel, on obtient d’abord < z — py(x), py(x) >= 0 et par suite

<x—py(r),u ><0 pour tout u e U.
Puis en changeant u € U en —u qui appartient aussi a U, on obtient bien que nécessairement
<x—py(r),u >=0 pour tout wue€ U,

ce que 'on exprime en disant que x — py(z) est orthogonal a U.
Inversement si z € U et vérifie < x—z,u >= 0 pour tout u € U, alors < x—z,u—z >=0
pour tout u € U car u — z € U. Donc ce z vérifie la caractérisation de la projection py(x).

3 - Soit 1, 10 € R" et t € R.
D’une part py(x1) +tpy(x2) € U car U est un sous-espace vectoriel, et d’autre part pour
u € U, on a, par la bilinéarité du produit scalaire,

<z +txe — (pu(x) + tpu(xe)), u >=< 1 — py(x1),u > +t < x5 — py(z2),u >

qui est nul par la caractérisation des projections py(x1) et py(x2) des points x; et xo.
Donc py(x1) +tpy(xe) = py(x1 +txs) par la caractérisation de la projection py (zq +txs)
du point x; 4 txo, ce qui montre la linéarité de py.
Enfin on a vu de fagon générale que py est 1-lipschitzienne, donc dans la cas particulier
présent elle vérifie ||py(z)|l2 < ||z||2 car 0 € U et py(0) = 0.

Exemple. Si U est un sous-espace vectoriel de R" de dimension p et fi,..., f, une base
orthonormée de U, c’est-a-dire une base de U telle que < f;, fi >=1pouri=1,...,p et
< fi, [; >=0si 1 # j, alors

pule) =) <z fi> fi

Pour vérifier ce résultat, on utilise la caractérisation de py(x) par les égalités d’orthogo-
nalité < z — py(x),u >= 0 pour tout u € U.
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Chapitre 8 - Optimisation sous contraintes égalité

On s’intéresse dans ce chapitre au cas ou ’ensemble des contraintes U est défini par des
égalités de la forme

U={z€Qg(x)=0,i=1,...,p}

ou {2 est un ouvert de R" et g, ..., g, sont des fonctions définies dans (2 a valeurs dans R.
En général, un tel ensemble U n’est pas ouvert, mais par contre il est souvent fermé
(c’est le cas par exemple pour une courbe de R? définie avec une fonction g continue).
C’est pourquoi la condition nécessaire d’extremum libre donnée par I’équation d’Euler du
théoreme 77 du chapitre 6 ne s’applique certainement pas en général.
Dans ce cas on parle d’extremum /i€ par les contraintes g;(z) = 0,7 =1,...,p qui sont
aussi appelées les liaisons.

1. Optimisation sous contraintes égalité :
condition nécessaire de Lagrange (d’ordre 1)

On donne d’abord la condition nécessaire suivante qui fait intervenir les dérivées premieres
de f par l'intermédiaire des multiplicateurs de Lagrange :

Théoréme 116. (condition nécessaire : multiplicateurs de Lagrange) Soit Q un sous-
ensemble ouvert non vide de R™, U le sous-ensemble de 2 défini par

U={2€Q;g(r)=0,1=1,...,p}

ot gi,...,gp sont des fonctions définies dans 1 a valeurs dans R, f une fonction définie
dans ) a valeurs dans R et a un point de U. Si

1 - a est un point d’extremum local de f dans U,

2 - f est différentiable en a,

3 - q1,...,gp sont de classe C' au voisinage de a,

4 - Vagi(a),...,.Vgy(a) sont linéairement indépendants,
alors nécessairement il existe p réels \i,...,\,, définis de facon unique, tels que

Vf(CL) = )\1Vgl (CL) + ...+ )\pvgp(a)-

Si les p vecteurs Vg (a),...,Vg,(a) sont linéairement indépendants, c’est-a-dire si la ma-
trice (Jg(a))”, transposée de la matrice jacobienne de la fonction g = (g1, ..., g,), est de
rang p, on dit que les contraintes sont qualifiées au point a.

Les réels Aq,...,\, tels que

Vf(a) =M MVagl(a)+ ...+ A\Vgy(a)

sont appelés les multiplicateurs de Lagrange associés au point d’extremum lié a et I’équation
(vectorielle) V f(a) = MV gi(a)+...4+X,Vg,(a) est appelée I"équation de Lagrange associée;
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elle correspond aux n équations (scalaires)

af 0g1 0g
=\ Ap P =1,.
Démonstration. En supposant que les p vecteurs Vg (a), ..., Vg,(a) sont linéairement

indépendants (c’est-a-dire I'hypotheése 4 de qualification), on peut se ramener & une mini-
misation sans contrainte grace au théoreme des fonctions implicites.
Pour simplifier on fait la démonstration dans le cas p = 1 pour une seule contrainte

dg
notée g et on suppose que Vg(a) # 0, par exemple que 8_( a) # 0.

En notant x € R” sous la forme z = (2, z,,) avec 2’ (:L‘l, oy Tyq) ER" et z, €R,
le théoreme des fonctions implicites assure qu’il existe un Voisinage ouvert V'’ de o’ dans
R”~!, un voisinage ouvert V,, de a,, dans R avec V' x V,, C Q et une fonction ¢ de V' dans
V,, tels que

(x’,/:zn) eV'xV, eV /
g(x',x,) =0 T, = p(z).
De plus la fonction ¢ est de classe C! dans V’ avec pouri =1,...,n —1let 2’ € V'

L o) + (0 o) 5 a) = .

On définit alors la fonction F dans 'ouvert V’ de R"™! & valeurs dans R par

F(a') = f(a', o(2)).
Cette fonction est différentiable en a’ avec pour i =1,...,n—1
oF of of
De plus si a est un point de minimum relatif pour f dans U, alors le point a’ est un point

de minimum relatif pour F' dans V’. En effet, quitte a remplacer V' et V,, par des ouverts
plus petits, on a

f(a) < f(x) pour x € V' xV,.
Ainsi
fld, o)) < f(o, (') pour 2’ €V,
soit
F(d) < F(2') pour 2’ € V'

Comme V"’ est un ouvert de R"~!, la condition nécessaire d’Euler assure que (a)=0

pour z =1,...,n — 1, soit d’apres ’expression de ces dérivées partielles

0 0 19
81{( ) = ax‘i( )(8%1(@)) 82(@) pour i=1,...,n— 1.
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. - : : 0 0 -1
Cette relation étant trivialement vraie pour ¢ = n, en posant A = / (a) ( J (a)) on

or,, or,,
a donc la relation annoncée
Vf(a) =AVg(a)
avec un multiplicateur de Lagrange .
Dans le cas général on obtient p multiplicateurs de Lagrange et leur unicité est assurée
par I'indépendance des gradients Vg, (a)....,Vg,(a) des contraintes. o

Remarques. (sur 'hypothese 4 de qualification des contraintes)

1 - Si p =1, cette hypothese de qualification signifie que Vg;(a) # 0.

2 - Si I’hypothese de qualification pour p contraintes est satisfaite, alors p < n, c’est-a-
dire il y a moins de contraintes que de variables.

3 - Si ’hypothese de qualification en un point d’extremum lié a n’est pas satisfaite, il se
peut qu’il n’existe pas de multiplicateurs de Lagrange.

Ainsi par exemple soit f(z,y) = x et la contrainte g(x,y) = 22+ y? = 0. L’ensemble des
contraintes U est réduit au point (0,0) et en ce point on a Vg(0,0) = (0,0) et V£(0,0) =
(1,0). Ainsi il n’existe pas de A tel que Vf(0,0) = AVg(0,0). Dans ce cas il n’existe donc
pas de multiplicateur a cause de la dégénérescence de la contrainte au point (0, 0).

4 - ’hypothese de qualification en un point d’extremum lié a est une condition suffisante
pour qu’il existe des multiplicateurs, mais elle n’est pas nécessaire.

Ainsi par exemple soit f(z,y) = x? + y* et les contraintes g;(z,y) = 22 +y = 0
et go(z,y) = 2* +y = 0. Le point (0,0) de I'ensemble des contraintes U est le point
de minimum global de f dans U. Les contraintes ne sont pas qualifiées en ce point car
Vg1(0,0) = Vg(0,0) = (0,1) et comme Vf(0,0) = (0,0), on peut cependant écrire

V£(0,0) = AVg1(0,0) — AVg5(0,0).

5 - L’hypothese de qualification porte sur le point de minimisation a qui est en pratique ce
que I’on cherche et est donc a priori inconnu. Mais en général on aura toujours a considérer
des ensembles de contraintes dont tous les points sont des points de qualification.

Autre formulation de I’équation de Lagrange.
Le lagrangien du probleme de minimisation de f dans l’ensemble des contraintes U =
{r €Q; gi(x)=0,i=1,...,p} est la fonction L définie dans 2 x RP par
L(z,\) = f(x)— < A\ g(x) >
c’est-a-dire

L(z,A) = f(x) = Agi(z) — ... = Apgp()
siA= (L., \).

En particulier on a les trois identités

L(z,\) = f(x) pour z € U, A € RP,
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L

g—xi(x,)\):g—i(x,)\)—)\lgi(x)—...—)\pgii(x) pour € Q, AR i=1...,n

oL b

a(w,)\):—gj(a:) pour x € Q, NeRP j=1,...p.
j

Ainsi

(a,\) € A x RP — (a,\) e U x RP
VL(a,\) =0 V.L(a,\) =0

ou VL(-,-) est le gradient de L dans les n + p variables (z,A) de Q@ x RP et V,L(-, \) est
le gradient de L(-, \) dans les n variables x de 2 pour A\ € R? fixé.

Par conséquent la condition nécessaire de Lagrange peut étre exprimée de fagon équivalente
sous forme de point critique du Lagrangien L sous la forme suivante :

Théoréme 116°. (condition nécessaire : condition d’Euler pour le Lagrangien)

Avec les notations et hypotheses du théoréme 77, alors nécessairement il existe un X € RP
défini de fagon unique, tel que (a, \) soit un point critique de L dans Q x RP, c’est-a-dire
vérifie ’équation d’Euler

VL(a,\) = 0.

Mise en ceuvre pratique du théoréme 116’. Pratiquement on cherchera d’abord les
points de qualification a des contraintes, puis parmi ces points a on cherchera a mettre en
évidence les éventuels points d’extremum a de f dans U en cherchant les points critiques
(a, A) du lagrangien L dans Q x R? par la résolution des équations d’Euler-Lagrange : on
écrit que les n + p inconnues a; pour ¢ = 1,...,n et A\; pour j = 1,...,p sont solutions du
systeme de n + p équations

( 9of 991 9y
@) =)= =N = 0
8371 (CL) 1 a$1 (CL) P&xl (CL)
of 99, o9y
- A — = =0
axn (a) 1 axn (a> paxn (CL)
gi(a) = 0
\ gp(a) = 0.
On notera que c’est la transposée (J g(a))Tde la matrice jacobienne de la fonction g =
(g1,--.,9p) qui intervient et non la matrice jacobienne Jg(a) elle-méme.
La contrepartie de la prise en compte de la contrainte g(z) = (g1(z),...,g,(x)) = 0 est

donc la résolution d’'un systeme plus gros que celui associé sans contrainte. En effet on ne
peut pas se dispenser de calculer le vecteur A = (A1,..., ;) de R? méme si, comme c’est
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fréquemment le cas, on ne s’intéressera qu’aux seuls extrema éventuels a de f dans U,
I'inconnue A\ apparaissant alors simplement comme un intermédiaire nécessaire de calcul.

Il ne faut pas perdre de vue que les conditions ci-dessus ne sont que des conditions
nécessaires sur a pour que a soit un extremum de f dans U. Si 'on veut affirmer que les
points a mis en évidence par ces conditions nécessaires correspondent bien a un maximum
ou un minimum relatif a de la fonction f dans I’ensemble des contraintes U, et si I’'on ne
peut pas appliquer les conditions suffisantes que 'on verra plus loin, il faudra compléter
ces conditions nécessaires par une étude locale.

Exemple. (contraintes égalité) On cherche les extrema de f(z) = z1 + ... + x, dans R”
sous la contrainte 3 + ...+ 22 = 1, autrement dit on cherche les points d’extremum de la
fonction f dans le sous-ensemble U = {x € R™; g(z) = 0} ou g est la fonction définie dans
R" par g(z) =22 + ...+ 22 — 1.

Tout d’abord comme f est continue dans R™ et que la sphere unité U est fermée bornée,
il existe au moins un point qui est un point de minimum global de f dans U et un point
qui est un point de maximum global de f dans U.

Comme Vg(z) = 2z, ce vecteur est non nul pour z € U. Par conséquent tous les points
de U sont des points de qualification de la contrainte et les conditions du théoreme de
Lagrange sont satisfaites.

On cherche donc les éventuels points d’extremum x de f dans U en cherchant les points
critiques (x,\) du lagrangien L(z,\) = f(z) — Ag(z) dans R" x R par la résolution des
équations d’Euler pour L dans R” x R

1—2)@71 = 0
1—-2Xz, = O
4. +22-1 = 0.

Ces équations d’Euler ont pour solutions

(;1::—%(1,...,1),A:—@) ot (a::+%(1,.‘.,1),xz+\/—ﬁ).

Ainsi nécessairement, si a est un point d’extremum de f dans U, alors a = —

Or f(—i(l,...,l)) = —/n et f(+%(1,...,1)) = +/n et comme il existe au

moins un point qui est un point de minimum global de f dans U et un point qui est un
point de maximum global de f dans U, on en déduit que

n

sur la sphere 23 + ... + 22 = 1,

- le point — (1,...,1) est I'unique point de minimum global strict de =1 + ... + z,



96

1
- le point +T(1, ..., 1) est I'unique point de maximum global strict de =1 + ... + x,
n

sur la sphere 23 + ... + 22 = 1. o

Exemple. (contraintes inégalité) On cherche les extrema de la fonction f définie dans R?
par f(x,y) = zy dans le sous-ensemble U = {(z,y) € R?* z* + y* — 2 < 0}.

Tout d’abord comme f est continue dans R? et que la boule fermée U (de centre (0,0)
et de rayon /2 pour la norme euclidienne) est fermée bornée, il existe au moins un point

qui est un point de minimum global de f dans U et un point qui est un point de maximum
global de f dans U.

On examine les deux possibilités d’existence : dans U'intérieur U= {(z,y) € R?; g(z,y) <
0} et sur le bord U = {(x,y) € R* g(z,y) = 0} avec g(x,y) = 2° +y* — 2

1 - Dans l'intérieur U= {(x,y) € R?; g(x,y) < 0}, le seul point critique de f est le point
(0,0). Or ce point n’est pas un point d’extremum de f, c’est un point col car par exemple
flz,—2) (= —2?) < f(0,0) < f(z,z) (= 2?) pour x € R, z # 0.

Ainsi il n’y a pas de point d’extremum de f dans U.

2 - Sur le bord OU = {(z,y) € R?; g(z,y) = 0}, on a Vg(z,y) = (2, 2y) et ce vecteur
est non nul pour (z,y) € OU. Par conséquent tous les points de U sont des points de
qualification de la contrainte g et les conditions du théoreme de Lagrange sont satisfaites.

On cherche donc les éventuels points d’extremum de f dans OU en cherchant les points
critiques ((z,y),\) du lagrangien L(z,y,\) = xy — Ma? + y* — 2) dans R? x R par la
résolution des équations d’Euler pour L dans R? x R

y—2 zx = 0 (1)
r—2\y = 0 (2)
?+y*—-2 = 0 (3).

En reportant I’équation (1) dans (2), on doit avoir nécessairement
z(1—4X) =0
d’ou
- soit = 0 et par suite y = 0 d’apreés (1), ce qui est impossible par (3),
- soit A = i% et par suite y = +x d’apres (1) et y = £1 d’apres (3).
Ainsi les point critiques ((z,), A) du lagrangien L(z,y,\) dans R? x R sont

1 1 1 1
Par suite nécessairement les points d’extremum de f dans QU sont parmi les points
(1,1), (—1,-1), (=1,1) et (1,—1).
Or f(1,1) = f(-1,-1) =1 et f(—1,1) = f(1,—1) = —1, et comme il existe au moins
un point qui est un point de minimum global de f dans QU et un point qui est un point
de maximum global de f dans OU, on en déduit que
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- les points (1,1) et (=1, —1) sont les points de maximum global de f dans la boule U,
- les points (—1,1) et (1, —1) sont les points de minimum global de f dans la boule U.
Ces extrema ne sont pas stricts car ils sont atteints en deux points distincts. o

Exemple. On cherche les extrema de la fonction f définie dans R? par f(z,y) = —y dans
le sous-ensemble U = {(z,y) € R?; g(x,y) = 0} avec g(z,y) = 2> +y* — 1.

Tout d’abord comme f est continue dans R? et que la sphere unité U (de centre (0,0) et
de rayon 1 pour la norme euclidienne) est fermée bornée, il existe au moins un point qui
est un point de minimum global de f dans U et un point qui est un point de maximum
global de f dans U.

Comme Vg(z,y) = (2z,2y) est non nul pour (z,y) € U, tous les points de U sont des
points de qualification de la contrainte g et les conditions du théoreme de Lagrange sont
satisfaites.

On cherche donc les éventuels points d’extremum (z,y) de f dans U en cherchant les
points critiques ((z,y), \) du lagrangien L(x,y,\) = —y — A(2? + 3? — 1) dans R? x R par
la résolution des équations d’Euler pour L dans R? x R

o\z = 0 (1)
1-2\y = 0 2)
2?24+ —-1 = 0 (3).

Par ’équation (1), on doit avoir nécessairement
- soit A = 0 et par suite —1 = 0 d’apres (2), ce qui est impossible,

1
- soit * = 0 et par suite y = +£1 d’apres (3) et A = F5 d’apres (2).
Ainsi les point critiques ((z,y),A) du lagrangien L(z,y,\) dans R? x R sont

((0,1),—%) ((o,-1),+1).

2
Par suite nécessairement les points d’extremum de f dans U sont parmi les points (0, 1)
et (0,—1).
Or f(0,1) = =1 et f(0,—1) = +1 et comme il existe au moins un point qui est un point

de minimum global de f dans U et un point qui est un point de maximum global de f
dans U, on en déduit que

- le point (0, 1) est le point de maximum global strict de f sur la sphere U,

- le point (0, —1) est le point de minimum global strict de f sur la sphere U. o

2. Optimisation sous contraintes égalité : condition suffisante de Lagrange

Si (a, A) est un point critique du lagrangien L dans 'ouvert 2 x RP; alors on a vu par
la condition nécessaire de Lagrange (si a est un point de qualification des contraintes) que
a est un point candidat pour étre un extremum lié de la fonction f dans ’ensemble des
contraintes U.

On va chercher des conditions suffisantes pour que a soit effectivement un extremum de

f dans U.



98

On note de plus que a est aussi un point critique de L(-, \) dans I'ouvert {2 qui appartient
a U, et donc par la condition nécessaire d’FEuler a est un point de U candidat pour étre un
extremum libre de L(-,\) dans l'ouvert 2.

En fait on va montrer dans le théoreme qui suit que si un point a de U est un extremum
(libre) de la fonction L(-, A) dans 'ouvert ) alors il est un extremum (lié) de la fonction f
dans l’ensemble des contraintes U.

Théoreme 117. Soit € un sous-ensemble ouvert non vide de R™, U le sous-ensemble de
Q défini par
U={x€Q;g(x)=0,1=1,...,p}

ot gi,...,9, sont des fonctions définies dans §2 a valeurs dans R, f une fonction définie
dans ) a valeurs dans R et L le lagrangien associé.

Si un point a de U est un point d’extremum (libre) de L(-,\) dans 'ouvert Q pour un
A de RP, alors a est un point d’extremum (li€) de méme nature (global, local, minimum,
mazximum) de f dans l’ensemble des contraintes U.

Sif, g1,...,9, sont différentiables en a, on note que (a,\) est alors nécessairement un
point critique de L dans ©Q x R? et donc que A = (Ay,...,\,) est un multiplicateur de
Lagrange associé au point a d’extremum (lié) de f dans U.

Démonstration. Supposons par exemple que a soit un point de minimum global de L(+, \)
dans €2, c’est-a-dire
L(a,\) < L(z, \) x e
en particulier
L(a,\) < L(z,\) xeU.
Or f(z) = L(x, ) pour x € U. Par conséquent si de plus a est un point de U, alors

fla) < f(x)  xel.

Ainsi a est un point de minimum global de f dans U. o

Ce théoréeme montre I'intérét de la notion de Lagrangien ; parmi les points critiques (a, A)
de L dans 2 x RP elle ramene la recherche d’extremum lié de la fonction f dans U a la
recherche d’extremum libre de la fonction L(-, \) dans 'ouvert €.

Remarque. Cette proposition est une condition suffisante mais non nécessaire de facon
générale pour avoir un extremum de f dans U ; si (a, \) est un point critique de L dans
Q) x RP il se peut que a soit un extremum de f sous la contrainte U sans que a soit un
extremum de L(-, A) dans €.

Suite au théoreme 7?7 on peut alors écrire deux situations dans lesquelles la condition
nécessaire de Lagrange pour un extremum lié sous contraintes d’égalité est en fait une
condition suffisante.
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On donne tout d’abord une condition suffisante de convexité sur le Lagrangien.

Corollaire 118. (condition suffisante : convexité de L(-,\)) Soit Q un sous-ensemble
ouvert, convexe, non vide de R™, U le sous-ensemble de €2 défini par

U={z€Qg(x)=0,i=1,...,p}

ot gi,...,gp sont des fonctions dans  a valeurs dans R, f une fonction dans Q da valeurs
dans R et L le lagrangien associé.

Si (a,\) est un point critique de L dans louvert Q0 x RP (en supposant f, gi,...,9,
différentiables en a) et si L(-, \) est convezxe (resp. concave) dans l'ouvert Q0 alors a est un
point de minimum (resp. mazimum) global de f dans U.

Démonstration. Comme €2 est un ouvert convexe de R™ et que L(-, A) est convexe dans
(), alors a est minimum global de L(-, \) dans 2 si et seulement si a est un point critique
de L(-,\), c'est-a-dire V,L(a,\) = 0 (d’apres le corollaire 4 du chapitre 7). Or si (a, A)
est un point critique de L dans €2 x R? alors en particulier a € U et V,L(a, \) = 0, donc
a appartient & U et est un point de minimum global de L(-, \) dans 2. Le théoreme 77?7
permet alors de conclure. o

En particulier si la fonction cott f est convexe et les contraintes g; sont affines, on a :

Corollaire 119. Soit Q un sous-ensemble ouvert, convexe, non vide de R", U le sous-
ensemble de ) défini par

U={z € g(x)=0,i=1,...,p}

ot gi,...,g, sont des fonctions affines dans R" a valeurs dans R, f une fonction conveze
(resp. concave) dans Q a valeurs dans R et L le lagrangien associé.

Si (a, \) est un point critique de L dans l'ouvert Q x RP (en supposant [ différentiable
en a) alors a est un point de minimum (resp. mazimum) global de f dans U.

Enfin on donne une condition suffisante de positivité de la matrice hessienne en = du
lagrangien.

Corollaire 120. (condition suffisante : positivité de H,L(-,\)) Soit Q un sous-ensemble
ouvert, non vide de R™, U le sous-ensemble de ) défini par

U={x€Q;g(x)=0,i=1,...,p},

ot gi,...,g9, sont des fonctions définies dans €2 a valeurs dans R, f une fonction définie
dans ) a valeurs dans R et L le lagrangien associé.

Si (a,\) est un point critique de L dans Uouvert Q@ x RP et si la matrice hessienne
de L(-,\) en a est définie positive (resp. négative) (en supposant f, gi,...,g, deux fois
différentiables en a), alors a est un point de minimum (resp. mazimum) local strict de f

dans U.
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p
Démonstration. Par hypothese la fonction L(-,\) = f — Z A\ g;, définie dans 'ouvert
i=1
), est deux fois différentiable en a, le point a est un point critique dans €2, c’est-a-dire
V.L(a,\) = 0 et sa matrice hessienne H,L(a, A) est définie positive.

Par conséquent par la condition forte de Legendre de la proposition 7?7 du chapitre 6,
ce point a est un point de maximum local strict de L(-, A) dans Q. Comme de plus a € U
car VLy(a,\) = 0, le théoreme ?? permet d’en déduire que ce point a est un point de
maximum local strict de f dans U. o
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Chapitre 9 - Optimisation quadratique

Dans ce chapitre on applique les résultats généraux vus précédemment a quelques pro-
blemes de programmation quadratique, c¢’est-a-dire a des problemes d’optimisation dans
lesquels la fonction f a optimiser est une fonction quadratique dans R™, autrement dit un
polynome de degré inférieur ou égal a 2 des variables x1, ..., x,.

1. Un probleme d’optimisation sans contraintes :
résolution d’un systéme linéaire

Un exemple d’optimisation sans contrainte dans R™ provient de la résolution des systemes
linéaires dans R™. Plus précisément on va montrer que la résolution d’un systeme linéaire
du type Az = b dans R” équivaut a la recherche d’'un minimum de la fonction quadratique

1
f(z) = 3 < Azx,x > — < b,z > dans R™.

Ce résultat théorique a des conséquences pratiques importantes pour la résolution des
systemes linéaires : on cherche a résoudre le probleme de minimisation par des algorithmes
numériques pour obtenir les solutions du systeme linéaire correspondant.

Théoreme 121. Soit f une fonction quadratique dans R™ de la forme

1
f(:c):§<Ax,x>—<b,x>

ot A est une matrice symétrique semi-définie positive de taille (n,n) et b un vecteur de
R". Alors

1 - il existe au moins un point de R™ qui est un point de minimum global de f dans R",

2 - ces points de minimum sont les points critiques de f dans R™, c¢’est-a-dire les solutions
du systeme linéaire

Axr = b,

3 - il existe un et un seul point de R™ qui est un point de minimum global strict de f

dans R™, si et seulement si la matrice A est définie positive.

Démonstration. On peut vérifier ce résultat en notant par exemple que f est coercive,
différentiable et convexe (strictement si A est définie positive) dans R™ avec V f(z) = Az—b,
et en appliquant les résultats des chapitres précédents, en particulier le corollaire 7?7 du
chapitre 7. o

2. Un probleme d’optimisation sans contraintes :
approximation au sens des moindres carrés

Un autre exemple d’optimisation sans contraintes dans R"™ provient d’un probleme
d’approximation. Etant donnés p points distincts z; de R pour ¢ = 1,...,p, p valeurs



102

numeériques associées ¢; pour ¢ = 1, ..., p et un ensemble de n fonctions w; pour j =1,...,n
linéairement indépendantes, définies sur un ensemble contenant les p points z;, on cherche
a déterminer une fonction u de la forme

w(x) = aqwi(z) + ... + aw, ()

telle que les p égalités u(x;) = ¢; pour i = 1,...,p, solent approchées au mieux.

La facon la plus commune de réaliser cette approximation consiste a approcher ces
p égalités u(x;) = ¢; au sens des moindres carrés, c’est-a~-dire on cherche une fonction
u(z) = aywy () + . .. + a,w,(z) qui rend minimum le nombre

P n
YD ajw) —af
i=1 j=1

lorsque le vecteur a = (a;)1<;<, décrit R™.
Le théoreme suivant donne une réponse a ce probleme :

Théoreme 122. Soit f une fonction définie dans R™ de la forme
f(z) = || Bz —cll3,
ot B est une matrice de taille (p,n) avec p > n, ¢ un vecteur de RP et || - ||2, la norme
euclidienne dans RP. Alors
1 - il existe au moins un point de R™ qui est un point de minimum global de f dans R",
2 - ces points de minimum sont les solutions du systeme linéaire

BTBx = B¢,

3 - il existe un et un seul point de R™ qui est un point de minimum global strict de f
dans R™ si et seulement si la matrice B est de rang n.

Les équations linéaires BT Bx = B¢ sont appelées les équations normales associées au
probleme d’approximation au sens des moindres carrés.

Démonstration 1. (par application du théoréme précédent) On introduit la fonctionnelle
quadratique F' définie dans R™ par

1 o Lo
F(2) = 5Bz = cl3, — 5 lel,
qui est égale a
1
F(z) = 5 < B'Bz,x >, — < BTec,x >,
ou < -,- >, désigne le produit scalaire dans R".
La matrice B" B est symétrique et semi-définie positive car < B Bz, z >,= || Bz||3,. De
plus elle est définie positive si et seulement si B est injective, c’est-a-dire si et seulement

si B est de rang n.
Le théoreme 7?7 permet alors de conclure. o
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Démonstration 2. (par application du théoreme de projection) Le théoréme de projection
sur le sous-espace vectoriel

ImB ={Bzx € R'; x ¢ R"}
entraine l'existence et 'unicité d’un élément a tel que
acImB et ||a—c|zp=inf{||Z —cl; T € ImB}.
Par suite le probleme de minimisation a comme solutions les points a € R" tels que Ba = a.
Or la projection a est caractérisée par

<a—c¢T>=0 pour z€lImB
donc les points a de minimisation sont caractérisés par

<Ba—-c¢,Br>,=0 pour z&R"

Comme < Ba — ¢, Bx >,=< BT"Ba — B'c,z >,, on retrouve ainsi qu'un point a de
R™ est solution du probleme de minimisation si et seulement si il est solution du systeme
linéaire

B"Ba = B¢

et que ces équations normales ont toujours au moins une solution. o

Remarque. Par la formule de Taylor a I'ordre 2 on a pour tous x et h € R"
1
F(x+h) = F(z)+ < VF(x),h >, +3 < BTBh,h >,

soit
|B(x + h) — c||§p = ||Bzx — c||§p +2< BT'Bs — BTc,h >, +||Bh||§p.

On retrouve ainsi qu’'un point x de R™ est solution du probleme de minimisation si et
seulement si il est solution des équations normales.

Remarque. 1 - Par abus de langage on dit parfois que les points de minimisation trouvés
ci-dessus sont les solutions du systeme linéaire Bx = ¢ au sens des moindres carrés.

2 - Si p=n etsi B est inversible, la solution des équations normales coincide avec la
solution du systeme linéaire Bu = c.

3 - Si B est de rang n, application qui & ¢ associe la solution du systeme linéaire Bx = ¢
au sens des moindres carrés, est linéaire.

3. Un probleme d’optimisation avec contraintes affines

Un exemple d’optimisation avec contraintes de type affine provient de la discrétisation
par éléments finis des équations de Stokes ; ces équations sont un modele simplifié d’écoulement
d’un fluide visqueux incompressible, les vraies équations étant celles de Navier-Stokes.
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Théoreme 123. Soit f une fonction quadratique dans R™ de la forme

1
f(x):§<Aa:,x>—<b,x>

ot A est une matrice symétrique définie positive de taille (n,n) et b un vecteur de R™, et
soit U [’ensemble des contraintes

U={zeR" Cx=d}

ot C est une matrice de taille (p,n) de rang p et d un vecteur de RP.
Alors il existe un et un seul point de R" qui est un point de minimum global strict de f
dans U.

Démonstration. Posant g(x) = Cx — d, on a Jg(x) = C et par conséquent chaque point
x de R™ est un point de qualification des contraintes g. On cherche donc les éventuels
points d’extremum de f dans U en cherchant les points critiques (x,\) du lagrangien
L(z,\) = f(x)— < A, g(x) >, dans R™ x RP par la résolution des équations d’Euler de L
dans R™ x RP

VL(z,A\)=0
soit
Az —CTA=b (1)
Cr=d (2).

Or ce systeme linéaire de n + p équations a n + p inconnues a une et une seule solution
si et seulement si le systeme homogene associé

{ Az —CTA =0 (1)
Cr=0 (2")

a la seule solution x =0, A = 0. Or de (1’) on a

<Az, x> —<CTA\z>=0
soit

<Ax,x > —< A\ Cx>=0
et avec (2’) on a

< Az,x >=0.
Comme A est définie positive, on en déduit que x = 0, et revenant a (1’) on a
CTA = 0.

Comme C' est de rang p, on en déduit que A\ = 0.

Ainsi il existe un et un seul point critique (a, A) du lagrangien L dans R" x RP. Par
conséquent comme la fonction f est convexe dans R™ et les composantes g; de g sont
affines, par le corollaire 7?7 du chapitre 8 par exemple, le point a est un point de minimum
global de f dans U. De plus par la condition nécessaire de Lagrange (puisque tous les
points de U sont de qualification) il est le seul point d’extremum de f dans U. o
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4. Un probleme d’optimisation avec contraintes dans la sphéere unité :
valeurs propres et quotients de Rayleigh

On donne la caractérisation de la plus petite et de la plus grande valeurs propres d’une
matrice symétrique.

Théoréme 124. Soit A une matrice symétrique de taille (n,n) et A\; pouri=1,....,n ses
n valeurs propres (qui sont réelles). Alors

< Az,x >
inf A = inf {—2; z € R", g:?éo}
1¥n Il
<A >
sup A\; = sup {#, reR" x# O}.
1<i<n (3

Démonstration. On note que

< Az, x>
[0 r R 20} = (< Ano > 2 € R, fulh =1},

[Edlb

. < Azx,x > , ) . .
les quotients W étant appelés les quotients de Rayleigh de la matrice A.
Tll2

On cherche & minimiser la fonction quadratique f définie dans R™ par f(z) =< Az, z >
dans la sphere unité U = {z € R, ||z|]» = 1}.

La fonction f est continue de R™ a valeurs dans R et U est fermé et borné dans R"™.
Donc par le théoreme de Weierstrass, il existe au moins un point a de minimum global de
f dans U.

Posant g(z) = ||z||3, cette fonction g est différentiable dans R™ avec Vg(x) = 2z qui est
non nul dans U, donc tous les points de U sont des points de qualification de la contrainte.
De plus la fonction f est différentiable dans R™ avec V f(z) = A, donc par la condition

nécessaire de Lagrange, il existe un multiplicateur que 1’on note 5/\ dans R tel que

Aa = Aa.

Donc A est une valeur propre de A associée au vecteur propre a de R™ normalisé par
|lal|2 = 1. En particulier

A=A<a,a>=< Aa,a >=inf{< Az, 2z >; v € R", ||z||y = 1}.

Si v est une autre valeur propre de A associée a un vecteur propre b de R™ normalisé

par [[blls =1, on a

v=v<bb>=<Abb>>inf{< Azx,x >; x € R", ||z|2 = 1}.
Donc A est la plus petite valeur propre de A, c¢’est-a-dire

inf \; =inf{< Az,z >; 2z € R", ||z|]. = 1}.
1<i<n

On montre de méme la formule du sup en maximisant la fonction f dans U. o
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Exercices
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TD 1. L’espace R”

Exercice 1.

Déterminer et représenter graphiquement les ensembles {(z,y) € R? 2? +y* — 2z — 2y +
1 =0}, {(z,y) € R?, (16 — 2® — y?)(2* + y* — 4) > 0}, {(x,y,2) € R3 2x + 4y + 32 = 12}
et enfin {(z,y, z) € R? 322 4 6x + 3y* + 322 = 0}.

Exercice 2.

Pour x = (z1,...,x,) dans R™ on pose
n n 1
2
el =S led, Nzl = (302), el = sup |ail
i—1 i—1 i=1,...,n

a) Si < z,y > désigne le produit scalaire euclidien des deux vecteurs z et y de R™, montrer
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

| <,y > | < lzl2 |yl

b) Montrer que les applications || - ||, sont des normes sur R” pour p = 1, 2, co et que
pour tout x dans R™ on a

i X I|1-

2l < flzlls < 7o,

[2]loe < [l2]l2 < V|2l -
¢) En déduire que ces 3 normes sont équivalentes.
d) Dans le cas ou n = 2, déterminer et représenter graphiquement le cercle de centre 0
et de rayon 1 pour chacune de ces 3 normes.

Exercice 3.

On se place dans 'espace euclidien R".

a) Soit z dans R" tel que < z,y >= 0 pour tout y dans R™. Montrer que = = 0.

b) On dit qu’un ensemble A de R™ est dense si pour tout y dans R" il existe une suite
d’éléments de A convergeant vers y. Soit alors A un tel ensemble et x dans R™ tels que
< x,y >= 0 pour tout y dans A. Montrer que x = 0.

c) Montrer que ||z|p = sup <z,y>= sup <uz,y>.
yeR™ [ly[=1 yeR™ [lyll<1
d) Montrer l'identité du parallélogramme :

lz + Iz + llz =yl = 2 (2 l3 + llylI2)-

Exercice 4.
Soit (uy,), une suite réelle convergente, de limite u. Montrer que 1’ensemble {u,,n €
N} U {u} est un fermé borné de R.
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Exercice 5.

Soit A un ensemble de R™ muni de la norme ||.||. Pour x dans R™ on note d(z, A) =
in£ |z — al| la distance de x a A.
ac

a) Montrer que |d(x, A) — d(y, A)| < ||z — y|| pour tous z et y dans R".

b) Si A est fermé et x ¢ A, montrer que d(x, A) > 0.

c) Si A est fermé borné, montrer qu’il existe a dans A tel que d(x, A) = ||z — a|.

d) Danslecasotin =1et A= {z € Q, 22 < 2}, calculer d(2, A). Existe-t-il @ dans A
tel que d(2,A) = |2 —al| ?

Exercice 6.
Soit A et B deux ensembles de R” muni de la norme |.||, et notons D(A, B) = inf |a—

a€AbEB
b|| la distance de A a B.
a) Montrer que D(A,B) = ;Ielg d(a,B) = ggli; d(b, A) avec la notation de l’exercice
précédent.
b) Si A est fermé borné, montrer qu'il existe a dans A tel que D(A, B) = d(a, B).
c) Si A et B sont fermés bornés, montrer qu'il existe a € A et b € B tels que D(A, B) =
la —bll.
d) Si A et B sont disjoints, avec A fermé borné et B fermé, montrer que D(A, B) > 0.
e) Donner des exemples d’ensembles A et B de R? muni de la norme ||(z,y)|| = |z| + |y],
tels que
i) A et B soient fermés (mais pas bornés) et D(A, B) = 0;
ii) A et B ne soient pas fermés et D(A, B) =0;
iii) A soit fermé borné, B non fermé et D(A, B) = 0.

Exercice 7.

Si B(z,r) = {y € R, ||x — y|| < r} désigne la boule ouverte de centre x et rayon r > 0
dans R", on note ;1: {z € R",3r > 0, B(z,r) C A} l'intérieur d’un ensemble A de R™ et
A={z eR"Vr>0,B(z,r) N A# 0} son adhérence. Soit A et B deux ensembles de R".

a) Montrer que 1(4)1_ est le plus grand ouvert contenu dans A. -

b) Montrer que A est le plus petit fermé contenant A, et que = appartient a A si et
seulement si x est limite d’une suite de points de A.

¢) Si A C B, montrer que ACB et A C B,

d) Montrer que A = A si et seulement si A est fermé, que A = ;1 si et seulement si A est
ouvert, et que ,(4)1 est vide si et seulement si tout point de A est limite d’une suite de points
du complémentaire de A.

e) Montrer que I'adhérence de AU B est AU B et que l'intérieur de AN B est AN B.

f) Soit A =]0,2[U]3, 4] et B =|1, 3[U4, 5[. Montrer que les ensembles ANB, ANB, ANB
et AN B sont deux a deux distincts.
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TD 2. Continuité

Exercice 1.
Etudier la continuité de application f : R? — R définie par

1

f(z,y) = (27 +y7)"sin (W

) pour (z,y) # (0,0) et f(0,0) =0.

Exercice 2.
Les fonctions suivantes sont-elles continues sur R? ?

(x +y)? 3+ 3 2% — 2

fi(z,y) = Z_Q—_I_ygﬂ fo(z,y) = m, fs(z,y) = —4Iyx2 Y
flmy) = EHYL gy ST =
4\ 4, /—x2+y27 5\4, $2+y2 ) 6\4) $2+y4

pour (z,y) # (0,0), et f;(0,0) =0 pour i = 1,...,6.

Exercice 3.

On définit la fonction f: R? — R par f(z,y) = 21 si (x,y) # (0,0) et f(0,0) = 0.

1) Montrer que la restriction de f a toute droite passant par 1’origine est continue en (0, 0).
2) Montrer que f n’est pas continue en (0,0).

Exercice 4.

Soit f la fonction définie sur {(x,y) € R*x # y} par f(x,y) = ST — sy

‘/E JE—
Montrer que I'on peut définir f(x,z) pour x € R de sorte que la fonction f ainsi prolongée
soit continue sur R2.

Exercice 5.

Soit une application f : R™ — RP.

1) Montrer que si f est continue, alors pour tout ensemble ouvert A de RP, I’ensemble
f7HA) ={z e R", f(z) € A} est un ouvert de R™.
2) Etudier la réciproque.
3) Le résultat est il encore vrai si on remplace ouvert par fermé ?
4) Soit A et B deux fermés non vides et disjoints de R™. Si ||.|| désigne une norme sur R,
on pose f(z) = d(x,A) — d(z, B) ou d(x, E) = inf{||z — y||,y € E}. Montrer que f est
continue et en déduire qu’il existe deux ouverts disjoints U et V telsque A C U et B C V.
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Exercice 6.

Soit f et g deux applications de R dans R et h 'application de R?* dans R définie par
h(z,y) = f(z) + g(y) pour tout (z,y) € R

1) Montrer que si f continue en xy et si g est continue en 7, alors h est continue en

(0, Y0)-
2) On suppose h continue en (g, yo). L’application f est elle continue en en xy? L’appli-
cation g est elle continue en en g, ?

Exercice 7.
Montrer que les ensembles

E = {(a,b,c) € R*a # 0}
et
Q = {a,b,c) € R*a # 0, le trindome az”® + bz + ¢ a deux racines réelles distinctes}

sont deux ouverts de R3.

Exercice 8.

Si f est une fonction continue de R dans R, montrer que I'ensemble {(z,y) € R%y =
f(x)} est un fermé de R?.

Exercice 9.

Montrer que 'ensemble {(xy,- -, z,) €R™;x; > 0Vi, Z x; =1} est un fermé borné de R™.
i=1

Exercice 10.

Sia=(ay,---,a,) est un vecteur de R?, déterminer la norme de 'application linéaire
f : R — RP définie par f(t) = (ait,--- ,a,t) lorsque R? est muni des normes || - |1, || - |2
puis || - |oo-

Exercice 11.

Sia=(ay, - ,a,) est un vecteur de R™, déterminer la norme de I'application linéaire
n
f:R™ — R définie par f(z1,- - ,x,) = Zaixi lorsque R™ est muni des normes || - ||1, || - [|2
i=1
puis || - ||oo-

Exercice 12.

Soit f : R™ — RP une application linéaire de matrice A = (a;;)1<i<p dans les bases
1<j<n
canoniques de R™ et RP. Déterminer sa norme quand R" et RP sont munis de la méme

norme || - ||; puis de la méme norme || - ||-
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TD 3 - Différentiabilité

Exercice 1.
Montrer que la fonction f : R — R3¢ +— (ef,sint,cost) est dérivable sur R et calculer
sa dérivée.

Exercice 2.

Montrer que le domaine de définition des fonctions suivantes est un ouvert et que ces
fonctions sont de classe C! sur leurs domaines de définitions. Calculer leurs fonctions
dérivées partielles premieres :

a) f(z,y) =2y (@>0,8>0) b) g(x,y) = 2"

sin(x
) he.y) = expley) In(1+ 2> +32) ) k(ry) = ) _
V1 —a?—y?
Exercice 3.

Soit I' = {(1‘1,[E2,...,£Bn) eR"; Vie{l,2,...,n},z; > O}.
(1) Montrer que I' est ouvert.
(2) On considere les fonctions suivantes ou f est supposée définie sur I :

1/2 1/4 1/n 2.3 i n
f@y, 20, ... ) = 4xy 4z el g(x1, X9, ... Ty) = T1XZT5 ... Ty T

Montrer que ces fonctions sont de classe C! sur leurs domaines de définition et calculer
leurs dérivées partielles premieres.

Exercice 4.
On considere 'application f définie par :

flz,y,2) = (ln Va2 +y? + 22, zyexp (2), 2% + y° + 42).
(1) Déterminer le domaine de définition de f et montrer que c’est un ouvert de R3.
(2) Montrer que f est de classe C' sur son domaine de définition. Calculer la matrice
jacobienne J f(M) pour M = (z,y, z).

(3) Soit My = (1,1,0). Calculer la norme de I’application linéaire df (M;) quand R? est
muni de la norme |||, puis de la norme ||.|;.

Exercice 5.
Soit g : R — R une application de classe C? et f : R? — R dfinie par f(x,y) =
9(x) —9(y)
T —
sa différentielle.

siz#yet f(z,r) = ¢ (r). Montrer que f est de classe C! sur R? et calculer
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Exercice 6.

Soit £z, ) = (2 + y)1/*

(1) Montrer que f est définie sur R? et de classe C'* sur R?\ {(0,0)}. Calculer les dérivées
partielles premieres de f en un point (z,y) # (0, 0).

(2) La fonction f admet-elle des d’erivées partielles au point (0,0) 7

Exercice 7. )

Soit f(x,y) = #yy? pour (z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0.

(1) Montrer que f est continue en (0,0).

(2) Calculer g—i(0,0) et 2—5(0,0).

(3) Montrer que f n’est pas différentiable en (0, 0).

Exercice 8.
Soit la fonction f définie par f(x,y) = (z* + y?) sin(

W;Tyz) pour (z,y) # (0,0) et

f(0,0) = 0. Montrer que f est différentiable en (0,0) mais pas de classe C'* en (0,0).

2,2
Exercice 9. Soit la fonction g définie par g(x,y) = % pour (z,y) # (0,0) et
T Yy

9(0,0) = 0.
(1) Montrer que g est continue sur R2.
(2) Calculer les dérivées partielles premieres de g au point (0, 0).

(3) Déterminer les fonctions dérivées partielles premieres de g. Montrer que g est de
classe C* sur R2.

Exercice 10.
On munit R™ de la norme ||.||; associée au produit scalaire euclidien.

(1) Soit g la fonction définie sur R™ par g(z) = ||z||3 + 1. Montrer que g est différentiable
sur R™ et calculer Vg(x) ainsi que dg(z)(h) pour = et h dans R™.

1 1
= = - Montrer que f
lzl3+1  g(x)
est différentiable sur R™ et calculer Vf(z) pour z € R". Montrer que df (z)(h) =

2<xz,h>
—MW pour tout x, h dans R".
Tll2

(3) Calculer ||V f(z)]|2 en fonction de ||z]|2 pour tout z € R™ et montrer que ||V f(z)|2 <1.

(2) Soit f la fonction définie sur R™ par f(x)
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TD 4. Dérivées partielles, développements de Taylor et fonctions implicites

Exercice 1.

Soient o un réel et D = {x € R";z; > 0Vi =1,...,n}. Une fonction f de classe C* sur
D est dite homogene de degré « si f(tx) =t* f(x) pour tous t > 0 et x € D.

a) Vérifier que D est un ouvert de R™ et que tx € D pour tout ¢t > 0 et x € D.

b) Montrer que la fonction f définie sur D par f(z) = xiz3...2" est homogene et
déterminer son degré.

¢) Soit f une fonction homogene de degré o sur D, = € D fixé, et g la fonction définie
sur R} par g(t) = f(tx).

Calculer la dérivée de g de deux manieres différentes et en déduire que < z, Vf(z) >=
af(x).

Supposons que a = 1 et soit h = rx ou r est un réel strictement positif. Exprimer
f(z+ h) alaide du développement limité d’ordre 1 de f au voisinage de x et montrer que
le reste est nul.

Exercice 2.

2 _ 2
Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = xy% si (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.
=Ty
e . *f 0*f :
Montrer que les dérivées partielles secondes (0,0) et (0,0) existent et calculer
0xdy Oyox

leur valeur.
Quelle conclusion peut-on en tirer ?

Exercice 3.
Soit g, h et k : R? — R les fonctions définies par
gl y) =x+y, hlxy)=z+y* ky =2"+y.

a) Dans chacun des cas suivants déterminer, si elle existe, une fonction f € C?(R?) telle

que
of _ of _,  of _ Of _ of _, 9f _
or 0 oy or dy or oy

b) Discuter, dans les cas d’existence, I'eventuelle unicité : si 'on trouve deux telles
fonctions f; et fo, que peut-on dire de f; — fo 7

k; k.
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Exercice 4.
Soit A la matrice suivante :

(02,

a) Donner un exemple, s’il existe, de fonction f : R? — R? de matrice jacobienne A en 0.
b) Donner un exemple, s'il existe, de fonction f € C%*(R?) de matrice hessienne A en 0.

c¢) Donner un exemple, s'il existe, de fonction f € C?(R?) de matrice hessienne A + AT
en 0.

Exercice 5.

Soit la fonction f : R* — R définie par f(z,y) = sin(z + y) — cos(z — y) — "tV + 2.

a) Montrer que f est de classe C? sur R? et déterminer le plus petit entier p tel qu’il
existe une dérivée partielle d’ordre p de f en (0,0) non nulle.

b) Ecrire le développement de Taylor de f en (0,0) jusqu'a l'ordre p inclus.
c¢) Déterminer la limite éventuelle

lim f(x,y)

(29)—=(00) (/22 + y2)P

Exercice 6.
Ecrire le développement de Taylor d’ordre 2 en (0, 0) de la fonction f : R? — R définie par

f(z,y) = cos (tan(x + siny)) .

Exercice 7.
Soit f € C*(R™) une fonction admettant une constante M telle que

82
3xing ()| <M pourtout 1 <i j<n, zeR"
a) Montrer qu'il existe des constantes A, B et C telles que |f(x)| < A + Bl|z|| + C|z||?
pour tout z € R"™. La réponse dépend-t-elle de la norme || - || choisie ?

b) Peut-on estimer la constante C' en termes de M ? et les constantes A et B?
c¢) Montrer qu’il existe des constantes D et E telles que |f(z)| < D + E||x||?> pour tout
x € R". Est-il possible d’estimer E en termes de M comme précédemment ?

Exercice 8.

a) Montrer que la courbe T' de R? d’équation z® + y> — 32y = 1 est, localement autour
du point (0,1), d’équation y = ¢(x). Déterminer le développement limité d’ordre 2 de ¢
au voisinage de 0 et I'équation de la tangente a I" en (0, 1).

b) Montrer que la surface ¥ de R? d’équation x*+y*+22+2zyz = 1 est, localement autour
du point (0,0, 1), d’équation z = ¢(x,y). Déterminer le développement limité d’ordre 1 de
¥ au voisinage de (0,0) et ’équation du plan tangent a ¥ en (0,0, 1).
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TD 5. Convexité

Exercice 1.

Soit U un sous-ensemble convexe de R™. Une fonction f sur U a valeurs dans R est dite
affine si f(tz + (1 —t)y) =tf(z)+ (1 —1¢) f(y) pour z, y € U et t € [0, 1].

a) Si a est un vecteur de R™ et b un réel, montrer que application f définie sur R™ par
f(z) =< a,z >+ est affine.

b) Soit f une fonction affine sur U et g une fonction convexe sur un intervalle I de R tel
que f(U) C I. Montrer que la fonction g o f est convexe sur U.

c¢) En déduire que la fonction h définie par h(z,y) = In(1 + 2z + 3y) est concave sur son
ensemble de définition, que 'on déterminera.

Exercice 2.

Montrer qu’une norme sur R™ est convexe et que sa restriction a la demi-droite d; (0;u) =
{tu;t > 0}, pour u € R™ fixé, est une fonction affine ; en déduire qu’elle n’est pas strictement
convexe sur R”.

Exercice 3.

Soit U un convexe non vide de R” muni de la norme ||.||. Pour z € R™, on note dy(z) =
inf{||x —ul|; v € U} la distance de = & U. Montrer que les fonctions dy; et d7 sont convexes
sur R”.

Exercice 4.
Soit f une fonction convexe sur un convexe U de R" et E; = {x € U; f(z) < t} son
ensemble de niveau ¢ € R. Montrer que F; est un convexe de R".

Exercice 5.
Montrer que les fonctions f et g définies sur R? par f(z,y) = z*+y* et g(z,y) = (r—y)?
sont convexes sur R?, mais que h = f — g n’est ni convexe ni concave sur R2.75

Exercice 6.
11—y

r+y

?

a) Quel est le domaine de définition D de la fonction f définie par f(x,y) =

D est-il ouvert 7 fermé ? borné ? convexe ?
b) Etudier la convexité de f sur D; = {(z,y) € R}z +y > 0} et Dy = {(z,y) €
Rz +y < 0}.
l—=x
Tty

c¢) Etudier la convexité de g(x,y) = — v/ + y sur son domaine de définition.
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TD 6. Optimisation sans contrainte

Exercice 1.
Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes sur R? :

fl(xvy) = xS + 3$y2 — 15z — 123/7 f?(xvy) = 333'3 + ny — Y,
fs(zy) = o'+ 3P —dy -2, falz,y) = 2% +ay® — 2%y — 9.

Pour chaque fonction, montrer que les extrema locaux ne sont pas globaux.

Exercice 2.
Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes sur leur domaine de définition :
2 2
z 2
flz,y,2) —r+ L4242
dr  y oz

g(z,y, 2) = 8x° + y® — 12zyz + 102° — 62.

Exercice 3.
Optimiser les fonctions suivantes sur leur domaine de définition :

flr,y,2) = o' +2y° +322 —yz — 23y +40 -5
= 1
sy dbn = zl (_>
g(x1 Tp) ;lx n z

hzy,...,x,) = H x;" (on pourra utiliser la fonction In)

i=1

Exercice 4.

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 2+ y* — (v — y)*

a) Déterminer les extremums locaux de f sur R2.

b) Montrer que f admet un minimum global sur R? (on pourra montrer que f est
coercive).

Exercice 5.

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y, z) = 2* — 222y + 2y — 2yz + 222 — 42 + 5.
a) Déterminer les points critiques de f sur R3.

b) Montrer que 'expression f(x,y, z) peut s’écrire sous forme d’une somme de carrés.
c¢) En déduire les extrema de f sur R3.
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Exercice 6. Droite des moindres carrés.
Soit n un entier, n > 2. On considere n points (z;,y;) de R?, pour i = 1,...,n et la
fonction f définie sur R? par

n

fla,b) = (y; — az; — b)*.

i=1
a) Vérifier que f n’admet qu’'un seul point critique (a, 13) sur R2. Exprimer b en fonction
de a.
b)

Montrer que f admet un minimum global sur R2.

Exercice 7. )
Soient f et g les fonctions définies par f(x,y) = zy et g(x,y) = — + — En se ramenant
r Yy

a I'optimisation de fonctions d’une variable, déterminer

a) les extrema de f sur R? puis sous la contrainte g(z,y) =

9

[GVIN )

b) les extrema de g sur son domaine de définition puis sous la contrainte f(z,y) = 9.

TD 7. Optimisation sous contrainte

Exercice 1.
Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f sous la contrainte g = 0 avec

a) flz,y) = —v, g(z,y) = 2> +y* —1;
b) flz,y) = z+y, g(z,y) = eXp<x2+y2—}l)—1.

Exercice 2.
Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f sous la contrainte g = 0 avec

13
a) flz,y) = z+2y, g(z,y) = x2+fry+y2+y—§;
b) flz,y) = 2?2 +y?, g(z,y) = 42° —y* —16;
o) flz,y) = In(z—y), 9(z,y) = 2*+y*—2;

Exercice 3.
Reprendre 'exercice 7 de la feuille de TD 6 en utilisant la notion de lagrangien.
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Exercice 4.
Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f sous la contrainte g = 0 avec

a) flzy) = | g(z,y) = x12+y21—a:1—y;
b _ 141 _ 1,11
) flz,y) :L’+y’ g(x,y) pERRvIEE
o) flz,y) = 2*+y°, g(z,y) = 22 +y*—1.

Exercice 5.
Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f sous la contrainte g = 0 avec

a) f(x1,...,zn) = Ziﬁilnﬂfi, g(@1,. .. xn) = Z%’—l;
i=1 i=1

b) f(z1,...,2z,) = Za:f, g(xy,. .. xy) = in—l;
i=1 =1

c) flzy,...,x,) = Zmi, g(x1, ..., x) = Zm?—l.
i=1

i=1
Donner le lien entre I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le résultat des questions b) et c).

Exercice 6.
a) Soit E le sous-ensemble {(z,y) € R*;z >0,y > 0,z +y < 1} de R2
Déterminer les extrema globaux sur E de la fonction f définie par

flz,y) = 2 = 2y* — Say.
b) Méme question avec f(z,y) = 4x* + 5y* + 6zy — 6x — 6y + 3.
c) Méme question avec F = {(z,y) € R%;2? + y* —2 < 0} et f(x,y) = zy.
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Sujets d’examen
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Université Paris Dauphine
DUMI2E 2e année
Calcul différentiel

Controle continu du 26 mars 2007

Questions de cours
1. Donner la définition d’un ensemble ouvert, d’'un ensemble fermé et d’un ensemble
borné de R".

2. Montrer que, si O est un ouvert de R? et f une fonction continue de R™ dans RP,
alors 'ensemble f~1(0) = {z € R"; f(z) € O} est un ensemble ouvert de R™.

Exercice

1
1. Pour tous réels = et y, montrer que 22 — xy + y* > §(x2 + y2).

2. Etant donné le réel a on note E, ’ensemble défini par
E,={(z,y) e R*2*> — 2y +y* =a*}.
a) Montrer que F, est un ensemble fermé de R2.
b) Montrer que E, est un ensemble borné de R?. Pour cela on pourra utiliser le résultat

de la question 1.
c¢) Déterminer ’ensemble FEj.

3. Etant donnés deux réels strictement positifs p et ¢, on considere la fonction f définie
sur R? par
zP
—— i (x, 0,0
faey) =4 Foayry S @YFA00
0 st (z,y) = (0,0).

a) Montrer que la fonction f est continue sur R? \ {(0,0)}.

b) Montrer que les deux applications partielles de f en (0,0) sont continues en 0.

c¢) Sous quelle condition sur p et ¢ la restriction de f a {(z,y) € R*x = y} est-elle
continue au point (0,0)?

d) Sous quelle condition sur p et ¢ la fonction f est-elle continue en (0,0)? On pourra
utiliser le résultat de la question 1.

4. a) Montrer que la fonction f est minorée et majorée sur 'ensemble Fy, et qu’elle y
atteint ses bornes.

b) On suppose p = ¢ = 1. Montrer que, pour tout (z,y) € E1, f(z,y) = 2y = 22 +y? — 1.

En déduire que, pour tout (z,y) € Ey, =1 < f(z,y) < 1.

Le maximum de f sur F; est-il égal a 17

Le minimum de f sur F; est-il égal a —17
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Université Paris Dauphine
DUMI2E 2e année
Calcul différentiel

Examen partiel du 5 avril 2007

Les documents, calculatrices et téléphones portables sont interdits pendant la durée de
I’épreuve.

Question de cours

Soit R™ muni de la norme ||.||, et f une fonction continue de R™ dans R telle que f(z)
tende vers +oo quand ||z|| tend vers +oo (la fonction f est dite coercive). Montrer que f
est minorée et atteint son minimum.

Exercice 1
Soit f la fonction & valeurs réelles définie sur R? par
.4
sin"x |
fry) =4 i O (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).
1. a) Etablir I'inégalité |sin x| < |z| pour tout réel x.
b) Montrer que la fonction f est continue sur R?.

2. a) Montrer que f est de classe C! sur R? \ {(0,0)} et calculer ses dérivées partielles
premieres.

b) Montrer que f admet des dérivées partielles premieres au point (0,0), et les calculer.

c) Montrer que pour tous x et y

af af
Go@y)| <okl et |5 <2l
En déduire que f est de classe C* sur R2.
Exercice 2
Soit ¢ la fonction de R? dans R?® définie par

g(z,y,2) = (v +y°,y + 2%, 2 + 2°).

1. Montrer que g est de classe C* sur R? et calculer sa matrice jacobienne Jg(z,y, z) en
(x,y, 2).
2. Pour quels (x,y, z) la matrice Jg(z,y, z) est-elle inversible ?
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Exercice 3
Dans I'espace R™ muni de la norme ||.|| on note B(z,7) = {y € R™; ||y —z|| < r} la boule
ouverte de centre x € R™ et rayon r > 0. Si A est un sous-ensemble de R™ on note

d(z, A) = inf [lz —

la distance du point x € R" a A, et
A={reR"Vr >0, B(x,r)NA#0}

I’adhérence de A.

1. a) Montrer que A est le plus petit fermé contenant A.

b) Montrer que d(z, A) = 0 si et seulement si x € A.

2. a) Pour tous z et y dans R, montrer que

|d(x, A) = d(y, A)| < ||z —yl.

b) En déduire que I'application f4 définie sur R" par f4(x) = d(z, A) est continue sur

R™.

¢) Montrer que pour tout entier p strictement positif, I’ensemble

A, = {x e R d(z, A) < %}

est un ouvert de R™.
n

d) L’ensemble ﬂ A, est-il ouvert ou fermé?

p=1
e) Montrer que ﬂ A, = A

peEN*

f) Donner un exemple de famille d’ensembles ouverts dont l'intersection est fermée.
3. Soient A et B deux fermés disjoints de R™.
a) Montrer que d(z, A) + d(z, B) > 0 pour tout = dans R™.
b) Montrer que la fonction g définie par

PR 1C N ()
falz)+ fe(z)  d(xz, A) + d(z, B)
est bien définie et continue sur R". Vérifier qu’elle prend la valeur 0 sur A et 1 sur B.

¢) En déduire 'existence de deux ouverts disjoints A et B de R™ contenant A et B
respectivement.
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Université Paris Dauphine
DUMI2E 2e année
Calcul différentiel

Controle continu du 21 mai 2007

Exercice 1
1) a) Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle ouvert I de R & valeurs dans R,
concave et strictement positive.

Montrer que la fonction g = — est convexe en calculant sa dérivée seconde ¢”(z) pour

f

z el

b) Montrer que la fonction f(z) = €® est convexe sur R. Qu’en est-il de son inverse — 7

2) Soient f une fonction concave définie sur un sous-ensemble convexe U de R™ a valeurs
dans R, et g une fonction concave croissante définie sur un intervalle I de R a valeurs dans
R, tels que f(U) C I. Montrer que g o f est concave sur U.

3) Soit f une fonction concave a valeurs strictement positives définie sur un sous-
ensemble convexe U de R".

a) Montrer que la fonction In(f) est concave sur U.

b) En déduire que la fonction — est convexe sur U.

4) Soit D = {(z1,...,z,) e R Vi e {1,...,n},z; > 0.}.
a) Montrer que D est un sous-ensemble ouvert de R™.
b) Montrer que D est un sous-ensemble convexe de R™.

1
c¢) Montrer que la fonction f définie sur D par f(z1,...,z,) = —— est convexe sur

D. =

5) Soient a et B deux réels non nuls, £ = {(z,y) € R*;x > 0,y > 0}, et f la fonction
définie sur E par

f(CE,y) =" yﬁ'

On admet que F est un sous-ensemble ouvert et convexe de R? et que la fonction f est de
classe C? sur E.

a) Donner une condition nécessaire sur a et 3 pour que f soit convexe ou concave sur
E.

b) Montrer que f est convexe sur F si o < 0 et 5 < 0.

¢) Montrer que f est concave sur Esia >0,8>0et a+ [ < 1.
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d) En déduire un exemple de fonction convexe strictement positive sur £ dont l'inverse
est concave sur F.

e) En déduire un exemple de fonction convexe strictement positive sur E dont 'inverse
n’est ni convexe ni concave sur E.

Exercice 2
Montrer que la fonction f définie sur R? par

f(z,y) = 2% — ye*

est de classe C? sur R?, et écrire son développement limité d’ordre 2 au voisinage du point
(0,0).

Exercice 3
Soit f la fonction définie sur R™ par

f(z) =< Bx,x >+ < ¢,z > +d, reR"

ou B est une matrice symétrique de taille (n,n), ¢ un vecteur de R™ et d un nombre réel.
Développer l'expression f(x + h) pour x,h € R™ et en déduire le développement limité
a 'ordre 2 de f au voisinage de x.
Déterminer V f(x) et le reste du développement et montrer que le terme d’ordre 2 est
indépendant de x.
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Université Paris-Dauphine
DUMI2E 2e année
Calcul différentiel

Examen du 12 juin 2007

Le sujet comporte 2 pages. L’épreuve dure 2 heures. Les documents, calculatrices et
téléphones portables sont interdits.

Exercice 1 ) )

Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = ﬁ si (x,y) # (0,0) et £(0,0) =0.

1) Montrer que f est continue sur R? et n’admet pas de dérivées partielles d’ordre 1 en
(0,0).

2) Montrer que le point (0,0) est un point de maximum global strict de la fonction f.

Exercice 2

Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) = ze /2 pour z € R et f la fonction définie
sur R? par f(z,y) = zye~@+)/2 pour (x,y) € R

1) Déterminer les extrema de ¢ sur R et préciser leur nature (maximum, minimum, local,
global).

2) Déterminer les extrema de f sur R? et préciser leur nature (maximum, minimum,
local, global).

Dans les exercices 3 a 5 on munit ’espace R™ du produit scalaire euclidien < -, - > et de
la norme euclidienne || - ||2.

Exercice 3
1) Montrer que la fonction F définie sur R? par

Fz,y) =222+ —V3ay+ 2+ 1, (z,y) € R?

admet un unique point de minimum global sur R? que 'on déterminera.
2) De fagon générale, soit f la fonction définie sur R par

flx)=< Az, > -2 <bz>+c, reR"

ou A est une matrice symétrique semi-définie positive de taille (n,n),b un vecteur de R™
et ¢ un nombre réel.

a) Montrer que le gradient de f est donné par V f(x) = 2(Axz —b) et sa matrice hessienne
par H f(x) = 2A pour x € R™.

b) Montrer que f est une fonction convexe sur R™.

¢) Montrer qu'un point x de R™ est un point de minimum global de f dans R™ si et
seulement s’il est solution du systeme linéaire Az = b.
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d) Si de plus la matrice A est définie positive, montrer qu’il existe un unique point de
minimum global de f dans R™ par chacune des deux méthodes suivantes :
i) en montrant que f est coercive,
ii) en utilisant le résultat de la question c).

Exercice 4
1) Montrer que la fonction F' définie sur R” par

P)=Ya?=n, a=(n,...,2,)€R"
i=1

admet un unique point de minimum global, que l'on déterminera, sur l’ensemble des
contraintes

U=A{(x,...,z,) € R le =n}.
i=1

2) De fagon générale, soit f la fonction définie sur R par
flz) =< Ax,x > -2 <bx>+c, reR"
ou A est une matrice symétrique définie positive de taille (n,n),b un vecteur de R" et ¢
un nombre réel, et soit U I’ensemble des contraintes
U={zeR";, <d,z>=¢e}

ol d est un vecteur non nul de R" et e un nombre réel.
a) Montrer que f admet un unique point de minimum global dans U.
b) Montrer que U est un sous-ensemble convexe et fermé de R™.

Exercice 5
1) Montrer que la fonction F' définie sur R? par

F(r,y) =22 +y* —V3zy,  (x,y) € R?

admet au moins un point de maximum global sur le cercle unité U = {(z,y) € R* 2?2 +y* =
1}.

En déduire l'existence d’une valeur propre A € R et d’'un vecteur propre associé a € R?
de la matrice représentative A de la forme quadratique F'; expliciter un tel couple (A, a).

2) De facon générale, soit A une matrice symétrique de taille (n,n) et f la fonction
définie sur R™ par
flz) =< Ax,z >, x e R"
Montrer qu’il existe au moins un point a de maximum global de la fonction f sur la sphere
unité U = {x € R", ||z|]2 = 1}.
En déduire qu’il existe A € R tel que Aa = Aa.
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Corrigé de ’examen du 12 juin 2007

Exercice 1

1) f est continue hors de (0,0), et en (0,0) on remarque que |f(z,y) — f(0,0)| < |z|+|y|
pour tout (z,y), donc f est continue en (0,0).

L’application partielle par rapport a z, en y = 0 fixé, est  — —|z|, qui n’est pas
dérivable en 0 : autrement dit f n’admet pas de dérivée partielle par rapport a = en (0,0).
De méme pour .

2) Pour tout (z,y) # (0,0) on a f(x,y) < 0= f(0,0), donc le point (0,0) est un point
de maximum global strict de f.

Exercice 2
1) La fonction ¢ est dérivable sur R avec

Pa) = (1= a?) e P2

Ainsi les éventuels points d’extremum de ¢ dans R sont parmi ses deux points critiques
—1 et +1. Comme de plus

O (r) <0 pour —oo<x<-—1

¢'(x) >0 pour —1<uz<+1

Y'(x) <0 pour +1<x<+400
il en résulte que @ est strictement décroissante dans les intervalles | — oo, —1[ et | + 1, 00|,
et strictement croissante dans l'intervalle | — 1, +1][.

Par conséquent les extrema de ¢ dans R sont d'une part le point —1 qui est I'unique
point de minimum global de ¢ dans R, avec p(—1) = —1/4/e et d’autre part le point +1
qui est 'unique point de maximum global de ¢ dans R , avec p(+1) = +1/+/e.

2) Comme f(x,y) = ¢(z) p(y), la fonction f est différentiable sur R? avec

%(fﬂ, y) = ¢'(z) o(y)

0
o) = el) ¢ 0
Ainsi les éventuels extrema de f sont parmi ses cing points critiques (0,0) et (z,y) avec
|| = Jy| = 1.
- Le point (0,0) est un col car
f(0,0) =0< f(z,y) pour zy>0
£(0,0) =0 > f(z,y) pour zy <DO0.
- Les points (—1,—1) et (1,1) sont des points de maximum global de f sur R? car
f(=1,-1) = f(1,1) = /e et f(z,y) = p(x)p(y) € [-1/e,+1/e] pour tout (z,y) € R?
1

)
puisque ¢(z) € [-1/+/e, —|—1/ﬂ pour tout z € R.
- Les points (—1,1) et (1,—1) sont des points de minimum global de f sur R? car

1
F(=1,1) = f(1,-1) = —1/e. o
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Exercice 3
1) La fonction F est deux fois différentiable sur R? avec

VF(z,y) = (4o — V3y + 2, -3z + 2y)
4 -3

-3 2 |

Si (z,y) est un point d’extremum de F, alors (z,y) est nécessairement solution de

I’équation d’Euler, c’est-a-dire du systeme linéaire

{4x—\/§y:—2 (1)
—V3r+2y=0 (2)

HF(ﬂﬁ,y)z{

Or de I'équation (2) on a

et de I’équation (1) on a

d’ou
4 2V/3
Xr = —— y = —
5t )
Ainsi le point (—57 _T) est 'unique point critique de F'. Or la matrice hessienne de F'

est en tout point définie positive d’apres la regle de Sylvester puisque ses deux déterminants
mineurs sont égaux a 4 et 5. Donc F' est strictement convexe dans R2. Par suite le point

(—%, —2—\5/5) est 'unique point de minimum global de la fonction F' sur R? .

2) a) La fonction f est deux fois différentiable sur R" avec V f(z) = 2(Az — b) et
Hf(x) = 2A pour tout = € R™.

b) Comme H f(z) = 2A pour tout x € R" et que la matrice A est semi-définie positive
alors f est convexe dans R".

c) Comme f est différentiable et convexe dans R", un point x de R™ est un point de
minimum local de f dans R" si et seulement s’il est un point de minimum global de f dans
R"™ si et seulement s’il est un point critique de f dans R", c’est-a-dire vérifie I’équation
d’Euler Vf(z) =0, soit Az —b = 0.

d) Si la matrice A est définie positive alors f est strictement convexe dans R™, donc il
existe au plus un point de minimum global de f sur R". De plus

(i) comme la matrice A est définie positive, alors il existe o > 0 telle que

< Az, x >> a|jz|3

d’ou
f(@) > allzllz — 2[bll2ll2]l2 — |-
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Ainsi f(x) tend vers 400 quand ||x||2 tend vers 400 et donc f est coercive dans R™; par
suite il existe au moins un point de minimum global de f sur R"™ par la théoreme de
Weierstrass.

(ii) comme la matrice A est définie positive, alors elle est inversible, donc le systeme
linéaire Ax = b admet une (unique) solution x dans R” et donc il existe un (et un seul)
point de minimum global de f dans R™ par la question c). o

Exercice 4 .
1) Posant g(z) = le —mn,on a Vg(z) = (1,...,1) et par conséquent chaque point x
i=1
de R™ est un point de qualification de la contrainte g.
On cherche donc les éventuels points d’extremum de F' sur U en cherchant les points
critiques (z, \) du lagrangien

L(z,\) = F(z) — Ag(x)
dans R™ x R par la résolution de I’équation d’Euler
VL(z,\)=0

soit
2Q3z—)\20, izl,...,n

in—n:O.
i=1

Or ce systeme de n + 1 équations a n + 1 inconnues (z, A\) a une et une seule solution

donnée par x; =1 pouri=1,...,net A = 2.
Ainsi il existe un et un seul point critique du lagrangien dans R™ x R , a savoir le point
((1,...,1),2). Or la fonction F est convexe dans R" et la contrainte g est affine, donc

L(.,\) est convexe, et donc le point
(1,...,1)

est un point de minimum global de F' dans U. De plus par la condition nécessaire de
Lagrange (puisque tous les points de U sont de qualification) il est le seul point d’extremum
de F' dans U.

2) a) Posant g(z) =< d,z > —e, on a Vg(z) = d # 0 et par conséquent chaque point
x de R™ est un point de qualification de la contrainte g. On cherche donc les éventuels
points d’extremum de f dans U en cherchant les points critiques (x,\) du lagrangien
L(z,\) = f(z) — Ag(z) dans R™ x R par la résolution des équations d’Euler de L dans
R™ x R

VL(x,\)=0

soit
24z — \Nd = 2b (1)
<d,x>=e (2).
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Or ce systeme linéaire de n + 1 équations a n + 1 inconnues (x,\) a une et une seule
solution si et seulement si le systeme homogene associé

2Ar —Ad =0 (1)
<d,x>=0 (2")
a la seule solution x =0, A = 0. Or de (1’) on a
2<Ax,x > — < Ad,xz >=0
o1t
2< Az, x> -A<d,x>=0
et avec (2’) on a
< Az,x >=0.
Comme A est définie positive, on en déduit que x = 0, et revenant a (1’) on a
Ad=0.

Comme d est non nul, on en déduit que A = 0.

Ainsi il existe un et un seul point critique (a, A) = (0,0) du lagrangien L dans R" x R.
Or la fonction f est différentiable et convexe dans R" et la contrainte g est affine, donc
L(., \) est convexe, et par conséquent le point a est un point de minimum global de f dans
U. De plus par la condition nécessaire de Lagrange (puisque tous les points de U sont de
qualification) il est le seul point d’extremum de f dans U. o

2) b) Si x et y sont deux points de U, alors < d,x >=< d,y >= e, donc < d,tz + (1 —
t)y >= e pour tout t € [0, 1], c’est-a-dire tx + (1 — t)y € U. Autrement dit U est convexe.

Si (x,,)n est une suite de U convergeant vers un point x de R", alors (< d,z, >), est
une suite constante égale a e, et converge vers < z,e > par continuité du produit scalaire :
ainsi < d,x >= e, c’est-a-dire x € U. Ainsi U est fermé.

Exercice 5

1) La fonction F est continue sur R? et la sphere unité U est fermée et bornée dans R?
donc il existe au moins un point a de R? qui est un point de maximum global de F sur U.

Posant g(z,y) = 22 +y*—1on a Vg(z,y) = 2(x,y) qui est non nul sur U, donc tous les
points de U sont de qualification de la contrainte g. De plus la fonction F' est différentiable
dans R?. Par conséquent par la condition nécessaire de Lagrange, il existe A dans R solution
de I’équation de Lagrange associée

VF(a)—AVg(a) =0
Or si A est la matrice représentative de f dans la base canonique de R?, c’est-a-dire si

F(z,y) =< A(z,y), (z,y) > pour tout z,y) € R* on a VF(z,y) = 2A(z,y). Par conséquent
I’équation de Lagrange précédente s’écrit

Aa = Aa,

autrement dit A est une valeur propre de la matrice A associée au vecteur propre a normalisé
par ||lalls = 1.
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Pour chercher explicitement les points (z,y) d’extremum de F' dans U on cherche les
points critiques ((z,),\) du Lagrangien L dans R? x R, c’est-a-dire les points ((z,y), \)
solutions des équations d’Euler-Lagrange

4r — /3y — 22X =0 (1)
2y — V31 — 2yA =0 (2)
2+ —-1=0 (3)

De I’équation (1) on a nécessairement
202 — Nz = V3y
et par suite par ’équation (2) on a
[—344(1— \)(2— M)z = 0.

Ainsi
- soit x = 0 et par suite y = 0, ce qui est impossible par (3),

5 1
—soit/\2—3)\—|—1:0etparsuite/\:§ou)\:—-

2
> 1
Pour \ = 2 alors par (1) on a z = —+/3y et par suite par (3) on a y = :i:i. Ainsi a
1
A= 2 correspondent les deux points (iT’ :F§)

V3

1
De méme a A = 5 correspondent les deux points (i§, iT)

Ainsi nécessairement si a est un point d’extremum de F' dans U, alors

a = (i77:F§) ou a = (Zta,:tT)

Or
V3 1. 5 1 V3, 1
P2 -2 Pl +Y2) 2

et comme il existe au moins un point de maximum global de F' dans U et un point de
minimum global de F' dans U, on en déduit que

1 3
- les points (ii’ iT) sont des points de minimum global de F' dans U égal a g,
. 1, V3 . . R
- les points (:I:§, iT) sont des points de minimum global de F' dans U égal a 5

. 5 .
En conclusion par exemple \ = 3 est une valeur propre de A associé au vecteur propre

Gy y)

2) On cherche & maximiser la fonction quadratique f définie sur R” par f(z) =< Az, z >
sur la sphere unité U = {z € R", ||z]|s = 1}.
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La fonction f est continue de R™ a valeurs dans R et U est fermé et borné dans R"™.
Donc par le théoreme de Weierstrass, il existe au moins un point a de maximum global de
fsur U.

Posant g(x) = ||z||3, cette fonction g est différentiable dans R" avec Vg(z) = 2z qui est
non nul dans U, donc tous les points de U sont des points de qualification de la contrainte.
De plus la fonction f est différentiable sur R"™ avec V f(z) = 2A, donc par la condition
nécessaire de Lagrange, il existe un multiplicateur A dans R tel que

2Aa = 2\a,
soit
Aa = la.

Donc A est une valeur propre de A associée au vecteur propre a de R"™ normalisé par
a2 = 1.
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Université Paris-Dauphine
DUMI2E 2e année
Calcul différentiel

Examen de septembre 2007 - Deuxiéme session

Le sujet comporte 2 pages. L’épreuve dure 2 heures. Les documents, calculatrices et
téléphones portables sont interdits.

Exercice 1
Soit f une fonction continue de R™ dans R? et O un sous-ensemble ouvert de R?. Montrer
que f71(O) est un sous-ensemble ouvert de R”.

Exercice 2

Soit K un sous-ensemble fermé et borné de R™ et f une fonction continue sur K a valeurs
réelles strictement positives. Montrer qu’il existe un nombre réel strictement positif m tel
que f(x) > m pour tout = € K.

Le résultat reste-il vrai si K est fermé mais pas borné? si K est borné mais pas fermé ?

Exercice 3
Soit f la fonction définie sur R? par

floy) =ay,  (z,y) R
1) La fonction f admet-elle des extrema sur R??

2) Déterminer les extrema de f sur I'’ensemble des contraintes U = {(z,y) € R* 2 +y* =
2} et préciser leur nature (maximum, minimum, local, global).

Exercice 4

Soit n points (x;,y;) de R?, pour i =1,...,n et f la fonction définie sur R? par
f(xmy) - Z(x_xz)Q—i_(y_yl)Q? (Jf7y) ER2’
i=1

1) Déterminer les extrema de f sur R? et préciser leur nature (maximum, minimum,
local, global).

2) Déterminer les extrema de f sur 'ensemble des contraintes U = {(z,y) € Rz +y =
1} et préciser leur nature (maximum, minimum, local, global).

Dans les exercices 5 a 7 on munit I’espace R™ du produit scalaire euclidien < -,- > et de
la norme euclidienne || - [J2. Si M est une matrice de taille (n,n) on note M7 sa matrice
transposée, ¢’est-a-dire la matrice de taille (n, n) définie par < M7y, z >=< y, Mz > pour
y,z € R"™
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Exercice 5
Soit D ={z=(x1,...,2,) € R x; >0,i=1,...,n} et f la fonction définie sur D par

f(x):x}/n...xi/”, r=(x1,...,2,) € R™

1) Montrer que D est un sous-ensemble ouvert et convexe de R™.

2) Montrer que la fonction f est de classe C* sur D puis calculer son gradient V f et sa
matrice hessienne H f.

3) Montrer que

f(l’) - hz 2 - hz 2
s = SD[(3 )3 ()’
i=1 '
pour tous x € D et h € R™.
4) En déduire que f est concave sur D (on pourra utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz).
5) la fonction f admet-elle des extrema sur D7

Exercice 6
Soit a et b deux points donnés de R™ avec a + b # 0 et f la fonction définie sur R™ par

f@)=llz—al+]lz—bl;, xR

1) Montrer que la fonction f est strictement convexe sur R™.

2) Montrer que la fonction f est coercive sur R™.

3) Montrer que la fonction f admet un unique minimum gobal sur R” que I’'on déterminera.

4) Déterminer les extrema de la fonction f sur la sphere de R™ de centre 0 et rayon 1 et
préciser leur nature. Que se passe-t-ilsia+b=07

Exercice 7
Soit f la fonction définie sur R™ par

fl@) =Bz —d|;, z€R"

ou B est une matrice de taille (n,n) et d un vecteur de R™.

1) Montrer que le gradient de f est donné par V f(x) = 2(BT Bx — B”d) et sa matrice
hessienne par H f(z) = 2BT B pour » € R™.

2) Montrer que la fonction f est convexe sur R™.

3) Montrer qu'un point  de R™ est un point de minimum global de f sur R" si et seule-
ment s’il est solution du systeme linéaire BY Bx = B”d, par chacune des trois méthodes
suivantes :

a) en appliquant la question 2),

b) en développant I'expression f(z + th) sous forme d’un polynéme d’ordre 2 en
la variable réelle ¢,

¢) en appliquant au point d de R™ le théoreme de projection sur I'image de B.

4) Si de plus B est inversible, montrer que f admet un unique point de minimum global
sur R"™.
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Université Paris Dauphine
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Controle continu du 25 mars 2008

Le sujet comporte 2 pages. L’épreuve dure 1 heure 30. Les documents, calculatrices et
téléphones portables sont interdits.

Questions de cours

1. Donner la définition d’un ensemble ouvert de R™.

2. Montrer que 'union d’une famille quelconque d’ouverts de R™ est un ouvert de R™.
3. Montrer que 'intersection de deux ouverts de R™ est un ouvert de R".

4. L’intersection d’une famille quelconque d’ouverts de R™ est-il un ouvert de R"™ ?

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur | — 1, 1[x] — 1, 1] par
22— g2

fle,y) =9 22+4?

+1In(1 — 2%) +In(1 —¢?) si (2,59) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).

Montrer que ] — 1, 1[x] — 1, 1] est un ouvert de R2.
Montrer que f est continue sur | — 1, 1[x] — 1, 1[\{(0,0)}.

Calcul li 0 fixé, puis i li :
alculer y%%)gl#of(x, y) pour x # 0 fixé, puis zﬁggﬂ [y_}ggl#o f(z, y)}

Calculer i 0 fixé, puis i li .
alculer Hggﬂf(:v, y) pour y # 0 fixé, puis i [Hgg#of(x, y)]

Etudier la continuité de la restriction de f a chaque droite passant par 0.
Etudier la continuité de la fonction f en (0,0).

SOk
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Exercice 2

Soit B(0,r) la boule ouverte de R™ de centre 0 et de rayon r > 0 pour une norme || - ||
sur R".

Soit L un nombre réel de 0, 1] et f une application de B(0,r) dans R" telle que

1f (@) = W)l < Llz -yl
pour tous z et y dans B(0,r) et telle que

IfO)f <r(1—1L).
On va montrer qu'il existe un unique point = de B(0,7) tel que f(x) = x. Un tel point est
appelé un point fixe de 'application f.
1. Montrer que l'application f est continue sur B(0,r).
2. Montrer qu’il existe au plus un point fixe (en supposant que x et y sont deux points
fixes, on pourra montrer que z = y.)
3. a. On note zg = 0 et 1 = f(xy). Montrer que

21 — ol < 7(1—L).
b. De fagon générale montrer que I'on peut définir de proche en proche la suite (zy); de
points de B(0,r) par zx,1 = f(zx) pour k € N et que pour tout £ € N on a
51 — @]l < LM 2 — aoll.

c. En déduire que
k

1—L
pour tous k,p dans N, puis que la suite (xy), est de Cauchy dans R™.
d. En déduire 'existence d’un point fixe de 'application f.

[2r4p — il < 1 = ol

Exercice 3

Soit B(0,7) la boule ouverte de R™ de centre 0 et de rayon r pour une norme || - || sur
R"™.

Soit L un nombre réel de |0, 1] et g une fonction de B(0,7) dans R" telle que

lg(z) — gl < Lz -yl
pour tous z et y dans B(0,r) et telle que

9(0) = 0.
1. Soit z € B(0,r(1 — L)) fixé. A l'aide de I'exercice 2, montrer qu’il existe = € B(0,r)
tel que z — g(x) = x.
2. Pour z; et z9 € B(0,r) montrer que

1
|1 — 22| < EH(% + 9(@1)) = (w2 + g(x2))|.-
3. Soit h la fonction de B(0,r) dans R™ définie par h(z) = x + g(z).
Déduire de ce qui précede que la fonction h est une bijection de B(0, ) sur B(0,7(1—L1)),
qui est continue dans B(0, 1) et que son application inverse est continue dans B(0,7(1—L)).
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Corrigé du controle continu du 25 mars 2008

Questions de cours

1. cours

2. Soit (O;)ier une famille d’ouverts et soit o € | J,.; O; quelconque. Alors il existe i € I
tel que x € O;. Comme cet O; est ouvert, il existe un » > 0 et une norme sur R” tels que
la boule de centre x et rayon r pour cette norme soit contenue dans O;. En particulier elle
est contenue dans UZ.e ; Oi, ce qui assure que Uie ; O; est ouvert.

3. Soit U et V deux ouverts de R", et soit x € U NV quelconque. Alors x € U qui
est ouvert, donc il existe r > 0 et une norme sur R™ tels que la boule B(z,r) de centre x
et rayon r pour cette norme soit contenue dans U. De méme z € V qui est ouvert, donc
il existe s > 0 tel que la boule B(x,s) pour la méme norme soit contenue dans V. En
particulier B(z, min(r, s)) est contenue dans U et dans V', donc dans U NV, ce qui assure
que U NV est ouvert.

4. L’intersection d’une famille quelconque d’ouverts de R™ n’est pas nécessairement un
ouvert de R". Par exemple les ensembles | — 1/n,1/n[ sont des ouverts de R, mais leur
intersection est le singleton {0} qui n’est pas ouvert.

Exercice 1
1. Le produit tensoriel | — 1,1[x] — 1, 1[ est un ouvert de R? puisque par exemple il est

la boule ouverte de centre (0,0) et de rayon 1 pour la norme || - ||s-
2. La fonction x — 1 — 22 ne prend que des valeurs strictement positives sur | — 1, 1|
donc par composition x + In(1 — z?) est continue sur | — 1, 1[. Par conséquent (x,y) —

In(1 — 2?) est continue sur | —1,1[x] — 1, 1], et en particulier sur | — 1, 1[x] — 1, 1[\{(0,0)}.
2,2

xr
De pl —

est le quotient de deux fonctions continues, le dénominateur
n’étant jamais nul sur R?\ {(0,0)}, donc est continue sur R? \ {(0,0)}, et en particulier
sur | — 1, 1[x] — 1,1[\{(0,0) }. Par conséquent f est continue sur | — 1, 1[x] —1,1[\{(0,0)}.

, . . 2 . . _
3. Pour z # 0 fixé, y_l)%gl#of(m,y) =1+1In(1 —27) donc x_}g’%&o [y_l}ér’?#of(x,y)} L.

4. De mé li = —1+In(1—y? fixé li li
e méme x—>})r,£;1¢o f(z,y) +In(1—y*) pour y # 0 fixé, donc yiﬁ}#o [x—>lor,£¢o f(x, y)}

5. f est continue sur | — 1, 1[x] —1,1[\{(0,0)} donc sa restriction a toute droite passant
par 0 est continue en dehors de 0.

De plus, sur la droite y = az pour a € R fixé, on a f(z,y) = f(x,azx) = };Zz + In(1 —
2

z?)+In(1—a?z?) pour z # 0, qui tend vers o a2
a
on en déduit que la restriction de f & la droite y = ax est continue en 0 ssi a? = 1.
Enfin, sur la droite z = 0, on a f(z,y) = f(0,y) = —1 + In(1 — y?) qui tend vers —1
quand y tend vers 0. Comme f(0,0) = 0, on en déduit que la restriction de f a la droite
x = 0 n’est pas continue en 0.

quand z tend vers 0. Comme f(0,0) = 0,
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6. D’apres la question 5. la restriction de f a au moins une droite passant par 0 n’est
pas continue en 0 donc f n’est pas continue en 0.

Exercice 2
1. La fonction est lipschitzienne de rapport L dans B(0,7) donc y est continue.
2. Si z et y sont deux points de B(0, r) tels que f(z) = x et f(y) = y, alors par hypothese

[z =yl = If (z) = f)Il < Lllz = y]|

et comme L < 1 on a nécessairement ||z — y|| = 0, soit = y. Ainsi il existe au plus un
point fixe de f.

3. a. On a par hypothese

[ = 2oll = [LF(O)| < r(1 = L)

b. D’apres la question précédente on a ||z1 — x| = ||f(0)|| < r(1 — L) < r donc

x1 € B(0,7). On peut donc définir x5 = f(x1) De plus
lwr = @oll < L 21 — o

22 — 21|l = || f(21) = fzo)|| < L2120l
Soit maintenant k£ un entier > 1 et supposons que pour tout n < k on a x,, € B(0,7), ce
qui permet de définir x,,11 = f(z,), et que ||xp1 — 2, || < L7 21 — x0]|.
Par I'inégalité triangulaire on a
[Zpt1 = @ol| < |1 — aull 4+ -+ - + flzr — o
et par ’hypothese de récurrence sur la majoration on en déduit que
1— Lk—l—l
1-L
Ainsi z; € B(0,r), donc on peut définir zx19 = f(zg41), et de plus ||xgio — Tpia|| =
@) = F@)ll € Lliane — 2l < Ly — ol
Ainsi la propriété est récurrente et par conséquent on peut bien définir de proche en
proche la suite (zy)g par 541 = f(zx) pour k > 0 avec la majoration annoncée.
c. Pour k et p dans N avec p > 1, on a par 'inégalité triangulaire puis les inégalités de
la question précédente

lkp = @ll < Nwksp = Trppall + -+ lowss — aall < (L7040 + L) [loy — o]
k
1-L

On peut alors en déduire que la suite (z); est de Cauchy dans R". En effet on déduit
tout d’abord de la majoration précédente et de a. que

@41 — @ol] < (LF + -+ + LO)||my — 2| = r(1-L)<r.

:Lk(Lp_1++LO) ||.T1—x0|| S H.ﬁlfl—l'()H

ka-i-p — .QTkH S LkT’.

Soit alors ¢ > 0 fixé. Comme la suite (L*); est convergente vers 0 dans R, il existe un
entier K tel que pour tout £ > K on ait

rLk <e.
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Par conséquent pour tout entier £ > K et pour tout entier p > 0 on a
[k 1p — 2kl < e

et donc la suite (zy); est de Cauchy dans R™.
d. Tl existe donc un point z de R” limite de cette suite dans R? et qui vérifie (par
I'inégalité de la question précédente écrite pour k = 0 et p tendant vers I'infini)

lz = @oll < 37— llez = o

— L
soit

|z — x| < r(l—L)<r

~1-L
donc = € B(0,r).

Comme la suite (z), converge vers x dans B(0,7) et comme la fonction f est continue
dans B(0,7) donc en z, la suite (f(xy)), converge vers f(x) dans R". Enfin comme x4 =
f(zy), la suite (f(zx))r est une suite extraite de la suite (z), donc converge aussi vers z.
Par unicité de la limite d'une suite, on en déduit que x = f(x). Ainsi ce point = est un
point fixe de f.

Exercice 3
1. La fonction f de B(0,r) dans R? définie par

flz) =z—g(x)
vérifie
1f (@) = FW)ll = llg(x) — gl < Lz -yl
pour tous z et y € B(0,7), et
£ O = llz = gO)] = llz[| < r(1 - L).
Par I'exercice 2, il existe donc « € B(0,r) tel que f(x) = z, c’est-a-dire z — g(z) = x.
2. Des égalités
z1 =1+ g(x1) — g(21)
Ty = g+ g(22) — g(22)
on déduit par différence
x1 — 22 = (21 + g(21)) — (22 + g(22))) — (9(21) — 9(22))
puis par inégalité triangulaire et hypothese sur g
lz1—=a|| < [[(2149(21)) = (22Fg(x2)) [+ |9 (21) —g(@2) | < [ (T1+g(21)) = (2tg(22)) ||+ Llw1—22]|
d’ou |
|21 — 2o < ﬁ”(fﬂl + g(z1)) — (22 + g(z2))|]-
3. L’hypothese sur g assure que la fonction ¢ puis la fonction h est continue sur B(0, )

et la question 1 assure qu’elle est surjective de B(0,r) sur B(0,r(1 — L)). La question 2
assure qu’elle est injective dans B(0,7) avec une application inverse qui est continue.
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Examen partiel du 14 avril 2008

Questions de cours

1. Soit U un sous-ensemble fermé et borné de R™ et f une fonction définie et continue
sur U a valeurs dans R”. Montrer que 'ensemble f(U) est un sous-ensemble fermé et borné
de RP.

2. Soit f une forme quadratique sur R”, représentée dans la base canonique de R™ par
une matrice A symétrique de taille (n,n). Montrer que f est deux fois différentiable sur
R™ et déterminer son gradient et sa matrice hessienne en fonction de la matrice A en
développant 'expression f(x + h) pour z et h dans R™.

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R? par

x?)
f(.’ll',y) = x2 +yy2 i (ili',y) % (0,0)
0 si (l’,y) = (0,0)

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Montrer que f est une fois continiment différentiable (ou de classe C') sur R? et
calculer ses dérivées partielles premieres.

3. Montrer que f admet des dérivées partielles secondes en (0,0) que I'on calculera.

4. L’application f est-elle deux fois continiment différentiable sur R? ?

Exercice 2
Si A et B sont deux sous-ensembles non vides de R™, on note A + B le sous-ensemble de
R™ défini par
A+B={zeR%z=a+b,ac A be B}.

1. (Exemple dans R?) Si A = {(z,y) € R}y = 0} et B = {(z,y) € R*z = 0},
déterminer A + B.

2. Montrer que si A et B sont bornés, alors A + B est borné.

3. Montrer que si A et B sont convexes, alors A+ B est convexe.

4. On suppose que A est ouvert.

a. Montrer que A+ B = J,.5 A + {b}.

b. Montrer que A + {b} est ouvert pour tout b € B et en déduire que A + B est ouvert.

5. Montrer que si A est fermé borné et si B est fermé, alors A+ B est fermé (on pourra
raisonner a ’aide de suites et suites extraites).
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6. Montrer que si A et B sont fermés, alors A + B n’est pas nécessairement fermé (on
pourra considérer les sous-ensembles A = {(x,y) € R%, y = 0} et B = {(x,y) € R?, 2y =
1} de R?).

Exercice 3
Soit f Papplication définie sur R? par f(z,y) = ey’ <x2 +zy + y? — %)

1. Montrer que a® + ab + b*> > $(a* 4 b*) pour tous réels a et b.

2. Montrer que I'application f est minorée sur R? et atteint sa borne inférieure. L’ap-
plication f est-elle majorée sur R??

3. Montrer que f est une fois contintiment différentiable sur R? et calculer ses dérivées
partielles premieres.

4. Soit (xg,yo) un point de minimum de f sur R?, c’est-a-dire tel que f(z,y) > f(xo, vo)
pour tout (x,y) de R?.

a. Montrer que l'application partielle x — f(z,y0) admet un minimum en zy et en

4 0
déduire que 8_£(x0’ yo) = 0.

0
b. Montrer de méme que a—f(xo, Yo) = 0.

5. a. Déterminer tous les couples (z,y) de R? solution du systeme

of
o
a—y(w )

) =0

(on pourra former la différence des deux équations).

b. En déduire qu’il existe un seul point de minimum de f sur R? que I'on explicitera,
ainsi que la valeur du minimum de f sur R2.

6. Si k est un nombre réel on appelle courbe de niveau k 'ensemble (éventuellement
vide) C'(k) défini par

C(k) = {(z,y) € R* f(z,y) = k}.

a. Déterminer ’ensemble C'(—1/2).

b. Pour quelles valeurs de k I'ensemble C'(k) est-il vide ?

c. Montrer que 'ensemble C'(k) est un ensemble fermé et borné de R? pour tout réel k.
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Corrigé succint de ’examen partiel du 14 avril 2008

Exercice 1

1. La fonction f est continue sur R? \ {(0,0)} comme quotient de fonctions continues
avec un dénominateur non nul sur R? \ {(0,0)}. De plus, pour (z,y) # (0,0),

2y e
P 4y* 2?4y

|f(z,y) — f(0,0)] = 5|2yl < lzyl

qui tend vers 0 quand (z,y) tend vers (0,0), donc f est continue en (0,0).

2. La fonction f admet des dérivées partielles sur 'ouvert R? \ {(0,0)} avec
of hy + 3223 of x° — 23y?
== (2, y) = 2 .22 ) —(%y):ﬁ'

Ox (22 + y?) y (22 4 9?)

qui sont continues comme quotient de fonctions continues avec un dénominateur non nul
sur R?\ {(0,0)}.
L’application partielle f(.,0) : x +— f(z,0) = 0 est dérivable en x = 0, de dérivée 0, donc

0
I'application f admet une dérivée partielle par rapport a x en (0, 0), avec —f(O, 0) =0. De

ox
plus, pour (z,y) # (0,0),
of of \zty + 3223 x? 3 212y 3
ar _ 9 — < 2lyl—2 <yl + D).

0
La fonction a—f est donc continue en (0,0) et par suite continue sur R?.
x

On montre de méme que f admet une dérivée partielle par rapport & y, continue sur R2.
Ainsi la fonction f est ainsi de classe C! sur R? avec

of aty + 3%y .
%(ﬂf,y) S P22 si (z,y) # (0,0), 0 sinon
of o — 2y :
a—y(%y) CE (z,y) #(0,0), 0 sinon.
o . Of of s e
3. L’application partielle %(O, )iy %(0, y) = 0 est dérivable en y = 0, de dérivée 0,
2 2 2 2
donc %(07 0) existe et vaut 0. De méme %(0, 0) =0, g—yjs(O, 0)=0et 8(15?/ (0,0) = 1.
0 f 0% f , : . e 2
4. (0,0) # (0,0) donc f n’est pas deux fois contintiment différentiable sur R
Oyox 0xdy

par le théoreme de Schwarz.
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Exercice 2

1. A+ B=R>

2. Soit ||.|| une norme sur R™. Si A est borné, alors il existe une constante ¢; telle que
lal| < ¢; pour tout a € A. Si de méme B est borné, alors il existe une constante ¢y telle
que ||b]| < ¢y pour tout b € B.

Ainsi, si z € A+ B, alors il existe a € A et b € B tels que z = a + b, et par inégalité
triangulaire ||z|| < ||a|| + ||b]| < ¢1 + ¢2. Comme ceci est vrai pour tout z € A+ B on en
déduit que A + B est borné.

3. Soit 21 et zo deux points de A+ B et t € [0, 1] : il existe donc des points aj,ay € A
et by, by € B tels que z; = a; + by et 29 = as + by. On considere alors

tZl + (1 — t)Zg = t(a1 + bl) + (1 — t)(ag + bg) = ta1 + (1 - t)CLQ + tbl + (1 — t)bg

Or a; et ay sont deux points du convexe A, donc ta;+(1—t)ay € A. De méme tby+(1—t)by €
B, et donc tz; + (1 — t)ze € A+ B, ce qui assure que A + B est convexe.

4.a. A+ B =Jycpla+bac Ay =g A+ {b}

b. A est ouvert donc A + {b} est ouvert pour tout b € B. En particulier, et d’apres la
question a., A 4+ B est une réunion d’ensembles ouverts, donc est ouvert.

5. Soit (zx)r une suite de A + B, convergeant vers un z € R™. Pour tout k, 2z, € A+ B
donc il existe aj, € A et by € B tels que 2z, = ay, + by,. La suite (ay ), ainsi définie appartient
au fermé borné A, donc admet une sous-suite (ay )i convergeant vers un a € A. La suite
(b )k = (2 — agr) g converge donc vers z — a. Or elle est composée d’éléments du fermé
B, donc la limite z — a appartient a B. La limite z de la suite (zx)x s’écrit donc comme
a+z—aoua€ Aet z—a € B :autrement dit z € A+ B, ce qui assure que A + B est
fermé.

6. L’ensemble A = {(z,y) € R%* y = 0} est 'image réciproque du fermé {0} de R par
I'application R? — R : (z,y) — y qui est continue, donc est un fermé de R?. De méme
I'ensemble B = {(x,y) € R?* xy = 1} est I'image réciproque du fermé {1} de R par
'application R? — R : (z,y) — xy qui est continue, donc est un fermé de R?,

Cependant A + B, qui est 'ensemble R? \ A, n’est pas fermé.

Exercice 3
Soit f Papplication définie sur R? par f(z,y) = e v <x2 +ay+y? — %)
1. La différence entre les deux membres de I'inégalité est 2 (a?+2ab+b?) = 1(a+b)? > 0.

2. L’application f est coercive puisque, d’apres la question 1., f(z,y) > %emQerQ (22 +
y*—1) qui tend vers +o0o quand ||(z, y)|| tend vers I'infini. Comme de plus elle est continue,
elle est minorée sur R? et atteint sa borne inférieure par le théoréme de Weierstrass. Elle
n’est pas majorée sur R? car elle est coercive.

3. L’application f est un produit de fonctions usuelles de classe C! sur R? donc est C!
sur R?. De plus
af

1
—_— pr— x2+y2<2 2 2__ 2 )
ax(m,y) e x(z®+ay+y 2)+ T+
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0 1
3_§<x’ y) ="ty <2y(x2 +ay+y° — 5) +z+ 2y>.

4.a.Ona f(z,y) > f(zo,yo) pour tout (z,y) € R? donc en particulier f(x,y) > f(zo, yo)
pour tout z € R. Autrement dit 'application partielle = — f(x,7) admet un minimum
en xg et sa dérivée en x( est donc nulle, c’est-a-dire a—(:r;o, yo) = 0.

x

5. a. Comme la fonction exponentielle ne prend que des valeurs strictement positives, le

systeme d’équations
of

équivaut a

2x(:p2—|—xy—|—y2—%)—l—2x—|—y =0 (1)
2y(2® +ay+y*—3) +r+2y =0 (2
La différence de ces deux équations donne (z — y)(z? + zy + y*) = 0 qui est équivalent a

x =y (a l'aide de la question 1).

De (1) on déduit alors que x(3z? 4+ 1) = 0, qui équivaut & z = 0.

Ainsi la seule solution du systeme est x =y = 0.

b. D’aprés la question 2; la fonction f admet au moins un point de minimum sur R2.

D’apres les questions 4. et 5., si (zg,%0) est un point de minimum de f sur R?, alors
nécessairement (zo, yo) = (0,0).

Par conséquent (0,0) est I'unique point de minimum de f sur R?, avec f(0,0) = —%.

6. a. L’ensemble C(—1/2) est réduit au point (0,0). En effet

- d’apres la question 5.b. f(0,0) = —1/2 donc (0,0) € C(—1/2);

-deplussi (z,y) € C(—1/2) alors f(z,y) = £(0,0) donc (z,y) est également un point de
minimum de f sur R?. Or le point (0, 0) est I'unique point de minimum, donc (z,y) = (0, 0).

b. C(k) est vide si et seulement si k < —1/2. En effet :

- le point (0,0) est un point de minimum de f sur R?, donc f(z,y) > f(0,0) = —1/2
pour tout (z,y) € R% Autrement dit C(k) est vide pour tout k < —1/2;

- de plus la fonction f(z,0) = e*" (2% — 1) pour z € R tend vers +00 quand z tend vers
+00, et vérifie f(0,0) = —1/2 donc le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la
fonction continue x +— f(x,0) assure qu'il existe (z,0) dans C(k) si k > —1/2 : ainsi C(k)
est non vide pour tout k > —1/2.

c. Soit k € R fixé. L’ensemble C'(k) est fermé comme image réciproque du fermé {k} de
R par lapplication continue f : R? — R.

De plus f est coercive, donc il existe une constante R telle que f(z,y) > k+ 1 pour tout
(x,y) a l'extérieur de la boule de centre (0,0) et de rayon R (pour une certaine norme). En
particulier ’ensemble C(k) est nécessairement inclus dans cette boule, et est donc borné.
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Université Paris Dauphine
DUMI2E 2e année
Calcul différentiel

Controle continu du 27 mai 2008

Le sujet comporte 2 pages. L’épreuve dure 1 heure 15. Les documents, calculatrices et
téléphones portables sont interdits.

Question de cours
Soit f une fonction différentiable dans R™, a valeurs dans R. Montrer que la fonction f
est convexe sur R" si et seulement si f(y) — f(z) > df (z) (y — x) pour tous z et y € R™.

Exercice 1
Soit f la fonction définie par

flay)=a'y—y’ —yIn(z+1)+2.

1. Montrer que son ensemble de définition D est un sous-ensemble ouvert et convexe de R2.

2. Montrer que f est de classe C2 sur D et calculer ses dérivées partielles premieres et
secondes.

3. Ecrire la formule de Taylor-Young de f a l'ordre 2 au point (0,0).

4. Etudier la convexité de la fonction f sur D.

5. Montrer que f n’est ni majorée, ni minorée sur D.

Exercice 2
On dit qu’'une fonction f définie sur un sous-ensemble convexe U de R"™ et a valeurs dans
R est quasi-concave si pour tout réel k£ I’ensemble

Ey={z€U; f(z) > k}

est convexe.

1. Montrer que la fonction f : R? — R, (z,y) — —2? — y? est quasi-concave mais que
— f ne lest pas.

2. Montrer qu’une fonction concave sur un sous-ensemble convexe de R"™ est quasi-
concave.

3. Montrer qu'une fonction f définie sur un sous-ensemble convexe U de R™ est quasi-
concave si et seulement si

fltz 4+ (1 —t)y) > min(f(z), f(y))
pour tous z,y € U,t € [0, 1].
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4. Soit f une fonction quasi-concave sur un sous-ensemble convexe U de R™ et g une
fonction croissante sur un intervalle I de R, avec f(U) C I. Déduire de la question 3. que
g o f est quasi-concave sur U.

5. Montrer que la fonction h : R* — R, (z,y) — e v" est quasi-concave mais
pas concave.

Exercice 3
Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble convexe U de R™ a valeurs dans R.
Montrer que la fonction f est convexe sur U si et seulement si son épigraphe

Epi(f) ={(z,k) € U XR; f(z) < k}

est un sous-ensemble convexe de R**!.
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Corrigé succint du contréle continu du 27 mai 2008

Exercice 1
Soit f la fonction définie par
flz,y) =2y —y* —y In(z + 1)+ 2.
1. f(x,y) est défini si et seulement si z > —1, donc I'ensemble de définition de f est le
demi-plan ouvert {z,y € R% z > —1} qui est un sous-ensemble ouvert et convexe de R.

2. La fonction x — In(z +1) est de classe C? sur | — 1, +oo[, donc (z,y) + In(x+ 1) puis
f est de classe C? sur | — 1, +00[XR = D. Les dérivées partielles premicres et secondes de

f sont
0 0
a_£($7y) = 4‘7‘:33/ - %_,_17 a_g(x7y) = IA - 2y - ln(:z: + 1)7
0*f 19,2 y 0*f _ 0f S S _

3. La fonction f est deux fois différentiable en (0, 0), et ses dérivées partielles premieres
et secondes en (0,0) sont

of _ 4 9f _ o 9% _0f _ _
ox (070> =0, ay (070) - Oa o2 (070) =0, 8$8y(070) - ayax(oa()) - _17 83/2 (070) = —2.

La formule de Taylor-Young de f a l'ordre 2 au point (0, 0) s’écrit donc
fla,y) =2 —ay —y* + (2° + y*)e(2, y)

ou ¢ est une fonction définie sur un voisinage de (0, 0), continue et nulle en (0, 0).

02 f 0% f

4. Le déterminant de la matrice hessienne en (0, 0) est

*f 0*f o*f
2 0,0).<L0,0) - (

0x? (0,0) 0y? (0.0) 0xy
donc la la matrice hessienne H f(0,0) n’est ni semi-définie positive ni semi-défine négative
et donc la fonction f n’est ni convexe ni concave sur D.

(0,0))2 —_1<0

5. La fonction f n’est pas majorée sur D puisque par exemple f(z,1) = 2 —In(z+1)+1
tend vers +o0o0 quand z tend vers +oo (avec (z,1) € D). Elle n’est pas minorée puisque
par exemple f(0,y) = 2 — y* tend vers —oco quand y tend vers +oo (avec (0,y) € D).

Exercice 2
1. Montrons que la fonction f : R* — R, (z,y) — —x? — y? est quasi-concave. Son
ensemble de définition R? est convexe, et I’ensemble

{(z,y) e R% f(z,y) > k} = {(z,y) e R*2® +¢* < —k}
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est 'ensemble vide si k > 0, le point (0,0) si k = 0 et la boule de centre (0,0) et de rayon
v —k si k < 0. Dans tous les cas il est convexe, et donc f est quasi-concave.
Au contraire — f n’est pas quasi-concave. En effet I’ensemble

{(z,y) € R —f(x,y) > k} = {(z,y) € R 2* +y* > k}
est I'extérieur de la boule de centre (0,0) et de rayon Vk si k> 0, qui n’est pas convexe.

2. Soit f une fonction concave sur un convexe U de R". Soit k£ € R fixé et montrons que
I'ensemble Ej est convexe. Soit pour cela z,y € Fy et t € [0,1]. Alors

[z + (1 =t)y) > tf(x) + (1 =0)f(y) 2 tk+ (1 -k =k

puisque f est concave et puisque z,y € Ej, respectivement. Par conséquent tx + (1 —t)y €
E}, qui est donc convexe, si bien que f est quasi-concave.

3. Supposons que f soit quasi-concave sur le convexe U, et soit x,y fixés dans U et
t € [0,1]. Appliquons la définition de la quasi-concavité de f a k = min(f(z), f(y)). On
a f(x) >k, f(y) > k, cest-a-dire x,y € E}, qui est convexe par hypothese sur f, donc
tr + (1 —t)y € Ej : autrement dit f(tx + (1 —t)y) > k. Or k = mun(f(x), f(y)), et donc
fltz + (1 =t)y) = min(f(x), f(y))-

Inversement supposons que la fonction f vérifie

[tz + (1 =t)y) = man(f(z), f(y))

pour tous z,y € U,t € [0, 1].

Soit k € R fixé et montrons que Ej, est convexe. Soit pour cela z,y € Ey et t € [0, 1].
Alors f(z) >k, f(y) > k, et donc min(f(x), f(y)) > k. Par conséquent f(tz + (1 —t)y) >
man(f(z), f(y)) > k, ce qui signifie que tz + (1 — t)y € Ej, qui est donc convexe, si bien
que f est quasi-concave.

4. D’apres la question 3 il suffit de montrer que

(g0 )tz + (1 —t)y) > min((go f)(x),(g° f)(y))
pour tous z,y € U,t € [0, 1].
Or f est quasi-concave, donc d’apres la question 3

[tz + (1 =t)y) = min(f(z), f(y))

et g est croissante, donc
(9o fltz + (1= t)y) = g[f ()] = g[min(f(z), f(y))] = min((go f)(x), (g0 )y))-

5. La fonction f : R*? — R, (2,y) — —2? — y? est quasi-concave d’apres la question 1
et la fonction exponentielle est croissante sur R, donc par composition A est quasi-concave
sur R? d’apres la question 4.

Cependant la fonction h n’est pas concave sur R? : en effet le déterminant de sa matrice
hessienne en (z,y) est

6—2(z2+y2)(4 _ 82 — 8y2)
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qui peut étre strictement négatif, par exemple pour (z,y) = (1,1). (La fonction h n’est
donc pas non plus convexe sur R?.)

Exercice 3
Soit f une fonction convexe sur le convexe U et montrons que son épigraphe Epi(f) est
convexe. Soit pour cela (z, k), (y,1) € Epi(f) et t € [0,1]. Alors f(z) < ket f(y) <, et
donc
[+ A —t)y) <if(z)+ (1 —-6)f(y) < th+ (1 -1
Autrement dit (tx + (1 — t)y,tk + (1 — t)l) € Epi(f), c'est-a-dire t(z, k) + (1 — t)(y,1) €
Epi(f) : ainsi Epi(f) est bien convexe.

Réciproquement supposons que Epi(f) soit convexe, et soit z,y € U,t € [0, 1].

Alors (z, f(x)), (y, f(y)) € Epi(f) qui est convexe, donc t(x, f(z)) + (1 —t)(y, f(y)) €
Epi(f) : autrement dit (tz + (1 —t)y,tf(x) + (1 —t)f(y)) € Epi(f), c’est-a-dire

fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+(1—1t)f(y)

ce qui assure que f est convexe.
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Université Paris Dauphine
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Examen du 13 juin 2008

Le sujet comporte 2 pages. L’épreuve dure 2 heures. Les documents, calculatrices et
téléphones portables sont interdits.

Probleme 1
Soit f la fonction définie sur R? par

_ [ wyln(@® +y?) si(z,y) # (0,
1. Montrer que la fonction f est continue sur R2.

2. Déterminer si la fonction f est majorée, minorée, coercive sur R2.

3. a. Montrer que f est de classe C? sur R? \ (0,0) et calculer ses dérivées partielles
premieres et secondes. Déterminer la matrice hessienne de f aux points (0, a), (a,0), (a, a)
et (a,—a) pour a # 0.

b. Montrer que la fonction f admet des dérivées partielles premieres en (0,0) et qu’elle
est de classe C! sur R2.

4. Montrer que le point (0,0) est un point col de f en menant une étude locale directe.

5. Recherche des extrema de f sur R?\ {(0,0)} :

a. Ecrire le systeme d’équations vérifié par les points critiques (z,y) # (0,0) de f.

b. Déterminer les points critiques (z,y) de f tels que z = 0,y # 0 et déterminer si ce
sont des extrema de f dans R?\ (0,0).

c. Déterminer les points critiques (z,y) de f tels que z # 0,y = 0 et déterminer si ce
sont des extrema de f dans R?\ (0,0).

d. Déterminer les points critiques (z,y) de f tels que x # 0,y # 0 et déterminer si ce
sont des extrema de f dans R?\ (0,0).

6. Conclure quant aux extrema de f dans R2.

7. Déterminer les éventuels extrema globaux de f sur I’ensemble
B={(z,y) e R 2"+ y* < 1}.

8. Déterminer les éventuels extrema globaux de f sur ’ensemble
U={(z,y) € R* 2% +9* =2}
On pourra optimiser la fonction g(x,y) = xyIn(2).
9. Déterminer les éventuels extrema globaux de f sur ’ensemble
V ={(z,y) € R* 2% +¢* <2},
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Probleme 2
On munit R™ du produit scalaire euclidien noté < -, - > et de la norme associée notée ||-||.
Soit & un nombre réel > 0 et f une fonction de classe C'* sur R™ a valeurs dans R telle que

fly) — flz) >< Vf(z), y —x> —i—%”x —y||* pour tous zety € R".

1. a. Montrer qu'un point a de R™ est un point de minimum global de f dans R" si et
seulement si df (a) = 0.

En déduire qu’il existe au plus un point de minimum global de f dans R".

b. Montrer que la fonction f est coercive dans R™. En déduire qu’il existe au moins un
point de minimum global de f dans R".

On notera a 'unique point de minimum global de f dans R™.

2. Soit x un point de R™ distinct de a. On note ¢, la fonction de R dans R définie par
0. (1) = fx +tVf(z), teR.

a. Montrer que la fonction ¢, est de classe C! dans R et expliciter sa dérivée.
b. Montrer que la fonction ¢, vérifie

pelt) = pals) 2 @()(t = 5) + SIVI@)IPIe — 5P pour tous s, ¢ € R

c. En déduire que la fonction ¢, admet un unique point de minimum global sur R.
On notera t(z) 'unique point de minimum global de ¢, dans R.

3. Soit zp un point fixé de R™ et (xy)r>o la suite de points de R™ définis de proche en
proche en posant Tx1 = a si vp = a et Tppy = o + t(zx) Vf(xg) stz # a.
On se propose de montrer que la suite (z)r>0 converge vers a dans R".

Que peut-on dire si x; = a pour un entier k7
On suppose dans la suite que xj # a pour tout entier k.
a. Montrer que pour tout entier £ > 0 on a

<V f(@41), Vf(zk) >=0,

b. En déduire les deux inégalités
a
Flaw) = Flaown) 2 Sl - wll?

IV f(@rsr) = V@) * 2 1V f ().

c. Montrer que la suite (f(zx))r>0 est décroissante. En déduire que la suite (f(z))r>o0
est convergente dans R.

d. En déduire que la suite (2541 — zx)r>0 tend vers 0 dans R” et que la suite (xy)g>o est
contenue dans une boule fermée bornée de R™.

e. En déduire que la suite (V f(z41) — Vf(2k))r>0 tend vers 0 dans R™ dans le cas ou la
fonction f est de plus de classe C? dans R™. On admettra ce résultat dans le cas général.

En déduire que la suite (V f(xy))g>0 tend vers 0 dans R™.

f. En déduire que toute suite extraite de la suite (z ) contient une sous-suite qui converge
vers a dans R™. En déduire que toute la suite (zy), converge vers a dans R™.
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1. a - Si a est un point de minimum global de f dans I'ouvert R", alors nécessairement

df (a) = 0.

Inversement si df (a) = 0, alors on a pour tout y € R"

F@) = fl@) = Slly = al* = 0

et donc a est un point de minimum global dans R™.

(ce résultat est général pour les fonctions convexes dans l'ouvert R" et en particulier
pour la fonction f qui est convexe dans 'ouvert R™)

L’inégalité précédente montre que si a est un point de minimum global de f dans R",
alors pour tout y € R™ avec y # a on a

fy) = fla) >0

et donc a est un unique point de minimum global dans R".

(ce résultat est général pour les fonctions strictement convexes dans I'ouvert R" et en
particulier pour la fonction f qui est strictement convexe dans I'ouvert R™)

b - De la minoration de f(y) — f(z) appliquée par exemple au couple (0,y), on déduit
que pour tout y € R™ on a

) = FO0)+ < VF0) .y > +5yll* = £0) = [dF )] 9]l + S l*

Comme pour a, b et ¢ réels avec a > 0, le trindme az? 4 bz + ¢ tend vers +oo quand z tend
vers 400 dans R, il en résulte que f(y) tend vers +o0o quand ||y|| tend vers +oo, autrement
dit la fonction f est coercive dans R".

Ainsi comme la fonction f est coercive et continue dans R”, le théoreme de Weierstrass
assure que la fonction f a au moins un point a de minimum global dans R".

2. a - La fonction (affine) g, de R dans R™ définie pour ¢t € R par
92(t) =z +tV[f(2)
est de classe C* dans R, dont la dérivée (constante) est donnée pour ¢ € R par
9.(t) = Vf(z).

La fonction ¢, étant la composée des fonctions f et g, qui sont de classe C*! est donc
aussi de classe C! dans R dont la dérivée est donnée pour t € R par

@ (t) = df (9(t)) (¢'(t)) =< Vf(z +tV[(2)), Vf(z) > .
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b - Pourt > son a

pe(t) —u(s) = flz+tVf(r)) - f(x+sVf(r))
< Vf(x+sVf(x)),(x+tVf(z)) —(z+sVf(x)) >

(
+%Hx +tVf(z)) — (v + sV f(2)|?

P (s)(t = 8) + SV F(@) [Pt = s

v

¢ - Par conséquent d’apres 1 - b appliquée a la fonction ¢,, on en déduit que la fonction
¢, admet un minimum global sur R, atteint en un unique point qui sera noté t(x).

3. Si xg, = a pour un certain kq alors par construction z; = a pour tout k£ > kg et donc
toute la suite (zy)x converge (trivialement) vers a.
On suppose maintenant que zj # a pour pour tout k > 0.

a - D’apres ce qui précede on rappelle que pour tout  # a, on a d’une part pour tout
teR
0o(t) =< Vf(z +tVf(z)),Vf(z) >
et on a d’autre part
@ (t(x)) = 0.
Donc pour = = xj, et t = t(xy), ces deux égalités donnent

< V (@), V(zr) >= ¢, (t(xr)) = 0.

b - Par conséquent par I’hypothese sur f on a
o
fxr) = f(@e1) 2 < V() 26 — Tppr > +§||$k:+1 — )2
o
= = < Vf(zen), tan) Vf(ee) > +5llze = |

! a
= —tlan) <Vfl(zen), Vi) > + 5wk - z||* = PLasn k]|,
et en développant le carré scalaire on a

IV f(zei) = VIl = IV (@ea)l? =2 < VF(@re), V@) > +HIV f ()|
IV f (@) I+ IV @) I? > 11V f () I

¢ - On peut montrer que la suite (f(z))x est décroissante de deux manieres. D’une part
par 'inégalité précédente, il est immédiat que la suite (f(zx))x est décroissante.
D’autre part par définition

f(@rin) = floe + () Vi (2r)) = @o, (H(r))
et t(xy) étant le point de minimum de ¢,, on a en particulier
P (t(@1)) < 02, (0) = f ().

Ainsi la suite (f(xy))x est décroissante.
Comme de plus f est minorée dans R™ on en déduit que cette suite converge dans R.
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d - Comme la suite (f(xy)), converge dans R, la suite (f(zx) — f(2r41)r converge vers
0 dans R. Par conséquent I'inégalité de b permet d’en déduire que la suite (xp — Tpi1)
converge vers 0.

Si la suite (z1)x n’est pas bornée dans R, il existe une sous-suite (ry,); telle que la suite
(/lzx;]]); tende vers +-00. Comme la fonction f est coercive alors la suite (f(xy,)); tend vers
+00. Ce qui est contraire au fait que la suite (f(zx))x est convergente dans R, donc bornée.
Ainsi la suite (z)x est bornée dans R™, donc contenue dans une boule fermée bornée B de
R™.

e - On suppose f de classe C? dans R™. Par I'inégalité des accroissements finis appliquée
a la fonction Vf de classe C! dans R™ valeurs dans R" et & l'intervalle fermé d’extrémités
Try1 et oy, il existe 0 €]0, 1] tel que

IV (@) = V@) <NV ) (@ + 0@ — 1) (@re — 2l

Or d’une part la suite (xy); étant contenue dans une boule fermée bornée B de R™.
Iintervalle fermé d’extrémités xy,q et xy est contenu dans B. D’autre part la fonction f
étant de classe C? dans R", ses dérivées partielles d’ordre deux sont continues dans R”,
donc bornées dans la boule fermée bornée B. Par suite il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout k on ait

(V) (@r + 0(xr1 — 1)) (Trr1 — 2) || < C || Tpy1 — 24|
et donc
IV (@) = V(x| < Cllzr — -

Comme la suite (zg1+1 — 2x) tend vers 0 dans R™, il en résulte que la suite (V f(zp41) —
V f(zy))x tend vers 0 dans R™.

Enfin d’apres b on a pour tout k

IV f(@rsr) = V@)l = 1V f ()],
donc
IV (zpir) = V(@) 2 IV f ()] 20
et par conséquent il en résulte que la suite (V f(xy))x tend aussi vers 0 dans R”™.

f - Soit (2x,); une sous-suite de la suite (zj);. Comme elle est contenue dans le fermé
borné B, elle contient une sous-suite que I’on notera encore (xy;); pour simplifier, qui est
convergente vers un certain point b dans B. Comme la fonction V f est continue dans R", la
sous-suite associée (V f(xy,)); converge vers V f(b). Or d’apres e cette sous-suite converge
vers 0. Donc d’apres I'unicité de la limite c’est que nécessairement V f(b) = 0 et comme
on I'a vu en 1-a, nécessairement b est alors égal a a.

Ainsi de toute suite extraite de la suite (xy ), on peut extraire une sous-suite qui converge
vers la méme limite a. Par conséquent par I’absurde on en déduit que toute la suite (xy)g
converge vers a.
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Exercice 1
Soit || - || une norme sur R™, @ un point de R” et B une partie de R", et notons

d(a, B) = inf [la - b]].

1. Montrer que pour tout entier n il existe b, € B tel que d(a, B) > ||a — b,|| — 1/n.

2. Si B est compact, montrer qu'il existe b € B tel que d(a, B) = ||la — b||.

3. Si B est fermé, montrer qu’il existe b € B tel que d(a, B) = |la — b||.

4. Si B est borné, montrer qu'il existe b € R” tel que d(a, B) = |la — b||.

5. Dans R?, soit a le point (0, 1) et B I'ensemble {1} x [—1, +1[. Déterminer 1’ensemble
des points b € B tels que d(a, B) = ||a — b|| dans les deux cas suivants :

a. si R? est muni de la norme euclidienne ||(z,y)|l> = (z® + %?)"/? pour (x,y) € R?;
b. si R? est muni de la norme infinie ||(z,y)||s = max(|z|, |y|) pour (z,y) € R

Exercice 2.
Soit f une fonction définie dans R™ a valeurs dans R et soit G(f) son graphe, c’est-a-dire
le sous-ensemble de R™ x R défini par

G(f) = {(a, f(2)) € R" x R; z € R"}.

On munit ’ensemble R” d’une norme ||-||, 'ensemble R de sa valeur absolue |-| et I'ensemble
R" x R (identifié & R™™!) d’'une norme associée, comme par exemple ||(z,v)| = ||z| + |y|.
1. Si la fonction f est continue dans R™, montrer que son graphe G(f) est fermé dans
R™ x R (on pourra utiliser les suites).
2. Si limage f(R") = {f(z) € R; 2 € R"} de la fonction f est contenue dans un fermé
borné de R et si son graphe G(f) est fermé dans R™ x R, montrer que la fonction f est
continue dans R" (on pourra raisonner par 'absurde et utiliser les suites).
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Exercice 3.

Soit D = {(z,y) € R*};z > 0,y > 0}, a et 8 deux réels strictement positifs et f la
fonction définie sur D par f(z,y) = 2% 9°.

1. Si k est un réel on note C(k) = {(z,y) € D; f(z,y) = k} la courbe de niveau k de la
fonction f.

Montrer que pour tout réel k£ > 0 I’ensemble C'(k) est le graphe d’une fonction convexe
dune variable réelle.

Déterminer C'(k) pour k < 0.

2. a. Montrer que la fonction f est de classe C? sur D.

b. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et 8 pour que f soit concave
sur D.

c. Montrer qu’il n’existe pas de «a et 3 tels que f soit convexe sur D.

3. Soit « et B deux réels strictement positifs quelconques. Montrer que la fonction f
peut s’écrire sous la forme hog ol g est une fonction concave sur D a valeurs dans |0, +o0|
et h est une fonction strictement croissante de |0, 4+o0[ sur 0, +o00|.

4. Pour tout réel k, montrer que U'ensemble {(z,y) € D;f(z,y) > k} est un sous-
ensemble convexe de R? (on pourra utiliser le résultat de la question 3).

5. Ecrire la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 de f au point (1,1) et en déduire une
valeur approchée de la quantité /1,2 x 0,9 (on choisira « et f3).

Exercice 4.
Soit f la fonction définie sur R? par

ZL’22

fay)={ 2rqpe © (z,y) # (0,0)
0 si (l’,y) - (070)

1. Montrer que la fonction f est continue sur R2.

2. Déterminer si la fonction f est majorée, minorée, coercive sur R2.

3. a. Montrer que f est de classe C! sur R?\ (0,0) et calculer ses dérivées partielles
premieres.

b. Montrer que la fonction f admet des dérivées partielles premieres en (0,0) et qu’elle
est de classe C! sur R2.

4. Déterminer les extrema de la fonction f sur R? et préciser leur nature (maximum,
minimum, global, local).

5. Déterminer les extrema de la fonction f sur B = {(z,y) € R? 2% +y* < 1} et préciser
leur nature (maximum, minimum, global, local).

6. Déterminer les extrema de la fonction f sur U = {(z,y) € R?; 2%+ y* = 1} et préciser
leur nature (maximum, minimum, global, local).

7. Déterminer les extrema globaux de la fonction f sur V = {(z,y) € R% 22 + 4> < 1.}
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