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Avertissement

La découverte du calcul différentiel et des équations différentielles, notamment par I.
Newton et G. Leibniz, est I'une des plus extraordinaires conquétes de l’esprit hu-
main. Ce cours en est une introduction. On y parle de dérivée d’une application, du
théoreme d’inversion locale et de certaines de ses variantes géométriques, des surfaces
(sous-variétés) de R™, des multiplicateurs de Lagrange, de convexité — l’alphabet de
bien des raisonnements en mathématiques et dans quasiment toutes les disciplines scien-
tifiques quantitatives. C’est un vieux sujet, mais on trouvera dans ce cours le portrait
de mathématiciens contemporains.

Sous les hypotheses de ce cours, les applications possedent des formes normales linéaires
(par exemple, le théoreme d’inversion locale donne une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une application soit localement équivalente, & changement de coordonnées pres,
a 'identité). Il convient donc d’étre a laise avec les rudiments de I’algebre linéaire, dont
nous avons fait des rappels au fil du cours. Nous avons pris le parti de nous concentrer
sur le calcul différentiel en dimension finie. Les équations différentielles, ordinaires ou
aux dérivées partielles, sont traitées dans d’autres cours a ’Université Paris-Dauphine.

Inévitablement, le cours paraitra abstrait sans un important travail d’appropriation,
qui passe par la lecture et la relecture du cours, ainsi que la résolution des exercices. Il
faut savoir redire précisément les définitions et les énoncés des propositions et théoremes,
ainsi qu’avoir au moins une idée des démonstrations, sans quoi ’on ne peut pas prétendre
comprendre les énoncés, ni aller plus loin dans des cours ultérieurs, méme plus “concrets”.
Les exercices sont le plus souvent des applications immédiates du cours. Il faut aussi
s’entralner a faire certains des exercices plus ambitieux, comportant plusieurs questions
interdépendantes qui ne sont pas directement reliées au chapitre en cours; c’est le seul
test véritable pour voir si I’on a compris. Faire un dessin ou comprendre un cas particulier
doivent permettre de ne jamais rester muet.

L’examen a pour objectif de vérifier la capacité a résoudre des exercices simples mais
variés, et s’assurer que des cours plus poussés seront profitables. Essayer de s’y préparer
spécifiquement en apprenant rapidement un petit nombre de “questions de cours” ba-
lisées, ou en apprenant a résoudre un petit nombre d’exercices type, serait une perversion
de l'idée d’examen. Le jeu en est a la fois intéressant et difficile. J'espere que le lecteur
y trouvera plaisir... Bon travail !

J. F.

1. Isaac NEWTON, physicien et mathématicien anglais (1642-1727), dont on peut légitimement
soutenir qu’il marqua la naissance de la science moderne.
2. Gottfried Wilhelm LEIBNIZ, savant allemand (1646-1716).
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Chapitre 1
Dérivée d’un chemin

Mots-clefs du chapitre Chemin, courbe paramétrée, vitesse, accélération, for-
mule de Taylor, vecteur tangent, point régulier, point d’inflexion, point de rebrous-
sement (cusp)

Soit ¢ : [ intervalle ouvert < R — RP ¢ — ¢(¢). Une telle application, qui ne
dépend que d’une variable, s’appelle un chemin ou une courbe paramétrée de RP :
on peut penser a la variable ¢ comme au temps et a ¢(t) comme la position d'un
point mobile, au temps ¢.

La courbe (non paramétrée) associée a c est 'image ¢(I) < RP de 'application c.
Réciproquement, ¢ s’appelle un paramétrage de son image.

1.1 Ezemple. Le graphe d’une fonction f : [ intervalle ouvert < R — R est la
courbe

C = {(z, f(x)), vel}cR%.

Son paramétrage par l'abscisse est ¢: [ — R?,  x — (z, f(z)).

1.2 Définition. La dérivée de c en t € I est la limite dans RP, si elle existe,

J(t) = yg%% (clt +7) — c(t)) € R”.

Il est équivalent de dire que

ou que
c(t+7)=c(t)+ ()T + o(r), (1.1)

quand 7 tend vers 0, ¢’est-a-dire que ¢ possede un développement limité du premier
ordre en t, et que le coefficient dans le terme linéaire est /(t).
— La notation o(7*) désigne une fonction négligeable devant 7% quand 7 tend

vers 0, c’est-a-dire telle que &:) — 0.
T
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10 CHAPITRE 1. DERIVEE D’UN CHEMIN

C1
— En composantes, si 'on notel] ¢ = . |, on obtient
Cp
c(t+71) c(t) i (t) o(7)
: = : + S N
cp(t +7) cp(t) c(t) o(7)
donc
ci(t)
d(t) = S (1.2)
¢ (t)

La caractérisation (1) a le mérite de garder un sens si 7 est un vecteur, a condition
que ¢ (7) soit une application linéaire et que o(7) soit pris au sens de o(||7]) ; c’est
celle-ci qui nous permettra de généraliser la notion de dérivée au cas de plusieurs
variables.

1.a Exercice (Deux chemins de Lissajous). Tracer 'image des chemins ¢ = (z,y) :
R — R? suivants :

z(t) = cos®t sint z(t) = 3cost + 2 cos(3t)
y(t) = cos®t, y(t) = 3sint — 2sin(3t)

(ce sont deux exemples de courbes de Lz’ssajous, dont, par définition, les compo-
santes sont des polynomes trigonométriques).

Indication. En exploitant la périodicité et la symétrie par rapport aux axes de
coordonnées, on se ramene a étudier ¢ sur 'intervalle [0, 7/2] dans le premier cas
et [0, 7/4] dans le second. Pour tracer les tangentes verticales et horizontales, on
pourra utiliser la notion de vecteur tangent en un point régulier, décrite ci-dessous ;
pour tracer les tangentes au point singulier ¢ = 7/2 de la premiere courbe, on
utilisera la formule de Taylor rappelée ci-dessous ou, plus généralement, on pourra
se réferrer a l'exercice [LBl Voir la figure 11

[]

On note donc ¢ : I — RP la dérivée ou vitesse de c¢. C’est une application de
méme nature que c elle-méme, a savoir un chemin de R?. En continuant a dériver,
on note ¢’ = () 'accélération, ¢" = ("), puis ¥ = (c*=V) pour les ordres de
dérivation suivants. Par exemple, quand un homme politique affirme que la hausse
du chomage décélere, c’est dire que, si ¢ est le nombre de chomeurs, ¢” < 0.

1. Noter les vecteurs verticalement est arbitraire. Cette convention a l'unique avantage de
faciliter le calcul des produits matrice-vecteur. Nous ne serons pas toujours cohérents la-dessus
et nous noterons parfois ¢ = (cq, ..., ¢,) un chemin dans RP sans que cela doivent étre compris
différemment.

2. Jules Antoine Lissajous (1822-1884), physicien francais, célebre pour son étude des
phénomenes oscillatoires, ainsi que pour avoir expérimenté, pendant le siege de Paris en 1870,
un systéeme de communication optique via une montgolfiere
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FIGURE 1.1 — Deux chemins de Lissajous

L’allure d'un chemin au voisinage d’un point (notamment un point ou la vitesse
s’annule) est déterminée par l'importante formule de Taylor, que nous rappelons
maintenant : le développement de Taylor de ¢ s’obtient simplement en développant
chacune des coordonnées de c.

1.3 Rappel (Les deux formules fondamentales du calcul différentiel [Féj14]). Si
f i [a,b] — R est en escalier (constante sur chaque intervalle d’une subdivision finie
de [a,b]), on définit de fagon évidente l'intégrale de f. Si f est seulement continue
(éventuellement par morceaux), il existe une suite (f,,) de fonctions en escalier qui
converge uniformément vers f, et 'on montre que : 1) U'intégrale de f,, converge,
2) la limite ne dépend pas du choix de la suite. Si maintenant ¢ = (cy, ..., ¢,) est

un chemin de R? continu sur [a, b], on pose SZ c(t) dt = (SZ ci(t)dt, ..., SZ (1) dt).
Avec ces définitions, on montre que,

1) Si ¢ : [a,b] — RP est continue, la fonction C(t) = SZ c(s) ds est de classe C? et
C'(t) = ¢(t), i.e. C est une solution de I'équation différentielle C' = ¢ de donnée c.
2) Si C : [a,b] — RP est de classe C*, C(b) — C(a) = SZ C'(t)dt, i.e. Péquation
différentielle précédente possede au plus une solution une fois que C'(a) est fixé.

1.4 Notation. On note ¢ : (R,t) — R? un chemin défini sur un certain voisinage
de t dans R. Cette notation permet de ne pas donner de nom a ce voisinage. On
peut aussi noter ¢ : (R,¢) — (RP, a) si de plus ¢(t) = a.

1.5 Théoréme (Formule de Taylor). Si ¢ est de classe C*™' sur un voisinage de t
(c’est-a-dire que B existe sur ce voisinage et y est continue), pour tout T assez
petit,

ct+7)=clt)+t) T+ +cB(t) ~ + (Jl (1]_{—'S)kc(k+1)(t + sT) ds) ‘ans



12 CHAPITRE 1. DERIVEE D’UN CHEMIN

Démonstration. D’apres la seconde formule fondamentale ci-dessus, appliquée au
chemin s — ¢(t + s7), [0,1] — RP,
1

c(t+71)=c(t) + Jo d%c(t + s7)ds

=c(t) + (Ll d(t+ st) ds) T.

Ensuite, une intégration par parties (en choisissant, comme primitive de 1, la
fonction s — 1, qui a le mérite de s’annuler en s = 1 et donc de faire disparaitre le
terme en (¢ + 7)) montre

c(t + 1) = clt) = [(1— s)c/(t + s7)] )7 + Ul(l — 8)(t + s7) ds> 2

0

= ety + o+ ([ @ oteomas)

0

et, par récurrence, la formule voulue. O

Voici maintenant une généralisation de la notion de vecteur vitesse. En effet, en un
point ¢ ou la vitesse ¢’ s’annule, celle-ci ne suffit pas pour déterminer la direction
tangente au chemin ; ¢’est qu’on arrive trop lentement au point ¢(t) pour voir d’ott
I’'on vient et ou I'on va. On pallie cette difficulté en accélérant le temps.

1.6 Définition. La droite tangente a c en t est la droite limite, si elle existe, de la
droite (“corde”) joignant c(t) a ¢(t + 7) quand 7 tend vers 0. En prenant la limite
quand 7 tend vers 0%, on obtient la notion de droite tangente a gauche ou a droite.

La droite Dy, joignant c(t) a c¢(t + 7) est 'ensemble des points p = (x,y) tels que
les vecteurs p — c(t) et ¢(t + 7) — ¢(t) soient colinéaires. Elle a donc pour équation
r—x(t) xz(t+7)—2(t)
y—y(t) yt+7)—yl)

Le cas le plus simple est celui ou ¢/(t) # 0; on dit que ¢ est un point régulier de c.
D’apres la formule de Taylor au premier ordre :

det(p —c(t),c(t +7) —c(t)) = =0.

c(t+71)=c(t)+ )T+ o(r),
donc I’équation est de la forme

(' () (@ — =(t)) — 2'(t)(y — y(t)) + o(1)) = 0.

Apres division de 'équation par 7 (ce qui ne change pas la droite), quand 7 tend
vers 0 I'équation de D, . tend vers I’équation

y'(t)(z —x(t)) —2'(t)(y —y(t)) =0

de la droite tangente en ¢ au chemin; c’est la droite passant par c(t) et de pente
y'(t)/2'(t) e R u {0} (comme 2'(t) et y'(t) ne sont pas tous deux nuls, ce rapport
n’est pas indéterminé).
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En un point singulier, on (t) = 0, on peut avoir besoin de calculer un équivalent
plus précis de ¢(t + 7) — ¢(7) quand 7 tend vers 0. Souvent, il suffit de calculer un
développement limité de ¢ jusqu'au premier terme non nul de la série de Taylor,
et ce dernier indique alors la direction tangente. Si la série de Taylor de ¢ en t est
nulle, on parle de point plat, et il faut utiliser une autre échelle de comparaison.

1.b Exercice % (Vecteur tangent & un chemin en un point singulier).
Soient ¢ = (z,y) : (R,t) — R? et k > 1 tels que c soit de classe C**! et

dt)y=-=c*Vt)y=0, P(t)0;

on suppose k minimal pour cette propriété.

En post-composant ¢ par une transformation linéaire qui envoie le vecteur v sur
le premier vecteur de la base canonique, on se raméne au cas ou z®(t) # 0. Soit
[ le plus petit entier > k tel que 3 () # 0. Le point ¢ est

— réqulier si k =1 (c’est le cas banal, les autres sont exceptionnels)

— un point dinflexion si k et [ sont impairs et [ > k

— un point de rebroussement (ou point cusp, en franglais) si k est pair (de

premiere espece si | impair, de seconde espéce si [ est pair).

1. Donner des exemples de points d’inflexion et de rebroussement, et les dessiner.
Comment définir une demi-tangente en un point de rebroussement ?

FIGURE 1.2 — Droite des vecteurs tangents en un point régulier de ¢ (k = 1)

c(t) J Dg c(f)
ﬁf

D

~

FIGURE 1.3 — Point d’inflexion et point de rebroussement

1.c Exercice (Cardioide). Justifier le tracé figure [[.4 de la courbe définie en coor-
données polaires par I’équation 7 = 1+ cos §. On déterminera la tangente en § = 0
et .

3. 8icd(t)=c"(t) = =cFD(t) = 0 et ¥ (t) # 0, on dit que le chemin ¢ est plat & Pordre
k — 1. Ici, on est en train de supposer que ¢ n’est pas plat a tout ordre.
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FIGURE 1.4 — Cardioide

On montre qu'une courbe ¢ : (R,a) — (RP,b) est entierement définie, localement
au voisinage de a, par la donnée de son vecteur vitesse ¢/(t) a chaque instant
t proche de a. (Ca n’est pas évident, et I'on ne peut généralement pas calculer
c(t) = (z(t),y(y)) explicitement, par de simples calculs d’intégrales.) C’est en fait
le contenu essentiel du théoreme de Cauchy-Lipschitz (voir I'exercice [4.dl pour une
premiere démonstration).

L’exercice suivant montre un cas ou, a défaut de trouver explicitement le chemin
¢, on peut déterminer la courbe image.

1.d Exercice (Facteur intégrant).
Soient ¢ : R — R? un chemin dont la vitesse au point (z,y) = ¢(t) est donnée par
le champ de vecteurs

v:R* >R (z,y) — (z+sinz)(y, —z).

1. Montrer qu’il existe une fonction non triviale (= non constante localement au
voisinage de ¢) f de classe C® sur R? telle f soit constante le long de c.

2. En déduire que ¢ est bornée.

1.e Exercice (Courbure).
Soit ¢ : [tg, 1] € R — R? un chemin dans le plan, de classe C?. La longueur de c
est

L(c) = f ) .

to

1. Montrer que L(c) est invariant par changement de paramétrage (on fera des
hypotheses plausibles sur le “changement de paramétrage”).

Supposons que t € |tg, ;[ soit un point régulier (¢/(t) # 0). Le vecteur tangent
unitaire est
(1)

"0 =
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et le vecteur normal unitaire est le vecteur v(t) obtenu a partir du précédent par
une rotation de 7/2. La (droite) normale est la droite passant par c(t) et dirigée
par le vecteur normal unitaire.

2. Montrer que généralement les normales en ¢ et en s se coupent en un point
unique, et que ce point a une limite quand s tend vers t. On appelle centre de
courbure et 1'on note C(t) cette limite.

3. Déterminer le nombre R(t) > 0, appelé le rayon de courbure, tel que
C(t) = c(t) £ R(t)v(1);

la courbure est 1/R(t).
Le chemin C' est la développée de c et, inversement, c¢ est la développante de C.

4. Trouver la développée de c(t) = (3t — 3, 3t?).

Exercices complémentaires

1.f Exercice (Ellipse). Trouver un paramétrage rationnel de l'ellipse
c(t) = (acost,bsint) (teR)

(ou a et b sont deux réels fixés), c’est-a-dire un chemin ¢ dont I'image coincide
avec celle de ¢, et dont les composantes soient des fractions rationnelles.

1.g Exercice % (Etude des solutions d'une équation différentielle).
Etudier qualitativement les solutions de 1’équation

2" + 2%’ —2® =0

(sont-elles bornées?, quelle sont leurs limites au bord de leur domaine d’exis-
tence ?7) ; on pourra commencer par trouver un paramétrage rationnel de la courbe
cissoide d’équation

Y(X?+Y?) - X?=0,

et s’y ramener.

1.h Exercice (Longueur d'un chemin continu).
Soient ¢ : T' = [a,b] — R™ un chemin continu et 7 = {tp =a <t; < -+ < t, 1 <
t, = b} une subdivision de [a, b]. La variation totale de c relativement a 7 est

n

Vi(e) = D lle(ti) = etim)] € [0, +o0[,
i=1
ou | - | est la norme euclidienne de R". Autrement dit, V,(c) est la longueur du
polygone de sommets successifs ¢(tg), ..., ¢(t,). Quand on choisit des subdivisions
contenant de plus en plus de points de [a, b], ce polygone approche la courbe ¢ de
plus en plus pres. La longueur de ¢ (voir la figure [LL3]) est

L(c) = sup V,(c) € [0, +0].
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Le chemin c est rectifiable si il est de longueur finie.
1. Montrer que si ¢ est lipschitzien, il est rectifiable.

2. Montrer que si ¢ est de classe C*,

b
L(e) = f ()] dt:

on pourra appliquer le théoreme des accroissements finis a la courbe ¢ : t —
c(t) —td(s), seT.

3. Montrer que

t? cos*(m/t?) sit#0

c:]0,1] » R, tl—>{0 0
sit =

n’est pas rectifiable.

4. Montrer que si T' = [0,7], n € N* et ¢, : [0,7] — R?, ¢t — (t,n " 'sinnt), la
longueur de ¢, ne dépend pas de n € N,. La longueur est-elle une fonctionnelle
continue ?

FiGURE 1.5 — La longueur de c est la limite supérieure des courbes polygonales
inscrites

1.i Exercice (Limite d'une dérivée).
1. La fonction f : x — z?sin(1/2?), prolongée par continuité en 0, est-elle dérivable
sur [0,1] 7 Sa dérivée est-elle continue ?

2. Montrer que, si f : [0,1] — RP? est continue, dérivable sur |0, 1], et telle que f
possede une limite £ € R? en 0, f est dérivable en 0 et f/(0) = ¢.



Chapitre 2
Dérivée d’une application

Mots-clefs du chapitre Dérivée, dérivée partielle, gradient

On a défini la dérivée en t d’un chemin ¢ : (R,?) — R? comme le vecteur

¢ (1) = Tim c(t+71)—c(t)

e RP,

Cette égalité équivaut au développement limité
c(t+71)=c(t)+ )T+ o(r),

ci(t)
ou le vecteur d(t) = : peut aussi étre vu comme une matrice-colonne,
)
soit une application linéaire de L(R,RP), et le scalaire 7 comme une vecteur 1-
dimensionnel, de sorte que ¢(t)7 s’interpréte comme un produit matrice-vecteur,
a valeurs dans RP. Cette formulation se généralise directement au cas ou 'espace
de départ est multi-dimensionnel.

Soit donc f: (R™,z) — RP une application.

2.1 Définition. L’application f est dérivable en z si il existe une application
f'(x) € L(R™,RP) (linéaire) telle que

fla+8) = fz)+ f'(z) - &+ o(€) (2.1)
quand ¢ tend vers 0. L’application f'(x) € L(R™ RP) s’appelle la dérivée de f en
x, et, si £ € R”, le vecteur

Fa) € = lim 2 (o +1€) — f(x) (22)

1. Rappelons pour la derniere fois que cette notation signifie que f est définie sur un certain
voisinage (auquel on ne souhaite pas ici donner de nom) de x dans R"™.

2. La dérivée s’appelle aussi la différentielle, le jacobien, I’ application linéaire tangente, etc.,
et se note df (z), d.f, Df(x), Jf(x), Tf(x), f«(x), etc. Le point de vue moderne est de ne pas
changer de terminologie ni de notation, par rapport a la dérivée d’une fonction d’une variable,
puisque celle-ci n’est qu’un cas particulier de la notion générale de dérivée. (Qui voudrait noter
différemment, par exemple, ’addition des nombres rationnels et ’addition des nombres entiers ?)
Dans le cas olt n = 1, le produit matrice-vecteur f’(x) - £ se réduit au produit d’un vecteur par
un scalaire.

17



18 CHAPITRE 2. DERIVEE D’UNE APPLICATION

s’appelle la dérivée directionnelle de f en x dans la direction de &.

L’expression (2.2)) montre que la dérivée, si elle existe, est unique. Mais attention,
il ne suffit pas que la dérivée directionnelle de f existe dans toute direction pour
que f soit dérivable (on pourra voir différentes pathologies possibles, propres a la
dimension n > 1, dans l'exercice 2.9).

1

FiGURE 2.1 — Dérivée directionnelle : c’est la dérivée de la fonction le long du
chemin t — x + t&

La notation f'(x) - £ fait ressortir le fait que f’(z) est une matrice, élément de
M, ,(R), que I'on multiplie matriciellement par £ € R, pour obtenir un vecteur
de RP. La i-ieme ligne de f'(x) est la dérivée de f;, la i-itme composante de f.

2.2 Fxemple. Si f est une application linéaire,
1
f/@) € = lim 2(f( + 1€) — f(2) = £(©)

La dérivée en un point xz d’une fonction d’une variable f : (R, z) — R? (chemin)
était auparavant définie comme un vecteur de RP,

fi(z)
flley=1 + | (2.3)
fo(@)
et non comme une application linéaire R — RP. Mais le vecteur (2.3]) peut aussi

bien étre vu comme une matrice colonne € M, ;(R), c’est-a-dire justement comme
une application linéaire R — RP?,

filz)r
T = : )
fyl@)T
conformément a la définition 2.1]
2.3 Notation. Soient e, ..., e, les vecteurs de la base canonique de R™. La dérivée

directionnelle de f dans la direction de e; s’appelle la i-ieme dérivée partielle de f
en x et se note

T w) = £a) o= tim L (fa + te) — f(a)

ox; t—0
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c’est la dérivée du chemin de RP obtenu en figeant toutes les coordonnées de x sauf
la i-ieme. On la note aussi 0, f(z) ou 0;f(x).

Par exemple,

of

a—xl(%,@) = lgl(l)% (f(z1 +t,29) — f21,22)) .

Attention, contrairement a ce que cette notation suggere, la i-eme dérivée partielle
de f en x dépend de toutes les coordonnées utilisées, et non seulement de la i-ieme.
En effet, la courbe, paramétrée par x;, le long de laquelle la i-ieme dérivée partielle
de f se calcule, a pour équation z; = cte; (j # i). La forme de cette courbe dépend
donc des coordonnées z; (tandis que z; ne détermine que son paramétrage). C’est
une source d’erreur classique, qui a trompé méme des mathématiciens tels que
Lagrange ou Laplace au 18e siecle. Mais, au 21le siecle, cette erreur n’est plus
tolérée dans une copie de L3!

2.4 Exemple. Considérons la fonction
f(z1,29) = 29

et le changement de coordonnées
yiy) _ & T\ _ Z1
Y2 T T+ x3)’
T\ _ ¢! Yy _ Y1
T2 Y2 Y

Posons g = fo ¢!, clest-a-dire g(y1,y2) = f(21,72) = 19 = Yo — ylﬁ :
@
T Y
\ /
f(x) =g(y)

Oif(xr) =0+# dig(y) = —1,

bien que z; = y;. Géométriquement, on voit que ces deux dérivées n’ont rien a
voir : elles sont les taux d’accroissement de la fonction f le long des chemin zo =
cte et yo = x1 + x5 = cte respectivement. On peut faire remonter ce phénomene
au fait qu'un élément ef de la base duale (e, ...,e*) d'une base (ey,...,e,) d'un
espace vectoriel dépend non seulement de e; mais de tous les e;.

de sorte que

Alors

La matrice de f’(x) s’exprime de la fagon suivante, dans les bases canoniques de
R"™ et de RP.

3. Quand on écrit g(y) = f(z), il est tacite que y = ¢(x). Pour ainsi définir g, il faut que ¢
soit inversible.
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2.5 Lemme. Si f: (R",z) — R? est dérivable en x,

r@ = (@ w) -

oxy 7 oxy,

51f1<1') anfl(x)
: : e M,,.(R).

afolz) - ufyl)

On est ainsi ramené & des calculs de dérivées de fonctions réelles d’une variable
réelle. Par exemple, si

. sin(z — y)
FRSR (g (Y.

sa dérivée en (x,y) est la matrice

Flany) = (cos(x1+ y) — cos(; + y)> .

Par ailleurs, il est commode de savoir écrire directement la formule développée :

1@ 6= L,

sans passer par la matrice. Cette formule est intuitive : la variation infinitésimale
de f («infinitésimal » signifie : la variation entre z et x + £, au premier ordre en &
quand & tend vers 0) est la somme des &; pondérés par les dérivées partielles de f.

Démonstration.
fl(x)- &= fl(w)- ) Ge
= Z & f'(x) e (linéarité)
of .
= Z & 5_azz<x) (notation)
&1
= a—f(a:), s a—f(yc) : (produit matrice-vecteur).
al‘l a$n
n
La seconde égalité découle de (L2). O

Par exemple, la dérivée en x = <i1> de 'application
2

T 1

1

f:R?2 RS, e
2
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est
1 0
fl(x) =22, 1 |e Msa(R) = L(R*R?).
0 223

Le lemme précédent connait des généralisations évidentes. Par exemple, si f :
(R™ x R™, (z,y)) — RP est dérivable, la dérivée de f se décompose naturellement
en deux blocs horizontaux :

f(w,y) = (Z—ﬁ(%y) %(Ly)) ,

ou par exemple le premier bloc %(m,y) e L(R" RP) désigne la dérivée de f par

rapport a la variable z, obtenue en figeant .

2.6 Notation. Si f est une application linéaire R” — RP, on a vu (exemple 2.2))
qu’elle est égale a sa propre différentielle en tout point. Comme ['application
linéaire f’(x) ne dépend pas du point x ol on la calcule, il est d’usage de no-

ter alors df au lieu de f’(x) ou de df(m)@

En particulier avec les omniprésentes “applications coordonnées” z; : R" — R,
u— x;(u) = uy,
de; :R" > R, v— v

est la i-ieme projection canonique R” — Rﬁ, et

f'(x) = 0u fx) day + - + O, f(2) day.

Cette écriture est intuitive : la variation de f est la somme des contributions de
dérivées partielles par rapport a chacune des variables.

2.7 Proposition (Regles de calcul). 1. La dérivation est linéaire : si f,g :
(R™ z) — RP sont dérivables en = et si a, B € R,

(af + Bg)'(x) = af'(x) + By’ (x).

2. Sif:(R",z) - (RP,y) et g : (RP,y) — RY sont deuzx applications dérivables
respectivement en x et en y, g o f est dérivable en x et sa dérivée est le
produit matriciel des dérivées de f et de g :

(go f)(z) =gy [(z) (2.4)

3.8 f: (R, x) - (R",y) est localement inversible et si f et f~' sont
dérivables (respectivement en x et en y), f'(x) est un automorphisme de

R™ et
() () =f@)™"

Démonstration. 1. Trivial en utilisant 'unicité de la dérivée.

4. On aurait aussi pu penser a f'...

5. La raison pour distinguer z; de dx; apparaitra dans le chapitre sur les surfaces. En gros,
Pargument de x; est un “point” tandis que celui de dx; est un “vecteur tangent”, choses qui ne
seront alors plus les mémes...
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2. La formule découle du développement limité suivant :
go f(x+h)=g(f(z)+ f(z) h+o(h))
=9() +9'y) - (f(@) - h+o(h)) + o(f'(z) - b+ o(h))
=9() + 9 f'(z) h+o(h).

3. La formule précédente appliquée & fo f~! =id et & f~' o f = id donne
respectivement

fla)- (Y@ =1 e ()@ fl)=1
donc lopérateur (f~1)(y) est inversible, d’inverse f'(x).
[

Un cas particulier de la formule 2.4] est le suivant : Si ¢ : (R, t) — (R",z) et
f:(R", x) — (RP y) sont dérivables,

(foc)(t) = f'(=z) - ().

Cette formule peut étre utilisée pour définir de fagon cinématique la dérivée de f
dans la direction de () : f'(z) - ¢/(t) n’est autre que la vitesse du chemin f o ¢;
il est ici important que cette quantité ne dépend de ¢ qu’a travers ¢/(t).

FIGURE 2.2 — Dérivée d'une application

2.a Exercice (Dérivée le long d’un chemin). Soient ¢ : (R,0) — (R?,0) et f :
(R%,0) — R de classe C®, tels que ¢’ = (0af o ¢, —01 f oc). Montrer que la fonction
f o c est localement constante.

2.b Exercice (Equations de transport — méthode des caractéristiques (1)).
1. Trouver les fonctions f : R* — R, (z,t) — f(z,t), de classe C! vérifiant
I’équation de transport

Ouf = Ocf;
on pourra utiliser le changement de variables ¢ : (z,t) — (u,v) = (x + t,x — t).

2. Trouver les fonctions f : R* — R, (z,t) — f(z,t), de classe C? vérifiant
I’équation de propagation des ondes

o2f =3} f;

on pourra utiliser le méme changement de variables ¢ que dans la question précé-
dente.
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2.c Exercice (Une équation linéaire — méthode des caractéristiques (2)).
Soient g : R? — R une fonction nulle en 0 et f; : R — R une fonction paire, toutes
deux de classe C!.

1. Trouver I'expression de la fonction f : R? — R de classe C* telle que

—y0uf(z,y) + 20y f(2,y) = g(z,y) et f(x,0) = folz) (Va,y),
en supposant qu’elle existe; on pourra chercher f en coordonnées polaires (r,0)
(avec x = rcosf, y = rsinf).
2. Cette solution existe-t-elle si g(x,y) = 1 (pour tous x,y)?
3. Si g(z,y) = zy (sans omettre de vérifier le caractere C! de f)?
2.d Exercice (Application bilinéaire).
Soit B : R™ x R™ — RP une application bilinéaire.

1. Montrer qu’il existe C' = 0 tel que
|B(z,y)| < ] yl;
la plus petite des constantes C' pour cette inégalité est appelée la norme de B, i.e.

|B| = sup |B(z,y)].
Iz =1, [yl=1
2. En déduire la dérivée de B.
3. En déduire la dérivée de la composition des applications linéaires.
4. Soit ¢ : (R,0) — (M,(R),,) un chemin dérivable de matrices isométriques,
c’est-a-dire tracé sur

On(R) = {M € M,(R), "MM = I}.

Montrer que le vecteur vitesse ¢/(0) est une matrice antisymétrique. Dans le cas
n = 3, définir le vecteur rotation associé a ¢’(0) (ceci utilise le produit vectoriel).

2.e Exercice. Calculer la dérivée des applications suivantes (en un point quel-
conque) :

1. M,(R) — M,(R), M — M?

2. M,(R) - M,(R), M MM.

3. GL,(R) —» M,(R), M — M~! (on commencera par montrer que GL,(R) est
ouvert dans M, (R))

4. M,(R) - R, M — det M (on pourra commencer par les matrices inversibles).

Un vecteur étant plus facile a représenter qu’une forme linéaire, on considere sou-
vent le gradient, défini dans l’exercice suivant.
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2.f Exercice (Gradient d’une fonction).
Soit f : (R™,a) — R une fonction dérivable en a. Le gradient de f en a est le
vecteur grad f(a) € R™ défini par

(grad f(a)|§) = f'(a) - & (V€€ R"),
ou {:|-) est un produit scalaire (euclidien) de R™.
1. Justifier I'existence du gradient.

2. Montrer que grad f(a) pointe dans la “direction de plus grande pente” de f,
c’est-a-dire dans la direction dans laquelle il faut se déplacer pour que la valeur de
f augmente le plus vite possible.

3. Dans le cas ou n = 2, calculer les composantes de grad f(a) pour le produit
scalaire standard

&y = &m + Eano.

Soient
p:R* - R?  p=(r0)— (11,25) = (rcosf,rsind)

I'application “coordonnées polaires”, p tel que p(p) = a, et
F=fop:(R%p) —R, (r,0)— f(rcosb,rsind);
F est la fonction f “lue dans les coordonnées polaires”.

Soit (:|-), le produit scalaire induit en p par les coordonnées polaires, & savoir
(PIQ), = p'(p) - P.p'(0) - @) B

4. Calculer les composantes du gradient de F' en p relativement au produit scalaire
(:|-)p, dans la base canonique, puis dans une base orthonormée.

2.g Exercice (C-dérivabilité).
Soit f: (C,z) — C. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est C-dérivable en z, c’est-a-dire que

o SO TC)
)= ] :

¢—0, CeCy

existe dans C

2. f est différentiable en z (vue comme une fonction (R?, 2) — R?) et satisfait
I’équation de Cauchy-Riemann :

of of
8_y(2) = Z%(Z)

3. f est conforme, c’est-a-dire conserve les angles : si f'(z) # 0 et si (3,(, € C,
I'angle entre (7 et (5 est le méme qu'entre f'(2) - (1 et f'(2) - (o.
En Analyse complexe, on montre que, si f est C-dérivable, elle est localement
développable en série entiere, donc de classe C* [Rud74].

6. La collection des produits scalaires ainsi obtenus en faisant varier le point p s’appelle une
métrique riemannienne.



25
Exercices complémentaires

2.h Exercice (Dérivabilité directionnelle et dérivabilité).
1. Soit f: (R™ z) — RP. Se convaincre que les propriétés suivantes vont par force
croissante :

1. f possede une dérivée dans toutes les directions en x, i.e. pour tout £ € R"
la limite

) € = lim (e +16) = f(2))
existe

2. f possede une dérivée dans toutes les directions en z et 'application f'(z) :
E fl(x) - & est linéaire[]

3. f est dérivable en f
et que la derniere implique la continuité de f en x.

2. (Discontinuité) Trouver une fonction f discontinue en x mais possédant une
dérivée directionnelle dans toutes les directions.

3. Montrer que si, pour une fonction f : (R™ x) — RP et un vecteur v € R",
f'(x) - v existe, pour tout A € R on a

f(@)- () = Af'(z) - v.

4. (Non-linéarité) Trouver une fonction telle que f'(x) soit définie sur tout R”"
mais ne soit pas linéaire.

5. Montrer que, si f est différentiable en x, pour tout chemin ¢: (R,0) — (R", x)
dérivable,

(foc)(0) = f'(x) - <(0)
(ceci est une premiere instance de la formule de dérivation des fonctions com-
posées).

6. (Non-uniformité) En déduire une fonction telle que f'(z) € L(R™, R?), mais telle
que 'on n’ait pas

fla+8) = fla) + fl(z) -+ 0(E)
quand ¢ tend vers 0.

Indication : A défaut d’imaginer soi-méme les trois exemples demandés, on pourra
donner des formules pour les fonctions dont les graphes sont tracés sur la figure 2.3l

7. On dit alors que f est Gateauz-dérivable (sans accents circonflexe, attention les franco-
phones!). René Eugéne GATEAUX (1889-1914) est un mathématicien frangais mort au combat
a 25 ans le 3 octobre 1914. Ses travaux en analyse fonctionnelle, notamment sur I'intégration en
dimension infinie, furent le point de départ de la construction la mesure de Wiener dans I’étude
du mouvement brownien.

8. Parfois on précise alors Fréchet-dérivable, par opposition & Gateauz-dérivable. Maurice
FRECHET est un mathématicien frangais (1878-1973). Remarquablement prolifique, il est célebre
notamment pour ses découvertes en topologie, en probabilités et en analyse fonctionnelle.
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Y
8]

Y
8

FIGURE 2.3 — Diverses raisons de ne pas étre dérivable

2.i Exercice (Identité d’Euler).
Soient f : R"\{0} — R une fonction dérivable et k£ > 1. Monter que les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est homogéne de degré k : f(tx) = t*f(x) (Vo € R"\{0}, Vt > 0)
2. Identité d’Euler : f'(z) -z = kf(z) (Vx € R™\{0}).

2.j Exercice (F. Laudenbach).

1. Soient (Dy, Dy, D3) et (D}, D}y, D}) deux familles de droites vectorielles de R.
Montrer qu’il existe une application linéaire (donc dérivable) de R? dans lui-méme
envoyant chaque D; sur D..

2. Soient maintenant (Dy, ..., Dy) et (D1, ..., D)) deux familles de quatre droites
vectorielles de R2. Montrer qu'’il existe une application dérivable f : R? — R2
inversible telle que f(D;) = D} si et seulement si le birapport des deux famillles
est le méme; le birapport de quatre nombres complexes zi,...,z4 deux a deux
distincts est

23 — k1 Z4 — %9
(21, .0y 24) = X ,
Z3 — 22 24— 21

et le birapport de quatre droites vectorielles de R? est le birapport de leurs pentes.



Chapitre 3

Classe C!

Mots-clefs du chapitre Classe C*, formule de la moyenne, inégalité des ac-
croissements finis, formule de Liouville

Soit f : U ouvert < R™ — RP. Rappelons qu’on note C°(R™, RP) I’espace vectoriel
des telles applications qui sont continues.

3.1 Définition. L’application f est contintiment dérivable ou de classe C*, ce
qu'on note f € CY(U,RP), si elle est dérivable en tout point de U et si sa dérivée
U — L(R",R?) est continue. Elle est de classe C* si f : U — L(R",RP) est
de classe C*~1. Elle est de classe C® si elle est de classe C* pour tout k € N.

3.2 Lemme. Si f : U ouvert < R" — RP et g : V ouvert < RP — RY sont de
classe C', go f est de classe C' sur U n g~ (V).

Démonstration. En tout point z € Uy := U ng~}(V), go f est dérivable de dérivée
(9o f)(z) =g (f(x) f'(z).
Cette dérivée est donc la composée de I'application continue
Uy — L(R",RY) x LR R?), &> (¢ (f(x), f'(2))
et du produit matriciel (bilinéaire, donc continu, cf. 'exercice [2.d))
L(RP,R?) x L(R",R?), (b,a)—b-a,
donc est continue. O

3.3 Théoréme (Formule de la moyenne). Si f est de classe C' sur U et si c :
[a, B] = U est un chemin de classe C*,

B8
F(ele) — F(e(B)) = f Fe(t) - () dt.

Démonstration. D’apres la seconde formule fondamentale du calcul différentiel a
une variable,

B
Fe(o)) = F(e(9) = [ G ftett) ar

27
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ou

Rappelons que, si ¢ : [a, 8] — R" est un chemin de classe C"!, sa longueur est

B
- [y

Aussi, pour M € L(R"™,RP), on note | M| la norme d’opérateur de M, subordonnée
aux normes euclidiennes sur R" et R? :

| Mg

M| = m .
zeR™, x#0 H:L’HRn

(Exercice : Montrer que la “norme subordonnée” est bien une norme sur L(R", R?),
et définir de méme une norme subordonnée pour les applications bilinéaires.)

3.4 Corollaire (Inégalité des accroissements finis). Si f : U ouvert < R" — RP
est de classe C*,
1£(y) = f(@)] < £e) Sup | ocl,

pour tout chemin c de classe C* joignant x &y dans U.

En particulier, pour tous x,y € U tels que [z,y] € U,

1£(y) = F(@)l < lly — | sup |-
T,y

FIGURE 3.1 — L’inégalité des accroissements finis majore la variation de f entre x
ety

Démonstration. On a

i) - s = | [ et a

f 17 ()] 14w .

d’ou la conclusion. Le cas particulier s’obtient en choisissant ¢(t) = (1 — t)x + ty,
0<t<1. O
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L’inégalité des accroissements finis est en fait vérifiée sous des hypotheses légere-
ment plus larges.

3.a Exercice (Inégalité des accroissements finis).
Soient F' : [a, f] — RP et ¢ : [, 5] — R deux applications continues, dérivables
sur |, B[, telles que

[F' @) < ¢'(t)

sur |a, B[. Montrer que

[F(B) = Fla)| < ¢(8) — p(e).

3.b Exercice. Montrer qu'une fonction f : B(a,r) = {r e R", |z —a| <7} > RP
est constante si et seulement si f' = 0.

3.5 Corollaire. Soit f : U ouvert < R"™ — RP. Les propriétés suivantes sont
équivalente :

1. f est de classe C*

2. les dérivées partielles 0y, f (x) = limy_o §(f(z + te;) — f(x)) ewistent et sont
continues.

Démonstration. L’implication directe est triviale, puisque, pour tout i = 1,...,n,
O, f(2) = f'(x) - €.

Réciproquement, soit x € U. Notons L(z) l'application linéaire de R™ dans R?
définie par

L(x)-§ = 0o, f(2) &1 + -+ + On, [ () G

Il n’y a qu’a montrer que

flx+&) = f(z) + L(z) - £+ o(§),

puisque L(x) dépend continiment de = par hypotheése. Pour un vecteur ¢ donné
assez petit, soit ¢ : [0,1] = U, t — f(z + t§).

Or, c est dérivable, de dérivée
d(t) = Lz +t&) - &

En effet, la quantité X
—(fla+ ({t+7)8) — flz+1t))

-
peut se décomposer comme

Z 1 (flx +t&+71(&,...,&,0,...,0)) — flx + t& + 7(&41, -, €21, 0, ..., 0))
1<isn

(de fagon a ne faire apparaitre que des variations paralleles aux axes de coor-
données), qui, par hypotheése quand 7 tend vers 0, tend vers

(=Y Tlavie - Lia+e) €
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D’apres cette expression de ¢/(t), ¢ est continue, donc ¢ est de classe C?.
D’apres la formule de la moyenne,

o+ €) — flx) = f Lix +1€) - £dt.

0

Donc
[flx+&) = fz) — L(z) - €| < L |L(z + t&) — L(z)| dt [&].-

Or, cette derniere intégrale tend vers 0 avec ¢, puisque t — L(z + t&) est continue
sur l'invervalle compact [0, 1], donc uniformément continue. Donc

[f(x+&) = fx) = L(z) - £] = o(¢)

comme voulu. O

Dans I'exercice suivant, on démontre le théoreme de fonction implicite par récur-
rence sur la dimension de I'équation. Une démonstration plus géométrique sera
donnée aux chapitres [BHIl (cette derniére passera facilement a la dimension infinie,

chapitre 26]).

3.c Exercice (Fonction implicite).
Soit
[ (R xR =R, (0,0)) = (R,0), (z,9) — f(z,y)

une fonction de classe C! telle que

of

On veut montrer qu’il existe une unique fonction
¢ : (R"0) — (R?,0)
de classe C! telle que, localement au voisinage de (0,0) dans R" x RP,

flz,y) =0=y =) (3.1)

1. Le montrer dans le cas ou p = 1.

Rappel. Soit M € M,(R). La méthode du pivot de Gauss montre qu’il existe une
suite d’opérations sur les lignes (permutations ¢; = £,; Vi, dilatations £, = A\(; et
transvections ¢; = ¢; + \{;) qui mette M sous forme triangulaire supérieure S. Ces
opérations peuvent étre vues comme autant de multiplications a gauche de M par
des matrices (resp. de permutation, de dilatation ou de transvection) :

A Ay M =T,

soit
M = (AN ATH U

2. Conclure par récurrence sur p.
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3.d Exercice (Formule de Liouville).
1. Soient A : R — M,(R) une fonction continue, et zy,...,z, : R — R" des
solutions de 1’équation différentielle linéaire

Montrer que le (déterminant) wronskien (aussi appelé (déterminant) jacobien)
w(t) = det(z1(t), ..., x,(t))
vérifie I’équation différentielle linéaire
w'(t) = tr A(t) w(t);
on rappelle que la dérivée de I'application déterminant (exercice 2.€) est
(det)'(A) - H = tr ("AH) .
2. Soient maintenant v : (R", a) — R" un champ de vecteurs de classe C' et (p;)

son flot, c’est-a-dire que, pour tout = proche de a, t — ¢;(x) est I'unique solution
maximale du probleme de Cauchy

%(got(a:)) = v(pi(z)),  wo(r) =z

Montrer que

d , )
7 det(¢;)(z) o divu(z),
avec | / oo,
divo(z) = tro'(x) = Z 5 (x)

1<i=n O
(divergence de v en ).

3. A quelle condition sur son champ de vecteurs vitesse un fluide est-il incompres-
sible 7
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Chapitre 4

Le théoreme du point fixe

Mots-clefs du chapitre Application lipschtizienne, application contractante,
point fixe

Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Par exemple, X et Y peuvent
étre des ouverts de R™, munis de la distance euclidienne |z — 2/||.

Soit v : X — Y. Dire que v est continue en z € X, c’est dire qu’il existe une
fonction 7(e) > 0 qui tend vers 0 quand e tend vers 0, telle que que

Ve > 0Vr, 2" dx(z,2") <nle) = dy(f(x), f(2')) <e

Si v est « peu » continue, 1 doit tendre rapidement vers 0 en fonction de €, par
exemple comme €6 ou e 7¢. Si on peut choisir = Ce, cela correspond & une
forme de continuité forte, qui s’appelle la continuité lipschitzienne.

4.1 Définition. Le rapport de Lipschitz v est

d /
o ap @)
z,2'eX, z#x’ dx(f, .7),)

€ [0, +oo].

L’application v est

— lipschitzienne si lipv < oo

— contractante si lipv < 1

— strictement contractante si lipv < 1.
(Le champ de vecteurs v est localement lipschitzien si, pour tout a € X, il existe
un voisinage V' de a dans X (ou, de fagon équivalente, une boule B(a,r) r > 0)
tel que lipv|y < +00. Etc.)

4.2 Exemples. — Une application linéaire v : R™ ©O est lipschitzienne, et
lipv = |

(le montrer, en utilisant la compacité de la spheére unité en dimension finie).

1. Rudolph Otto Sigismund LIPSCHITZ, mathématicien allemand (1832-1903). Il travailla
dans beaucoup de domaines mathématiques, et découvrit en particulier la version moderne du
théoreme d’existence et d’unicité locales de solutions d’équations différentielles ordinaires.
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— Une isométrie de R™ (soit une application v : R" — R™ dans lui-méme qui
préserve la distance euclidienne : d(v(x),v(z)) = d(z,2’) pour tous z,x’) est une
contraction.

4.8 Remarques. —Si f: X Y etg:Y — Z,
dz(go f(z),go f(2') dz(go f(z),g0 f(a)) dy(f(x), f(a'))

dx (') - dy(f(2), f(2) dx(z,a')

donc
lip(go f) <lipg lip f.
-Si f,g: X - R,
lip(f+g¢g) <lipf+lpg.

Le corollaire 3.4] se reformule dans les termes suivants.

4.4 Proposition (Inégalité des accroissements finis). Si une application f : U
ouvert conveze de R™ — RP est de classe C*,

lip f < sup||f'(2)].
zelU

Comme précédemment, | f'(x)| désigne la norme d’opérateur de f’(z), soit aussi
sa constante de Lipschitz.

4.a Exercice (Théoreme du point fixe, Peanof] [Peals], Picardf [Pic90]).
Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une contraction stricte.

1. Montrer que f possede un unique point fixe a € X et que, pour tout z € X, la
suite des images itérées de = par f converge géométriquement vers a.

2. Montrer que la convergence est localement uniforme et, si X est borné, uniforme.

Supposons maintenant que f = f, dépende d'un parametre A € A, ou A est un
ouvert de R"™, et que la famille (f)) soit uniformément strictement contractante (il
existe a tel que lip f\ < a < 1 quel que soit A). D’apres ce qui précede il existe
une application a : A — X, X\ — a, = 'unique point fixe de f,.

3. Montrer que, si A — fy(x) est continue pour tout x € X, ¢ est continue.

4. Montrer que, si A — fy(x) est localement lipschitzienne pour tout z, A\ — ay
est localement lipschitzienne.

5. Montrer que, si X = RP, si A est un ouvert d’espace de Banach et si f est de
classe C", A — a, est de classe C".

Il existe beaucoup d’autres théoremes de point fixe. Par exemple, le théoréme de
Brouwer affirme qu’une application continue de la boule fermée dans elle-méme

2. Giuseppe PEANO, mathématicien et linguiste italien (1858-1932, qui axiomatisa
Parithmétique)

3. Charles Emile P1CARD, mathématicien frangais (1856-1941), célebre pour ses travaux sur
les singularités de fonctions holomorphes et sur les équations intégro-différentielles.
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possede un point fixe. Il généralise le théoreme des valeurs intermédiaires (qui
est équivalent au fait qu'une fonction continue f : [0,1] © possede un point
fixe). Nous n’utiliserons pas ces théoremes de de nature topologique, ni a fortiori
leurs généralisations en dimension infinie (théoréme de Schauder), malgré leur
importance en analyse fonctionnelle.

4.b Exercice (Points fixes attractifs ou répulsifs).

Soit f : (R,a) — (R, a) une application de classe C? ayant a comme point fixe.
Comme en Théorie des Systemes dynamiques, on notera ici f™ la composée de f
n fois avec elle-méme : fO(z) = z et, pour tout n e N, f"*(z) = f(f"(x)).

1. Supposons que a est attractif : |f'(a)| < 1. Montrer que, si x est assez proche de
a, lasuite (f"(x)) est définie sur Net, si f'(a) # 0, converge vers a géométriquement :

" Nz) —a~ f'(a)(f*(x) —a) quand n — +oo.

2. Supposons que a est méme surattractif : |f'(a)] = 0. La question précédente
montre que, si x est assez proche de a, la suite (f"(x)) est définie sur N et converge
vers a. Montrer que, si f”(a) # 0, la convergence est quadratique :

fn+1(x) —an~ f”(a>

T(f"(ﬂi) —a)?> quand n — +o0.

3. Supposons au contraire que a est répulsif : |f'(a)| > 1. Montrer qu’il existe un
voisinage V' de a tel que quel que soit z € V\{a}, il existe n € N tel que f"(z) ¢ V.

4. Comment calculer les décimales du nombre d’or a = %‘?’ a e pres ? Indication :

Le nombre a est un point fixe attractif de application f : [0, +o[, z — vz + 1.

Les choses se compliquent si l'on passe d’'une récurence z,,1 = f(z,) & une
récurrence « dépendant du temps n » z,41 = f(x,,n). On est alors obligé de
passer en dimension infinie, en raisonnant dans un espace de suites. L’exercice
suivant en donne un exemple.

4.c Exercice (J.-C. Yoccoz).
Soit (z,,) une suite réelle définie par z € R et

Tpy1 =22 — 100 +sinn  (Vn e N).

On veut montrer qu’il existe un unique xy € R tel que (x,) soit bornée a valeurs
> 0.

1. Montrer que, si (z,) est bornée, pour tout n on a 10 < x,, < 11.

Soient X l’ensemble des suites réelles (y,) de [10,11], d la distance
d((yn)7 (Zn)) = Sup ‘yn - Zn’

et F' 'opérateur

F: X9, (yn)— (2n), 2n=4/100—sinn + y,.1.

2. Vérifier que F' est bien défini. Quelle est son rapport de Lipschitz ?

3. Conclure. On donnera une estimation de I'unique point fixe (a,) de F.
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L’une des applications les plus célebres du théoreme du point fixe est la démons-
tration (par Lipschitz) de lexistence et de l'unicité des solutions d’équations
différentielles, donnée ci-dessous en exercice. L’autre application que nous en ferons
est la démonstration du théoreme d’inversion, dans le chapitre suivant.

4.d Exercice (Théoreme de Cauchy-Lipschitz).
1. Montrer que le probleme de Cauchy

v (t) =7"3()
0

7(0)

possede plusieurs solutions sur R (une infinité, méme).

Soient £ = R%, U un ouvert de E et v un champ de vecteurs[ sur U localement
lipschitzien.

Considérons, pour x > 0 et k > 0, la norme |||, de C°([~T,T], F) définie par

Izl = max e |z()]

(cette norme écrase la croissance exponentielle des trajectoires en fonction du
temps) ; le parametre k sera choisi plus tard. En particulier, |||, est la norme C°.

2. Montrer que toutes les y-normes sont équivalentes.

3. Montrer que | - ||, fait de C°([-T,T], F) un espace de Banach.

Supposons d’abord que U = E et que v est lipschitzien sur E tout entier, et notons
k = lipwv. Soit T > 0 et soit ¢ : CO([-T,T], E) — C°([-T,T], E) 'application qui,
a un chemin continu z € C°([-T,T], E), associe le chemin ¢z € C°([-T,T], F)

défini par
t

(px)(t) = a + J v(x(s)) ds.

0
Les courbes intégrales de v passant par a a t = 0 sont les points fixes de ¢.

4. Montrer que, pour tout point a € U il existe un réel T' > 0 tel qu’il existe une
unique courbe 7, : [T, T] — U dérivable, solution du probleme de Cauchy

{w) = v(y(1)) (1)

5. En déduire le cas général, ou U est un ouvert quelconque et v est seulement
localement lipschitzien.

6. Si z est la solution cherchée et si xy est la valeur approchée initiale, montrer
que, pour tout n € N on a

N ekT\" n
o = onaaly < (20 E——

n— kT

4. Une champ de vecteurs sur U est une application U — FE.
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7. Calculer ¢"0 dans le casou d =1, v(z) = x et a = 1.

8. Si v est (globalement) lipschitzien sur £, montrer que la solution maximale du
probleme de Cauchy est définie sur R.

9. Si le champ de vecteurs v dépend du temps, quelle régularité de v suffit-elle ?

10. Que peut-on dire dans le cas ou E est un espace de Banach ?
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Chapitre 5

Inversion locale

Mots-clefs du chapitre Lipéomorphisme, difféomorphisme

Le théoreme d’inversion locale affirme, sous certaines hypotheses sur une applica-
tion f, qu’il existe une unique application f~! telle que, localement,

y=Ffla)=sz=F"(y)

Le théoreme des fonctions implicites, son frere jumeau, affirme que, sous certaines
hypotheses sur une application F'(-,-), il existe une unique application ¢ telle que,
localement,

F(r,y) =0<y =9
c’est-a-dire que, localement,
F(z,p(z)) =0

et que p(z) est 'unique solution de cette équation. Ces deux théorémes se déduisent
facilement I'un de l'autre (dans I'un des deux sens, poser F(x,y) = (x, f(z))). Ils
émergerent des travaux : d’l. Newton et G. Leibniz, pour qui la question était moins
de démontrer ce théoreme que de calculer la fonction inverse ; de J.-L. Lagrange,
qui démontra une version particuliere du théoreme utile dans la détermination de
la position de la Terre en fonction du temps, dans le Systeme solaire ; d’A. Cauchy,
qui démontra rigoureusement le théoreme pour la premiere fois, pour les fonctions
analytiques; d'U. Dini, qui démontra la version [5.2] ci-dessous, etc.

5.1 Définition. Soit f : U ouvert de R” — V ouvert de R? une bijection. Elle est
— un homéomorphisme si f et f~! sont continues
— un lipéomorphisme si f et f~! sont lipschitziennes
— un difféomorphisme si f et f~! sont de classe C*
— un C*-difféomorphisme si f et f~! sont de classe C* (k € N, u {o0})
— un isomorphisme analytique si f et f~! sont analytiques réelles.

5.2 Théoréme (Inversion locale). Une application f: (R™ a) — RP de classe C*
est un difféomorphisme local si et seulement si f'(a) € L(R™ RP) est inversible
(donc n =p).

1. Joseph L. LAGRANGE, mathématicien et astronome italo-francais (1736-1813). Voir
http://www.breves-de-maths.fr/joseph-louis-lagrange/
2. Ulisse DINI, mathématicien et homme politique italien (1845-1918)
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Rappelons qu’une application f : (R™, a) — RP de classe C* est un difféomorphisme
local, par définition, si et seulement si il existe un voisinage ouvert U de a, assez
petit, tel que la restriction f : U — f(U) soit un difféomorphisme.

Démonstration du sens facile. Si f: (R™, a) — (RP,b) est un C'-difféomorphisme
local, f~'o f =id et fo f~! =id au voisinage respectivement de a et de b, donc,
par dérivation,

(S0 fa) =T et fla)- (f7)(b) = L.

Donc f’(a) est un isomorphisme, et, notamment, p = n. Il se trouve que la
réciproque est vraie, et constitue le résultat principal de ce chapitre. [l

5.3 Remarque %. Soit f : U ouvert de R — V ouvert de R? une bijection. On
vient de voir que, si f est un C*-difféomorphisme local, forcément p = n. La méme
conclusion est-elle automatique pour une bijection f plus générale? Si é est un
homéomorphisme, le théoreme de l'invariance du domaine de Brouwer (1912)
affirme que oui. Si f est une simple bijection, la conclusion est fausse en général,
comme le démontra G. Cantor.

Le reste du chapitre consiste en la démonstration du sens non trivial du théoreme.

1. Théorie lipschitzienne

5.4 Théoréme (Inversion globale). Soient h : R™ O un lipéomorphisme et u :
R"™ © une application lipschitzienne. Si

lipu lip(h™') < 1,

h + u est un lipéomorphisme et

. - lip(h™")
lip (ko +)™) < 1 —lipulip(h~1)’

Trivialement, h 4+ u est lipschitzienne, puisque lip(h + u) < lip h + lipu. Donc la
nouveauté est que d'une part h + u est bijective et que d’autre part le rapport de
Lipschitz de son inverse satisfait 1'inégalité donnée.

Démonstration. L’application v = u o h™! est une contraction stricte, puisque
lipv < lipu lip(h™!) < 1. Comme

h+wu = (id4v)oh,

il suffit de montrer que id +v est un lipéomorphisme et que

1

3. Luitzen BROUWER, mathématicien néerlandais (1881-1966), auteur de découvertes fonda-
mentales en topologie, et initiateur de la logique intuitionniste.

4. Georg CANTOR, mathématicien allemand (1845-1918). Pour répondre & certaines questions
sur la convergence des séries de Fourier, il donna un fondement & la théorie des ensembles.
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Soit y € R™. On veut montrer que y possede un antécédant unique par id +v. Ses
antécédants éventuels sont les point fixes de v, : R" - R", x — y — v(z) :

r+o(z)=y<ez=y—uv(x).
Or v, a la méme constante de Lipschitz que v. Elle aussi, donc, est une contraction

stricte. D’apres le théoreme de Picard, v, possede un unique point fixe. Donc id +v
est bijective.

Siz = (id+v) " Yy) et 2’ = (id + v)"1(y), on a

|z — 2| = Joy () — vy (2)] = [y —v(@) =y + o) < ly =y + (Lipv) [z — 2

donc /
|JI—CL’/| < |y_y| ’
1 —Lipv
ce qui montre 'estimation de la constante de Lipschitz de 'inverse. O]

5.5 Fxemple. 1 équation de Kepler y = x — esin x définit un lipéomorphisme de R
dans R si |e| < 1. En mécanique céleste, y est le temps et  est un angle ('anomalie

excentrique) qui repére la position de la Terre sur Uellipse qu’elle décrit autour du
Soleil.

5.6 Remarque. Si de plus v est linéaire, I'inverse de id + v est la somme de la
série normalement convergente (pour la norme des opérateurs linéaires) > (—1)"v
Pourquoi 'adaptation de cette idée au cas non linéaire n’est-elle pas directe?
Réponse : la constante de Lipschitz n’est pas une norme pour les opérateurs non
linéaires.

n

5.a Exercice (Inversion globale).
Soit f : R™ D une application continue.

1. Montrer que, si f est injective et propre (au sens que, si (z,,) tend vers 'infini,
il en est de méme de (f(x,))), f est surjective; on pourra commencer par montrer
que f(R™) est fermée.

Supposons dorénavant que,

lip £ — sup L =L@ o piping p e i /@) = @]
e ol e o=

> 0.

2. Montrer que f est surjective. En déduire que f est un lipéomorphisme.

3. En déduire une autre démonstration du théoréme 5.4l

5.7 Théoréme (Inversion locale). Soient h : (R™, a) — R"™ un lipéomorphisme et
u: (R™ a) — R"™ une application lipschitzienne. Si, localement au voisinage de a,

lipu lip(h™") < 1,

h + u est un lipéomorphisme localement au voisinage de a.
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Début de la démonstration du théoréme[5.7. Comme précédemment, on note v =
uo h™t, de sorte que
h+wu = (id4v)oh,

et il s’agit donc de montrer que id +v est un lipéomorphisme local. Cela découlera
immédiatement du théoreme[5.4], apres qu’on aura prolongé id +v convenablement.

Soit 7 > 0. Notons p la « rétraction -f

r—a

p:R" — B(a,r), xﬁ,{ a+riza powr z—a ”

=T
x pour |z —a| <r

FIGURE 5.1 — La rétraction p

Comme la restriction de p a la boule est 'identité, si v est initialement définie sur
B(a, ), 'application vo p prolonge v & R™ entier, sans la modifier sur la boule. [J

5.8 Lemme. On alipp =1, et donc lip(v o p) < lipw.
Démonstration du lemme. Le lemme découle du fait que lip p = 1. Par translation

on peut se ramener au cas ou a = 0.

=St el Jyll < 7, lo(y) = p(@)] =y — =]

~Sifz] <7 <yl ona

2 2

lo(y) = p(a)] (ry/ Iyl —2)* =r* = 2ra-y/ly| + ||
2 2 2
<yl =2z y+ o = (y—2)* = |y — 2"

— Sienfin r < |z < |y, on a

lpy) = (@) = H (yﬂ) <||)H

rT
(d’apres le cas précédent)

HwH &

N

r
Tal ly =2l <y —«l

O

5. Si A est une partie d’un espace métrique ou topologique X, une rétraction de X sur A est
une application X — A dont la restriction & A est 1'identité.
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Fin de la démonstration du théoréme[5.7. Comme lipv < 1, le théoreme d’inver-
sion globale, montre que I"application id +(v o p) est un lipéomorphisme. Donc il
en est de méme de sa restriction id +v, donc de h + u = (id +v) o h. O

5.9 Remarque %. Dans un espace de Banach qui ne serait pas de Hilbert, la
constante de Lipschitz de p se détériore d’un facteur 2 : par exemple si |z| <
r <yl ona

lp(y) — ()|

Iry/ Iyl = = < lry/ Tyl =yl + lly — =]
Iyl =7 =y = =] <y = ] + lly — =]
2]y — .

NN

Dans le théoréme, il faut alors supposer que 2 lipu lip(h™1) < 1.

2. Régularité

Fin de la démonstration du théorémel[52 Soient h : x —= b+ f'(a) - (x — a) et
u = f — h. Par hypothese, f/(a) est inversible, donc lip(h™!) < +o0. De plus,
localement

u(a + &) — u(z) = (f (@ + E) dt) 3

0
donc

hpu’B(a,e)< S}lp Hu,(y)H
yeB(a,c)

Or, par continuité de f’, u/(y) — 0 quand y — 0. Donc, si € est assez petit,
lip(u| p(a,)) lip(h™') < 1.

D’apres le théoreme d’inversion locale lipschitzien, f est un lipéomorphisme local.
La régularité de I'inverse de f s’en déduit grace a la proposition suivante. O]

5.10 Proposition (Régularité). Soit h: (R", z) — RP un lipéomorphisme.
— Si h est dérivable en x, I (x) est un isomorphisme, h™' est dérivable en
y = h(x) et (1) (y) = h'(x)"".
— De plus, si h est de classe C*, 1 < k < o0, il en va de méme de h™".
Démonstration. — Supposons h dérivable en x. Montrons que 'application

B (x) € L(R™ RP) est un isomorphisme. Quels que soient £ € R™ et € > 0
assez petit, on a

Jel = | (e + e€)) — 7 (b)) < Lip (™)~ [z + <€) — h(z)]

donc, a la limite quand € — 0,

€l < Lip (1) |1 (x) - €]l

donc I/ (x) est injective, donc inversible.
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Pour tout n € R?,

n=nh(h"y+n)—h(h(y))
=W(x)- (W y+n) —z) +o(|h (y +n) — )
=W(z) (h 'y +n)—x) +o(n)

(la derniere égalité résulte du fait que h~! est lipschitzienne). En appliquant
h'(z)~! aux deux membres, on voit que

W(z)™ n=h"y+n) —h ' (y) +on).

Donc h™! est différentiable en y et (h™1) (y) = I/ (z)~ .
— Si de plus h est de classe C*, on a encore

(WY (y) = h' (™ ()™

pour tout y € V. Par ailleurs, pour m € N, cette méme formule montre que
si h=! et W’ sont de classe C™, (h™1)’ lest aussi, comme composée de h™1,
de I’ et de I'application analytique GL(E, F) — GL(F,E), A~ A™1;ilen
résulte que h~! est de classe C™*!. Ceci montre par récurrence que h~! est
de classe C*.

[]

5.11 Remarque %. L’argument fonctionne aussi avec k = w, i.e. dans la catégorie
des applications analytiques réelles. De plus, comme l'inverse d’une bijection C-
linéaire est C-linéaire, I'argument fonctionne, mutatis mutandis, en classe holo-
morphe.

5.b Exercice (Algorithme de Newton).
Soit f : (R™,0) — (R™,0) de classe C? telle que f’(0) soit inversible. Sous ces
hypotheses, on va retrouver le théoreme d’inversion locale. Soit, pour y € R",

¢: (R"0) > R", x>+ f(2)7(y - f(z)).

On définit zy = 0, et, aussi longtemps que la récurrence a un sens, T, 11 = ¢(z,) =
¢"(0).

1. Montrer que, si y est assez proche de 0, x,, existe pour tout n et converge vers
un z € R™ tel que f(x) = y, quadratiquement (c’est-a-dire que In |In ||z, — z| | est
linéaire en n).

2. Comment calculer /2 & € pres?

5.c Exercice (Surface stable d'une application).
Soient X =R" et Y = RP, et

[ XxY O, (z,y)— (a(z) +r(z,y), hz,y))

a:(X,0)9, r:(XxY,0)—(X,0), h:(XxY,0)— (Y,0).
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On suppose que a est un lipéomorphisme et que
lipr,liph « 1.

On veut montrer qu’il existe une unique application contractante « : (X,0) —
(Y,0) dont le graphe soit invariant par f :

f(graphe ) = graphe «
(théoreme de Perron). Le graphe de « s’appelle une surface ou variété stable (lip-
schitzienne) de f.
1. Montrer que, pour toute application contractante « : (X,0) — (Y,0), il existe

une unique application f = G(«) : (X,0) — (Y,0) telle que

graphe § = f(graphe a);

B = G(a) est la transformée de graphe de a.

Soit A l'espace de toutes les contractions a : (X,0) — (Y,0) définies sur un
voisinage fixe de 0 dans X.

2. Montrer que A est stable par G.
3. % Montrer qu’il existe 0 < k < 1 tel que, pour tous a # (3 € G,

lip(G(a) — G(B)) < klip(a — B);

on admettra que cela implique 'existence et I'unicité d’un point fixe de G.

4. [’énoncé ci-dessous persiste-t-il si X et Y sont des espaces de Banach ?
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Chapitre 6

Forme normale d’une application
linéaire

Mots-clefs du chapitre Applications linéaires équivalentes, forme normale,
rang

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, respectivement n et p,
et © une application linéaire de F dans F.

6.1 Définition. Une application linéaire ¢ : E — F est équivalente & ¢ il existe
des isomorphismes P : ' — E et QQ : F — F tels que

5=QopoP.

Une forme normale de ¢ est une application linéaire R” — R? équivalente a ¢ et

de la forme
(idrr |0 [ T
7= (079): ()~ ()
pour un certain entier r < min(n, p).

6.2 Proposition (théoreme du rang). La forme normale de ¢ est J., ot r =
dimim ¢ (rang de ¢). En particulier, dimker ¢ + rang ¢ = n.

Démonstration. Soit (es41, ..., €,) une base de ker ¢ (ot 'on a noté s est la codi-
mension de ker ¢), que 'on complete en une base (ey, ..., e,) de E. La restriction de
¢ a Vect (eq, ...e5) est injective, et réalise donc un isomorphisme sur 'image de ¢.
Donc r = s (c’est-a-dire que dimker ¢ + rang ¢ = n). Soit maintenant (f1,..., f;)
la base de im ¢ définie par f; = ¢(e;) pour i = 1,...,r; on la compléte en une
base (fi,..., fp) de F. Alors J, est la matrice de ¢ dans les bases (eq,...,e,) et

(fiy s fo)- 0

Autrement dit, toutes les matrices de rang r ont pour matrice .J, dans des bases
bien choisies.
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48 CHAPITRE 6. FORME NORMALE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

6.3 Cas particuliers. Si ¢ est surjective, r = p < n et la forme normale de ¢ est la
surjection

Jp=(ider |0 ).

Si ¢ est injective, r = n < p et la forme normale de ¢ est I'injection

( idge
5 ()

6.a Exercice (Critere de controlabilité de Kalman).
Soient A € My 4(R) et B € My, (R). On considere le probleme de Cauchy

{f(O) =
F(t) = Af(t) + Bg(t),

sur I'intervalle de temps [0, T], ot g : [0,7] — R" est une fonction bornée continue.
Soit Ay I'ensemble des points de la forme f(7') obtenus en faisant varier g. La
fonction g s’appelle un controle et les points y € A, sont qualifiés d’atteignables.
Montrer que A, est R? entier si et seulement si

rang[B, AB,--- A% 'B] =d

(la notation [B, AB,--- , A%"1B] désigne la matrice en ligne par blocs, dont les
blocs successifs sont les A*B, k =0,....d — 1).

L’action du groupe GL(FE) sur l'espace L(E) des endormorphismes de E (par
conjugaison : P-p — Popo P71) est significativement plus compliquée et possede
une infinité d’orbites (étant donnée déja que les homothéties I, A € R, ne sont pas
équivalentes entre elles). Il existe plusieurs formes normales relativement a cette
action de groupe.

6.b Exercice (Forme normale de Jordan).
Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie et ¢ un endomorphisme
de E de polynéme minimal

r

p(X) = ] T =),

k=1
ou les )\, € C sont deux a deux distincts.

Ecrivons la décomposition en éléments simples de 1/u de la fagon suivante :

1 k(X
- Qx(X)

X — )\k)ak .

=

(X) 52

1. Montrer que les endomorphismes

P = Qi) [ [ (e = D)™

J#i

1. Camille JORDAN, mathématicien francais, spécialiste de théorie des groupes
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sont des projecteurs algébriquement orthogonaux (P,P; = 0 si i # j), tels que
> P=id.

2. Montrer le lemme des noyauz :

E =®_, ker(p — A\, id)**.

3. En déduire que ¢ se décompose comme la somme d’un endomorphyisme diago-
nalisable
D=>aP,

et d’'un endomorphisme nilpotent N = ¢ — D (décomposition de Dunford).

4. En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice d'un opérateur
donné ¢ € L(F) est une matrice diagonale par blocs, dont chaque bloc est un bloc
de Jordan

A 10 0
0 A 1 0
TN =1:
0o - 0 A1
0 0 A

6.c Exercice (Diagonalisabilité sur R).
Montrer que, si A est une matrice réelle diagonalisable dans C dont les valeurs
propres sont réelles, elle est diagonalisable dans R.

La forme normale de Frobenius a la mérite d’étre “algorithmique” (c’est-a-dire
que son calcul ne passe pas par la détermination des racines du polynome ca-
ractéristique, et est valable quel que soit le corps de base).

6.d Exercice % (Forme normale de Frobenius).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur K = R ou C, et ¢ € L(E).

1. Montrer qu’il existe un entier » > 1, des sous-espaces vectoriels E, ..., E,. de F,
des vecteurs x, € Fy, ..., x, € E, et des entiers dy, ...,d, > 1 tels que

— E=E,® --®E,

— E; a pour base (z;, 0(2;), ..., o5 () (i =1,...,7)

— w4 divise m; (i = 1...,7 — 1), ot 'on a noté m; le polynéme minimal de la

restriction de ¢ a Ej.

Indication : On pourra commencer par montrer qu’il existe un vecteur x; € F
tel que le polynome minimal de ¢ soit le polynome minimal ponctuel de ¢ en x;
(c’est-a-dire le polynome unitaire qui engendre 'idéal des polynomes P € K[X]
tels que P(p)(z1) = 0.

2. En déduire qu'il existe une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée b (produit
scalaire pseudo-euclidien) telle que ¢ soit autoajoint pour cette forme :

b(e(x),y) = bz, p(y)).

2. Ferdinand Georg FROBENIUS, mathématicien allemand (1849-1917), spécialiste notamment
de la théorie des représentations de groupes.
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Indication : malgré les efforts pour rendre cet énoncé intrinseque, la démonstration
est matricielle, et il s’agit de montrer que, si M € M, (K), M est semblable a sa
transposée.

Une application en est donnée dans l'exercice 221



Chapitre 7

Forme normale d’une application

Mots-clefs du chapitre Applications équivalentes, forme normale

La notion d’applications équivalentes que nous introduisons ici permet de simplifier
I’énoncé de diverses variantes géométriques du théoreme d’inversion locale.

Soit une application f : (R™,a) — (RP,b) de classe C''. Réinterprétons la conclusion
du théoréeme d’inversion locale de la fagon suivante. Si f'(x) est inversible, f est
un difféomorphisme local donc on peut voir ’application

fro—y=f(z)

comme un “changement de coordonnées” ; au lieu de repérer un point r € R”
par la collection de ses coordonnées (1, ...,x,), on le repére par une autre collec-
tion de nombres (y1, ..., y,). Alors, tautologiquement, 'application f vue dans les
coordonnées y n’est autre que l'identité :

z e (R, a) ! y € (R™)b).

id=fof
b

ye (R"b= f(a))

On a trouvé des coordonnées locales y dans lesquelles f prend la forme de I'identité,
qu’on appelle sa forme normale.

7.1 Définition. Une application f : (R",a) — (R?,b) de classe C" est équivalente
a f ¢l existe des difféomorphismes a : (R",a) — (R",a) et 8 : (RP,b) — (RP,b)
tels que

f=Bofoa.

Une forme normale de f est une application linéaire J, : (R",0) — (RP,0)
équivalente a f 0

1. Quand aucune application J, n’est équivalente & f, on peut chercher des formes normales
de f plus compliquées, par exemple polynomiales. On en verra des exemples plus loin avec le
lemme de Morse.
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Autrement dit, le diagramme d’applications suivant commute :

(R”, a) —L~ (R, b) (7.1)

b

(R", @) —L= (RP, ).

Les difféomorphismes « verticaux » sont vus comme des changements de variables,
tandis que l'application qui nous intéresse est horizontale : c’est f dans les coor-
données initiales, et sa réincarnation f dans les nouvelles coordonnées.

Par exemple, f est toujours équivalente & une application f : (R",0) — (R?,0), &
laquelle on se ramene par de simples translations :

(R", a) — (R, b)3

l.a o

(R",a) —— (R¥,D),

soit

f(&) = f(z+a)—0.

7.a Exercice.

Montrer que si une application est équivalente a une application localement sur-
jective (respectivement injective), la premiere elle-méme est localement surjective
(resp. injective).



Chapitre 8

Fonctions implicites

Mots-clefs du chapitre Fonction implicite

Dans ce chapitre, nous allons voir une variante de I'inversion locale, correspondant
au cas ou la forme normale de ’application est non I'identité, mais une projection
linéaire d’un espace produit sur un facteur. Dans le chapitre suivant, nous verrons
des variantes correspondant aus formes normales suivantes : projection linéaire,
injection linéaire ou, plus généralement, la matrice J, (subimmersion linéaire) du
chapitre [0

8.1 Théoréme (des fonctions implicites). Soit
[ (R xR? (a,b)) = (R”,c), (z,y) — flz,y)

une application de classe C*. Si d,f(a,b) € L(RP) est un isomorphisme, [ est
équivalente a la projection canonique

J, R" xR - RP, (2,2) — 2.
Démonstration. 1’application
a: (R" xR (a,0) = (R, c), (2,y) = (2,2) = (z, f(z,y))

vérifie

o = (it )

ol cette derniere matrice carrée est de rang maximum n + p. Donc, d’apres le
théoreme d’inversion locale, o est un difféomorphisme local, qu’on peut utiliser
comme changement de coordonnées a la source de f. Donc f est équivalente a la
projection canonique

Jy=foa i R" xR - RP,  (z,2) = 2.

La forme la plus opérationnelle du théoreme est donnée par ’exercice suivant.

23
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8.a Exercice (Théoreme des fonctions implicites).
Sous les hypotheses du théoreme des fonctions implicites, montrer qu’il existe une
unique fonction Y : (R",a) — (R?, b) telle que, localement,

flr,y) =0=y=Y(z)

8.b Exercice (Relation entre dérivées partielles).
Soit f: (R3,(a,b,c)) — (R,0) une fonction de classe C! telle que

Ouf(a,b,c) #0, d,f(a,b,c) #0, 0,f(a,b,c) # 0.
On note X, Y, Z les fonctions, définies implicitement et localement, telles que
fly,2)=0ez=X(y,2)ey=Y(2) <z="2Zy).
Que vaut le produit d,X 0,Y 0,Z au point (a,b,c)?

8.c Exercice (Résolution approchée d’une équation).
1. Donner une valeur approchée de la solution, proche de 1, de ’équation

' +0,99z —2,03 =0,

en calculant le développement limité au premier ordre de la fonction z(p, ) définie
implicitement par I'équation z” + pz + ¢ = 0 au voisinage de (z,p,q) = (1,1, —2).

2. Donner une méthode pour majorer 'erreur ainsi commise ; on pourra déja mon-
trer que la solution exacte vérifie 1 < x < 2.

8.d Exercice (L’équation de degré trois). Soit f : R® - R, (z,p,q) — 23 +pr+q.
Dessiner, pour p fixé respectivement < 0, = 0 et > 0, les courbes d’équation
f(z,p,q) = 0 dans le plan des (z, q). Puis tracer dans le plan des (p, q) le lieu des
points ou I"équation f = 0 ne détermine pas de fonction implicite x(p, q).



Chapitre 9

Submersions et immersions

Mots-clefs du chapitre immersion, subimmersion

Soit une application f : (R™, a) — (RP,b) de classe C.

Submersions Le théoreme de submersion est une version géométrique du théo-
reme des fonctions implicites, dans laquelle 'hypothese de non-dégénérescence
porte sur un mineur quelconque de la dérivée, pas forcément le premier (ou le
dernier) mineur carré.

9.1 Théoréme (de submersion). Si f'(a) € L(R™, RP) est surjective (doncn = p),
une forme normale de [ est la surjection canonique

Jp = ( IP‘O ) R"=RP xR"? > RP (z,y) — x;
on dit alors que f est une submersion en a.

Comme f’(a) est elleméme équivalente (comme application linéaire) & J,, le
théoreme dit que f est équivalente a sa partie linéaire f’(a), autrement dit que f
est linéarisable.

/’/\
T
/,_._a\—f> b
T
/’/\

¢ v

Jp
(] e 0

FIGURE 9.1 — Submersion f et sa forme normale J,
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56 CHAPITRE 9. SUBMERSIONS ET IMMERSIONS

9.a Exercice (Théoreme de submersion).

1. Démontrer le théoreme de submersion. Indication : S’inspirer du cas ou f est
une application linéaire pour trouver un isomorphisme quelque part... (Si R" =
ker f’(a) @ V, appliquer le théoréeme d’inversion locale au « déploiement » F' :

(V x ker f'(a),a) — R? x R*™P, (z,y) — (f(z,9),9).)
2. En déduire que f posseéde un inverse a droite (appelé section de f), c’est-a-dire
une fonction g : (R?,b) — (R", a) telle que

fog= id(RP,b) .

Le fait que f’(a) soit surjective dit que, dans la matrice

difi(a) -+ Onfila)
f'(a) = : :
Orfpla) -+ Onfpla)

on peut trouver une sous-matrice carrée inversible d’ordre p. Le théoreme des

fonctions implicites est donc un cas particulier du théoreme de submersion, ou la
sous-matrice carrée inversible est simplement constituée des p dernieres colonnes.

Les applications du théoreme de submersion viendront dans les chapitres suivants,
notamment dans la définition d’une surface.

Immersions

9.2 Théoréme (d’immersion). Si f'(a) € L(R"™, RP) est injective (donc n < p),
une forme normale de f est [injection canonique

In = <{% ‘R" >R =R" xR, 2 — (2,0pr-n);

on dit alors que f est une immersion.

S SR
| ¢ ¥
I S

FIGURE 9.2 — Immersion f et sa forme normale J,
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9.b Exercice. 1. Démontrer le théoreme d’immersion. Indication : Si E est une
supplémentaire de im f'(a) : R? = im f’(a) @ F, considérer I'application F': (R" x
E,a) > RP, (z,y) = f(z) +y.

2. En déduire que f possede un inverse local a gauche, c’est-a-dire une fonction

g: (RP,b) — (R, a) telle que

go f = id(Rn’a) .

Subimmersions * Le théoreme du rang constant ci-dessous englobe les théo-
remes de submersion et d’immersion. La complication est que, si le rang n’est pas
maximal en un point, il peut ne pas étre constant.

9.3 Définition. Le rang d’une application f : (R",a) — RP en a est le rang de
f'(a) (< min(n, p)). L’application est de rang maximal en a si son rang en a vaut
min(n, p). Le point a est régulier ou critque selon que le rang est maximal ou pas.

9.c Exercice (Rang d'une application).
1. Donner un exemple de discontinuité du rang d’une application.

2. Montrer que le rang d’une application en un point est semi-continu inférieure-
ment, c’est-a-dire que, si (x,) tend vers a, la limite du rang de f en les z, est
supérieure au rang de f en a.

9.4 Théoréme * (du rang constant). Si le rang de f'(x) € L(R™,RP) est locale-
ment constant égal a r au voisinage de a, une forme normale de f est

Jr = < {) 8 ) R'=R" xR"" >R =R x RP",  (z,y) — (z,0por).

on dit alors que f est une subimmersion.

9.d Exercice. Déduire le théoreme du rang constant du théoreme d’inversion
locale.

9.5 Remarque. Dans les théoremes, 0.1 B I 0.2 et @4 si f est de classe C* (k € Nu
{+0}) il en est de méme des fonctions construites a l’aide du théoreme d’inversion
locale, d’apres le théoreme de régularité du chapitre précédent.

9.e Exercice. Soit f : (R",a) — R™ une application localement injective.

1. L’application f est-elle automatiquement un difféomorphisme local ?

2. Montrer qu’il existe des points b arbitrairement proches de a tels que f soit un
difféomorphisme local au voisinage de b.
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Chapitre 10

Incursion en analyse complexe %

La rigidité de la classe analytique permet d’obtenir, pour les fonctions analytiques,
des théoremes de type inversion locale plus précis. Nous effleurons ici le sujet a tra-
vers quelques exemples, et renvoyons a un cours spécialisé pour des démonstrations
détaillées.

10.a Exercice (Méthode des séries majorantes [Car61]).

Montrer le théoreme d’inversion locale directement en classe analytique. On pourra
utiliser la méthode suivante, dite des séries majorantes. Commencer par montrer le
théoreme dans la classe des séries formelles[]. Puis utiliser une série majorante pour
montrer la convergence de la série formelle réciproque trouvée ; la série majorante
d’une série )] a, 2" est une série ), o, 2" a coefficients réels positifs telle que |a,| <
o, pour tout n.

10.1 Théoréme (de Rouché). Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un
ouvert borné D de C bordé par des chemins continues ~;, 1 € I. Si

1f(2) —g(2)] <lg(2)| le long des ;,

f et f+ g ont le méme nombre de zéros dans D.

Idée de démonstration. La fonction méromorphe h = f/g vérifie

h(z) — 1] = —f(j)g(;)g‘(z)‘ <1

Lui appliquer le théoreme de I’argument. O]

10.b Exercice (Théoreme fondamental de ’algebre).
Montrer que tout polynome complexe de degré n possede exactement n racines
complexes.

10.c Exercice (Localisation des zéros d'un polynome).
Soient a € C, |a|] = 1 et n € N, n = 2. Montrer que les racines du polynéme
1+ 2z + az™ ont un module < 2.

1. Une série formelle est une série entiére, ici a plusieurs variables, dont le domaine de conver-
gence est éventuellement nul.

29



60 CHAPITRE 10. INCURSION EN ANALYSE COMPLEXE %

10.d Exercice (Polygone de Newton).
Soit ¥ = R? I'ensemble des zéros du polynome réel

P(z,y) = v+ 22y — zy + 2t

On s’intéresse a la structure de ¥ au voisinage de l'origine. Trouver les réels a > 0
tels qu’il existe une unique fonction analytique Y : (R,0) — R telle que localement

P(z,z%Y(x)) = 0.

On commencera pourra procéder en trois temps : (1) déterminer les valeurs de «
pour lesquelles 'équation P(x,2*Y (z)) = 0 posseéde une unique solution formelle,
(2) déterminer lesquelles de ces solutions formelles correspondent a des solutions
analytiques, et (3) montrer que les autres valeurs de « ne donnent pas d’autres
solutions.

10.e Exercice % (Théoreme de division de Malgrange).
Soient f : (C™,0) — (C",0), x — y = f(x), une application holomorphe, et u sa
multiplicité, définie par

p = lim maxt (f7'(y) n B(0,7)),

r—0t y
ou B(0,7) est la boule de rayon r centrée en 'origine.

On définit de plus 'algébre locale de f comme

Q = Ho/(f*,) H.,

ol H, est l'algebre des germes en 0 de fonctions holomorphes dans R", 9, est
l'idéal maximal des germes en 0 de fonctions holomorphes dans R™ (c’est-a-dire
l'idéal des germes s’annulant en 0) et f*91, est I’ensemble des fonctions de la forme

o(f(x)), o p € M,
1. % Montrer que la multiplicité p est bien définie, que, si r est assez petit > 0,

presque tout point y proche de 0 possede exactement p préimages dans B(0,r), et
que @ est de dimension p (voir [AVZKS6, paragraphe 5]).

2. Montrer que 'application de Viéte, définie par le fait que les y; sont les po-
lynémes symétriques élémentaires

Y1 = Zl’u Y2 = Z%fﬂj, v Yn = Hl’i,
i i<j i
a pour multiplicité pu = nl.
Soit e = (eq, ..., e,) € H* une famille de représentants d’une base de Q.
3. Montrer que, pour toute série formelle ¢ € C[[xy, ..., 2,]], il existe un unique
champ formel a € C[[y1, ..., yn]|* telle que

Y= f*a g

soit

o(z) = a1 (f(z))er(x) + - + a,(f(x))eu(x).
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Autrement dit, en “divisant” (au sens du produit scalaire) la fonction ¢ par e on
obtient une fonction qui se factorise par f, de la forme a(f(x)), d’ou le nom de
théoreme de division.

4. % Montrer que, si ¢ est convergente, il en est de méme de a; on pourra utiliser
la méthode des séries majorantes [Hou61].

5. En déduire que, si ¢ est une fonction symétrique, elle se factorise (de fagon
analytique) par 'application de Viete.

6. Montrer que, si f dépend de parametres, on peut remplacer les fonctions e (x)
par des fonctions arbitraires Ey(x,t) telles que Ey(x,0) = ex(x). Indication : Les
Ex(z,t) forment un ensemble de générateurs de Ialgebre locale de I’application
F:(x,t) — (f(x,t),t) parce que F(z,t) — F(z,0) et les Ex(z,t) — Ex(z,0) sont
dans l'idéal engendré par ¢ dans 'espace C{z,t} des fonctions holomorphes en 0
de x et de t.

7. En déduire le théoréme de préparation de Weierstrass : Soit
F(z,t) = 2" + u () 2" + - +u(t), us(0) =0.
Alors toute fonction ¢(x,t) se laisse mettre sous la forme
p—1
o(x,t) = a(x, t)F(x,t) + Z hy(t)z";
r=0

a est le quotient de ¢ par F', et le polynome de degré pu — 1 est le reste.
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Chapitre 11

Surfaces I — Espace tangent

Tout le monde sait ce que c’est qu’une courbe, jusqu’a ce
qu’il ait étudié suffisamment de mathématiques pour que
ses idées soient brouillées par le nombre infini
d’exceptions possibles.

F. Klein

Mots-clefs du chapitre Surface, dimension, codimension, redressement, équa-
tion, espace tangent

Deux moyens pour définir une surface de R? sont : par une équation
flz,y,2) =0,
ou par un paramétrage
r=X(s,t), y=Y(s,t), z=Z(st)

(ou s et t sont des paramétres). Par exemple, le plan d’équation x +y + z = 0
peut aussi etre paramétré de la fagon suivante

r=s, y=t z=-s—t (s, teR).

Mais, en fonction de f ou de (X,Y, Z), on peut obtenir un ensemble “singulier”,
qu'on n’a pas envie d’appeler une surface (lisse). C’est le cas par exemple de
I'équation 2% + y? + 22 = 0 et du paramétrage constant z = y = 2z = 0. Dans ce
chapitre, on verra des conditions suffisantes pour obtenir une surface : en 'occu-
rence il suffit que f soit une submersion, ou (X, Y, Z) une immersion.

1. On pourrait aussi prendre I'exemple d'une courbe de R?, qui peut étre défini par un systéme
de deux équations réelles f(z,y,2) =0, g(z,y, z) = 0 ou par un paramétrage x = X (t), y = Y (¢),
z=Z(t).
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11.1 Définition. Une surface (lisse )H de dimension d de R™ est une partie S de
R" telle que, pour tout a € S, il existe un difféomorphisme

a: (R"a) — (R x R"™ 0)
tel que, localement au voisinage de 0,
(7,9) € a(S) = 5 =0.

Le difféomorphisme « est un redressement local de S (voir la figure [[TT]), 'entier
d est la dimension de S, et I'entier p = n — d est sa codimension.

Quand d = 1, on parle plus spécifiquement de courbe et, quand p = 1, d’hyper-
surface.

FIGURE 11.1 — Surface S et son difféomorphisme de redressement «

11.a Exercice (Graphe d’une application).
Soit f: (R", a) — (RP,b) une application de classe C'. Montrer que son graphe

est une surface de R"™ x RP de dimension n.

11.2 Proposition (Surface définie par une équation). Soient f : (R",a) — (RP,b)
une submersion et S la partie de R™ définie par I'équation f = b, i.e. S = f~1(b) ;
par abus, on appelle parfois f elle-méme une équation de S. Alors S est une
surface de R™ de codimension p, et donc de dimension n — p.

Démonstration. En effet, en notant d = n — p, le théoreme de submersion montre
qu’il existe des difféomorphismes

a: (R* a) — (R? x RP,0)
p: (RP,b) — (RP,0)

2. Nous utiliserons ce vocable pour désigner les sous-variétés de R™. Parfois on réserve le
terme de surface aux sous-variétés de dimension 2.



65

tels que le diagramme suivant commute :

(R™, a) (RP, D)
ai . lﬁ
(R? x RP,0) ~— (RP,0).
Donc, localement, si a(x) = (Z,7), et puisque o f = J, 0 a,
(5,5) € a(8) = f(@) = b= (Bo f){z) = 0= (Jyoa)(z) = 0= § = 0.

Donc le difféomorphisme « redresse S, qui est bien une surface de R". n

S:f=0>
%’_f, b

FIGURE 11.2 — Surface S d’équation f =0

11.3 Exemple. La sphere
S" = {zeR™, |z] =1}
est une surface de dimension n, définie globalement par 1’équation
fl@)=0, f(z)=|z* -1

f est bien un submersion au voisinage de tout point de S” (mais pas en 0 ¢ S")
puisque

fl(x)-E€=22-£=0 (V) =x=0.

11.4 Exemple. Notons T = S! le cercle. C’est une courbe de R?. Le tore de dimen-
sion n, T, est alors une surface de R?", de dimension n.

11.b Exercice (Groupes classiques).
Montrer que les groupes suivants sont des surfaces de M, (R) = R”Q, dont on
calculera la dimension :

— le groupe linéaire GL,,(R)

— le groupe linéaire spécial

SL,(R) ={M € M,(R), det M = 1}
— le groupe orthogonal

O,(R) = {M € M,(R), 'MM = I}.
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11.c Exercice (Un lemme de division %). Soient f : (R" 0) — R une fonction de
classe C* et g : (R",0) — RP une submersion de classe C*. Montrer que

g(x) =0= f(z) =0 (Vz)

si et seulement si il existe une fonction a : (R™,0) — (RP,0) telle que f(z) =
a(x) - g(x) (le produit scalaire euclidien de a(z) et g(z)).

Un chemin v est tracé sur S (d’équation f =0)si foy= 0.3

11.5 Définition. L’espace tangent a une surface S < R™ en un point z € S est
I'ensemble TS des vecteurs vitesses 7/ (0) de chemins v : (R,0) — (S5, x) (on dit que
les tels chemins sont tracés sur S) dérivables (vus comme chemins (R,0) — R™).

FIGURE 11.3 — Plan tangent a une surface. On représente généralement le plan
affine tangent x + T,S, passant par x et dirigé par T,.S5.

11.6 Proposition. Si f: (R",z) — (RP,0) est une équation locale de S,

T.S = ker f'(z).
En particulier, T,.S est un sous-espace vectoriel de méme dimension que S.
Démonstration. L’inclusion T,S < ker f'(z) est triviale, puisque si v : (R,0) —
(S,x) est un chemin dérivable tracé sur S, f o~y = 0, donc, par dérivation en 0,
f'(x) -~'(0) = 0, donc 7/(0) € ker f'(z).
Montrons l'inclusion réciproque. Soit £ € ker f/(x). On veut réaliser £ comme le
vecteur vitesse 7/(0) d'un chemin v : (R,0) — (R",z) tracé sur S (f oy = 0).

D’apres le théoreme de submersion, il existe deux difféomorphismes « et 3 faisant
commuter le diagramme suivant :

(R”, ) —L~ (R",0) (11.1)

S

(R™,0) —— (RP, 0).

Notons & = o/(z) - €. Comme Jyoa=pfof ona

Jy €= Jy-d(z) €= B0)f(2) € =0,

3. Rappelons que cette notation signifie que la fonction f o~y est identiquement nulle, alors
que la notation f o~y = 0 pourrait signifier qu’elle s’annule juste en certains points.
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Donc € € ker Jp, (traduction du coté de la forme normale, de I'hypothese selon
laquelle ¢ € ker f'(z)). Cette fois, il est facile de réaliser & comme le vecteur vitesse
d’un chemin 7 tracé sur «(S) = ker J, : a cause de la forme trés particuliere de
Jp : (x,y) — (x,0), 'hypotheése dit que € est de la forme € = (0752), et il suffit
donc de poser #(t) = (0,t&). Il ne reste qu’a poser v(t) = o~ o 5(t). On vérifie
que
foy=foatod=p"0J,05=0

et que

Y(0) =a'(2)"" - 7(0) =d/(z) - £ =¢.

11.d Exercice. Calculer le plan tangent a S™ en un point x.

11.e Exercice. Calculer la droite tangente a ’ellipse d’équation

11.7 Définition. Soient S et T des surfaces respectivement de R™ et de RP.
Soit f : (S,a) — (T,b) une application. La dérivée de f en a, si elle existe, est
I'application f'(a) : T,S — T,T définie par

f'(a) -7'(0) = (f 2 )"(0),

pour tout chemin v : (R,0) — (5, a) dérivable tracé sur S.

7'(0) ; f'(a)-+'(0) = (f ov)'(0)

FIGURE 11.4 — Définition cinématique de la dérivée f’(a) : c’est Papplication qui
envoie la vitesse d’un chemin sur la vitesse du chemin image

Démonstration (de quoi ?) 11 faut démontrer que, si 5 : (R,0) — (S, z) est un
chemin tel que 7/(0) = /(0), (f ©3)(0) = (f 57)(0).

Il existe un difféomorphisme de redressement « : (R™, a) — (R? x R"74,0) tel que
a(S) = {(x,0), z € R%}. Donc oo 7(t) est de la forme (x(t),0), et a0 F(t) de la
forme (Z(t),0). D’apres la formule habituelle de dérivation des fonctions composées
(définies sur des ouverts d’espaces eucliens, et non sur des surfaces),
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donc 2/(0) = 7/(0). Posons F' = foa™t. Alors

= F'(a(a)) - (#(0),0)

= (Fo (2,0))(0) (%)

= (Foao9)(0)

= (f=9)(0),
ou les égalités () découlent de la formule habituelle de dérivation des fonctions
composées. O]

11.8 Proposition. Si S est une surface de R™ de dimension d, au voisinage
de tout point a de S il existe un base e(x) = (e1(x),...,eq(x)) de TS telle que
e: (S,z) > M, 4(R) soit de classe C".

Démonstration. Soit a : (R, a) — (RExR"4 0), x — (X,Y), un difféomorphisme
de redressement de S, de sorte que «(.S) ait pour équation Y = 0. Soit (eq, ..., €q)
la base canonique de R?. C’est une base de 'espace tangent & «(S) en tout point
voisin de 0. Alors (o/(z)7*(e;))i=1, .4 est une base de T,.S (parce que o/(x) est
un isomorphisme), ce qui démontre la proposition, au changement de notation
pres. [

11.f Exercice (Transversalité).
Soient f: (R",z) — (R?,y) C' et S une surface de R? contenant y, de dimension
d. On suppose que [ est transverse a S en x, au sens que

im f'(z) + T,S = R?.
Montrer que f~*(S) est localement une surface de R™ de dimension n — p + d.

11.g Exercice (Contour apparent d’une surface).

Soient @ une forme quadratique définie positive sur R? et S 1’ ellipsoide d’équation
@ = 1. Soit a un point a Uextérieur de S, c’est-a-dire tel que Q(a) > 1 (pourquoi
est-ce bien l'extérieur de S'7). Le contour apparent de S vu de a est I'ensemble C
des points = de S ou 'espace affine tangent x + 7.S contient a. Montrer que C' est
une ellipse (intersection de S et d’un plan affine de R3).



Chapitre 12

Extrema de fonctions
(semi-)continues

Mots-clefs du chapitre Suite minimisante, minimum, continuité, semi-conti-
nuité, compacité

Soit f : X — R une fonction sur un espace métrique. Soit
m = i§ff € [—o0, +o0f

la borne inférieure de f. Une suite minimisante de f est une suite (x,) de X telle
que

lim f(z,) = m:
une telle suite existe forcément, par définition de la borne inférieure. Mais on ne
sait pas, en général, si elle converge dans X.

12.1 Définition. Un minimum est un point z € X tel que f(z) = m (forcément
€ R par définition de f). Le nombre m s’appelle alors la valeur minimum.

On définit de meéme les notions de borne supérieure, de suite maximisante, de
maximum et de valeur maximale. Un extremum est un point x qui est soit un
minimum soit un maximum.

Par exemple, la fonction 22 sur X = R posséde un minimum en z = 0, mais pas
de maximum puisque sa borne supérieure est +oo.

12.2 Théoreme. Si X est compact, une fonction continue f : X — R posséde
(au moins) un minimum et un maximum.

Démonstration. Soit (x,) une suite minimisante. Comme X est supposé compact,
il existe une suite extraite (x,,) convergente dans X, disons vers un point z. Par
continuité de f, f(z) = m, donc x est un minimum. O

12.3 Exemple. Soient C' une courbe fermée de R™ (fermée signifie qu’elle possede
un paramétrage ¢ : T — C ) et f: C® — R définie par

fla, o', 2") = o =2’ + 2" = 2" + 2" — 2.
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Alors f posséde un minimum et un maximum, puisque f est continue et que,
comme T est compact, C' I'est aussi. Les minima sont en nombre infinis, puisqu’ils
contiennent déja tous les triplets de la forme (x,z,z), x € C. A supposer que C'
ne contienne pas de triplets de points alignés (par exemple si C' est strictement
convexe), les maxima, eux, sont constitués de points deux & deux distincts, puisque,
six #a,

flz, o', 2") > f(x,z,2").

12.a Exercice. Soient X l’ensemble des fonctions f croissantes de classe C! sur
R telles que f(—1) = —1let f(1) =1, et J: X — R telle que

—1
Montrer que infx J = 0 et que J n’atteint pas sa borne inférieure.

12.4 Remarque. En fonction de la “forme” de X, on peut souvent inférer 1’existence,
non seulement d’extrema, mais plus généralement de points critiques des fonc-
tions dérivables sur X. Leur nombre minimal s’appelle la catégorie de Lyusternik-
Schnirelmann k et, s’ils sont non dégénérés (c’est-a-dire si la fonction est de Morse),
le nombre de points critiques minimum est le nombre de Betti > k. Un point cri-
tique qui n’est pas un extremum local s’appel un point col (voir la figure [2.1]).

FIGURE 12.1 — Graphe d’une fonction (telle que 2% — y?) possédant un point col.

Dans le théoreme [12.2] si I'on cherche seulement un minimum de f, toute la force
de la continuité de f n’est pas requise.

Rappel : la limite inférieure d’une fonction f en un point a est

liminf f(z) = lir% inf f(B,(a));
—

r—a
cette limite existe parce que la fonction n — inf f(B,(a)) est croissante.

12.5 Définition. Soient f : X — R une fonction et a € X un point. La fonc-
tion f est semi-continue inférieurement (sci) en a si I'une de ces deux conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

— f(a) = hrxn_)lglff(x)
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— pour tout € > 0 il existe un voisinage V' de a tel que f(a) —e < f(V).
Elle est semi-continue supérieurement en a si — f est semi-continue inférieurement
en a.

Remarquons que, si f est sci en a, on a donc

f(a) < limsup f(z),

r—a

avec égalité si et seulement si f est continue en a.

12.6 Exzemple. La fonction indicatrice de |0, 1| est sci, tandis que celle de [0, 1] est
scs.

12.7 Ezemple. La fonction indicatrice de QQ sur R est sci en tout point x irrationnel,
et scs en tout point x rationnel.

12.8 Théoreme. Si X est compact, une fonction semi-continue inférieurement
f X — R posséde un minimum.

Démonstration. Soit m = infx f. Soit (z,) une suite minimisante de f : pour tout
e > 0, il existe N tel que, pour tout n = N, f(x,) < m +e.

Par compacité de X, il existe une suite extraite (z,, ) convergente dans X. Notons
a sa limite. Par semi-continuité de f en a, il existe K tel que, pour tout k > K,

fla) —e< flan,).
Dong, pour k = K tel que ng = N, f(a) < m + 2¢. Donc f(a) = m. O

Terminons ce chapitre par quelques propriétés des fonctions semi-continues, qui
seront utiles dans 'exercice 12.0l

12.9 Proposition. L’application f est semi-continue inférieurement sur X si et
seulement si ['une quelconque de ces propriétés est satisfaite :

1. pour tout A € R ensemble f~1(]\, +0]) est ouvert.
2. pour tout A € R lensemble f~1([—o0, ]) est fermé.
3. l’épigraphe
Ef={(z.y) e X xR; y > f(2)}
est fermé dans X x R.

Démonstration. 1. La semi-continuité inférieure de f équivaut a ce que, pour
tout point a € X et pour tout A tels que A < f(a), 'ensemble des = tels
que A < f(z) soit un voisinage de a; autrement dit, & ce que, pour tout
A, I'ensemble des a tels que A < f(a) soit un voisinage de chacun de ses
points, donc soit ouvert.

2. Comme Cf~([—o0, A]) = f7L(]A, +0]), la seconde propriété est équivalente
a la premiere.
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R

N\

Gy

X

FIGURE 12.2 — Epigraphe d’une fonction semi-continue inférieurement

3. Ey est fermé si et seulement si son complémentaire est voisinage de chacun
de ses points. Or, f est semi-continue inférieurement sur X si et seule-
ment si, pour tout couple (z,A) € CEy (A < f(x)) et pour tout p tel que
A< p < f(z),onapu < f(y) pour tout y dans un voisinage V de z;
c’est-a-dire s'il existe un voisinage V' x [—o0, u[c CEf de (x,A). Donc la
troisieme propriété énoncée dans la proposition est bien équivalente a la
semi-continuité inférieure de f sur X.

]

12.10 Exemple. La fonction caractéristique 1, d’une partie A de X est sci sur X
si et seulement si A est ouverte. En effet,

& sil< A
-1 o .
1, (A +x]) =< A si0< A<
X si A < 0.

La borne supérieure d’une famille de fonctions continues n’est pas, en général,
continue, mais seulement semi-continue inférieurement. Ceci découle du corollaire
suivante.

12.11 Corollaire. L’ enveloppe supérieure sup{ f;};cs d’une famille (f;);e; de fonc-
tions numériques semi-continues inférieurement est aussi semi-continue inférieure-
ment.

Démonstration. L’épigraphe de ’enveloppe supérieure est 'intersection des épi-
graphes :
Esupfj = ﬁEfj.

D’apres la proposition 12,9} les Ey, sont fermés. Donc leur intersection est fermée.
Donc I'épigraphe de sup f; est fermé, d’ou 'affirmation. O]

12.b Exercice (Géodésiques dans un espace métrique).
1. Montrer que, si un espace métrique X est compact, une fonction semi-continue
inférieurement sur X atteint son minimum.

2. Montrer que la longueur d’un chemin continu (cf. exercice[LLLl) dépend du chemin
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de facon semi-continue inférieure; on pourra utiliser que la borne supérieure de
fonctions continues est semi-continue inférieurement.

3. Montrer que, pour toute courbe v € C(T,X), T = [a,b], a < b, telle que
L(y) <l e R™" il existe un homéomorphisme croissant ¢ : [0,1] — [a,b] tel que la
courbe 7y o ¢ soit [-lipschitzienne.

4. En déduire que, pour toute famille (7;)je; de courbes paramétrées de X de
longueur < [, il existe une famille (9;);e; de courbes paramétrées appartenant a
C([0,1], X), telle que pour tout j € J les courbes ; et 4, soient équivalentes par
homéomorphisme lipschitzien et que 4; soit lipschitizienne de rapport .

5. % Supposons compact 'espace métrique X. Soient A et B deux parties fermées
disjointes de X. Montrer que, s’il existe dans X des courbes rectifiables d’extrémi-
tés dans A et B respectivement, et si k désigne la borne inférieure de leurs lon-
gueurs, il existe aussi un arc simple v de longueur k et d’extrémités dans A et B
respectivement (7 est une géodésique).
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Chapitre 13

Factorisation des applications
linéaires

Mots-clefs du chapitre Espace vectoriel quotient, factorisation d’une applica-
tion linéaire par une autre

On commence par rappeler le concept de quotient d’espaces vectoriels. Soient F
un espace vectoriel et V' un sous-espace vectoriel de E. On cherche a construire un
espace vectoriel ressemblant le plus possible a E mais dans lequel on ait la regle
de calcul supplémentaire selon laquelle tout vecteur de V' peut étre identifié a 0.

13.1 Définition. Le quotient de E par V est 'ensemble, noté E/V des classes
d’équivalences de E pour la relation d’équivalence

r~1r o zx—2eV eiexr+V.

Autrement dit, E/V est I'ensemble des sous-espaces affines de E dirigés par V :

E)V ={z+V, x € E}.

00
o

RN %Y

RN

FI1GURE 13.1 — La partition de E en les sous-espaces affines v + V', x € E, dirigés
par V

Les deux cas extrémes sont
B0} = {a+ {0}, ve B} = {{z}, ve B} = E

et
E/E={x+FE, ze E} = {E} = {0}.
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13.a Exercice. Montrer que le quotient £/V d’un espace vectoriel E par un sous-
espace V' hérite d'une structure d’espace vectoriel définie par les relations

et que, si E est de dimension finie,
dim E/V = codim V.

13.b Exercice (Réalisation du quotient). Montrer que, si E =V @ W, la restric-
tion a W de la projection canonique p : E — FE/V est un isomorphisme.

13.c Exercice (Propriété universelle du quotient). Montrer que, pour toute ap-
plication linéaire f : E — F s’annulant sur V, il existe une unique application
linéaire ¢ : E/V — F telle que
f=yop,

ou p est la surjection canonique de E sur E/V. Comme E/V ne dépend pas de f,
la propriété précédente est qualifiée de propriété universelle du quotient. Montrer
de plus que p est unique a isomorphisme pres parmi les applications linéaires sur
E s’annulant sur V' et vérifiant la propriété universelle.

13.2 Lemme. Une application linéaire f : E — F induit une application linéaire
p: E/ker f —im, qui est un isomorphisme.

Démonstration. ¢ est définie par la formule

p(x +ker f) = f(z),

qui n’est pas ambigué. Elle a méme image que f, et est injective parce que, si
f(z) =0, x + ker f = ker f. O

13.3 Proposition. Soient E, V et W trois espaces vectoriels et a € L(E,V)
et f € L(E, W) deuzx applications linéraires. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

— 11 existe une application linéaire \ € L(W, V) telle que . = Ao f3 :

E—"=V

=
Ix?
N

w

— ker 8 < ker a.
Alors la restriction de A a im 3 est unique.

Si 3 est inversible, il suffit de poser A = oo 371. Mais si ce n’est pas le cas, il n'y
a pas de formule aussi simple donnant \. La démonstration consiste a se ramener
au cas inversible.
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Démonstration du lemme. L’implication directe est évidente. Montrons 1'impli-
cation réciproque. Les applications « et § induisent des isomorphismes

a:E/kera —>imacV
B:E/kerﬁ—»imﬁcW

Par ailleurs, la projection canonique £ — E/ker a induit une projection E/ker 5 %
E/ker a puisque que par hypothese ker 5 < ker « :

E—ima<"F/kera.

A
IAim
X | o pT

im ﬁiE/kerﬁ

Il suffit donc de poser A = Gopo B_l et de prolonger A, sur un supplémentaire de
im [, par exemple par O . O

13.d Exercice.
Démontrer la proposition [[3.3] sans utiliser de quotients d’espaces vectoriels. Indi-
cation : choisir des supplémentaires de ker a et de ker 3.
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Chapitre 14

Points critiques de fonctions

Mots-clefs du chapitre FExtremum, point critique, multiplicateur de Lagrange

Soient D une partie de R" est f : D — R une fonction de classe C' au sens ou f
posseéde un prolongement C'! sur un voisinage ouvert de D.[l Trouver les extrema
(minima et maxima) de f s’appelle optimiser f sous la contrainte D.

Dans le chapitre précédent, on a vu que si D est compact, f possede toujours
un maximum et un minimum. Mais comment les trouver ? La réponse n’est pas
toujours immédiate, et il faut alors décomposer D en plusieurs sous-parties, cher-
cher les extrema (voire les extrema locaux) de f en restriction a chacune de ces
sous-parties, pour enfin comparer les valeurs prises par f en ces différents points
pour décider lesquels de ces points sont les extrema sur D entier.

Les sous-parties que nous allons considérer ici sont : les ouverts de R"™ et les surfaces
de R™.

14.1 Ezemple. Si D est le carré fermé [0, 1]?, avec les outils de ce cours on décom-
posera D en louvert |0, 1[?, les quatre cotés ouverts (]0, 1[x {0}, etc.) et les quatre
sommets ((0,0), etc.).

Optimisation sur un ouvert de R"

Commencons par quelques rappels sur I'optimisation locale sur un ouvert de R".
Soit f : (R", a) — R une fonction de classe C'.

14.2 Définition. Le point a est régulier si f'(a) # 0 et critique si f'(a) = 0.2

14.3 Lemme. Si a est un extremum localll de f, il en est un point critique.

1. Comme on n’a pas supposé que D est ouvert, f n’est peut-étre pas définie au voisinage de
chacun des points de D. Donc la propriété d’étre de classe C' requiert bien une définition, qui
prolonge celle ou D est ouvert.

2. Plus généralement, pour une application f : (R™,a) — RP, a est critique si f'(a) <
min(n,p). Cette définition est cohérente avec la notion de point critique introduite au premier
chapitre pour les chemins (n = 1).

3. C’est-a-dire un minimum local ou un maximum local
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Démonstration. Comme f est dérivable,

fla+€) = fla)+ f'(a)-E+0(&) = fla)+ D) 9 f(x)& + o(&).

1<j<n

Si au moins I'une des dérivées partielles 0; f(z) est non nulle, avec § = (0, ...,0, 1,0, ...

(avec un 1 en position j) la formule précédente devient

fla+&) = fla) + 0;f(x)&;(1 + o(1)),
ce qui montre que a n’est pas un maximum local de f. [l

14.4 Corollaire. Si f est localement constante, f'(x) = 0 au voisinage de a
(puisque tous les points sont des extrema locauz).

14.5 Remarque. Un point critique n’est pas forcément un extremum, méme loca-
lement. Sur la figure [[4.1l on voit les exemples les plus simples a avoir en téte,
avec deux extrema locaux en haut, et, en bas, un point critique dégénéré (au sens
défini dans le chapitre sur les fonctions de Morse : la dérivée seconde s’annule) et
un point selle (ou la partie quadratique n’est ni positive ni négative). Le lemme
de Morse permettra de ramener a de ’algebre bilinéaire la question de savoir si un
point critique non dégénéré est un extremum local ou non.

FIGURE 14.1 — Les points critiques ne sont pas tous des extrema locaux.

Optimisation sur une surface de R”

Nous allons trouver une condition nécessaire analogue pour qu'un point soit un
extremum local d’une fonction en restriction a une surface. Soit S une surface de
R™ contenant a et d’équation locale g = 0, ou1 g : (R™, a) — RP est une submersion.
Comment détecter les extrema locaux de la restriction de f a .S7?

14.6 Définition. Le point a est un point critique de f|g si f'(a)|r,s = 0.
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Pourquoi cette définition ? Parce ce que f'(a)|r,s0 s’interprete comme la dérivée
de f|s, puisque, pour tout chemin C' v : (R,0) — (R", a) tracé sur S,

(f ©7)'(0) = f'(a) - 7'(0)
avec 7/(0) € T, S.

14.7 Lemme. Sia est un extremum local de f|s, a en est un point critique.

Démonstration. Si a est un extremum local de f|g, c’est en particulier un extre-
mum local de la fonction

flsoy=fov:(R,0) >R

pour tout chemin C* v : (R,0) — (S, a). Donc (on peut ici invoquer le lemme [TZ4.3)),
(f ©7)(0) = f(a) -7'(0) = 0.

Donc
f/<a>‘TaS = O
O

Une premiere facon de s’attaquer au probleme d’optimisation consiste a se ra-
mener au paragraphe précédent en choissant des coordonnées sur S (ce concept
sera formalisé au chapitre suivant), en exprimant f|s dans ces coordonnées, et en
cherchant les extrema locaux de f|g avec la condition nécessaire du lemme 4.3

14.8 Ezemple. Un point (a,b) est un extremum local de la fonction f : R* — R
restreinte a la courbe S : sinz + y = 0 si et seulement si b = —sina et a est
un extremum local de la fonction d’une variable ¢ : z — f(x,—sinx) (et donc

#/(a) = 0).

Mais cette méthode conduit parfois a des calculs compliqués pouvant étre évités.
Avec le petit ingrédient supplémentaire d’algebre linéaire vu dans le chapitre
précédent, on obtient en effet le théoreme suivant, tres utile pour détecter les
points critiques sur une surface.

14.9 Théoreme. Si a est un point critique de f|s, il existe une forme linéaire
A € (RP)* telle que
f'la) =X~ g'(a).

La forme linéaire \ est alors unique et s’appelle le multiplicateur de Lagrange.

Par définition, I’espace tangent en a a la surface S = {x, g(x) = 0} est I’ensemble
des vecteurs vitesses au point a de chemins tracés sur S. On a montré que 71,5 =

ker ¢'(a).

Démonstration du théoréme. Supposons que a soit un point critique de f|g. D’apres
le lemme [I3.3] pour conclure il suffit de voir que ker ¢’(a) < ker f’(a), ce qui n’est
autre que ’hypothese selon laquelle a est un point critique de f|s. D’apres le méme
lemme, le multiplicateur de Lagrange est unique sur 'image de ¢’(a), c’est-a-dire,
puisque g est une submersion, sur R? entier. [l
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FIGURE 14.2 — Extremum lié

14.a Exercice (Parallélépipedes rectangles de volume maximal).

Quel est le parallélépipede rectangle (engendré par trois vecteurs orthogonaux,
donc) d’aire A > 0 donnée et de volume maximal ? On commencera par justifier
I'existence de ce maximum, puis on donnera deux calculs : un direct en utilisant
des coordonnées de l’espace des parallélépiedes rectangles d’aire donnée, et un
utilisant un multiplicateur de Lagrange.

14.b Exercice (Maximisation d’'un volume).
Maximiser la fonction zyz sur la courbe obtenue par intersection de la sphere
P4+ 2 =1letduplanz+y+ 2z =1.

14.c Exercice (Formule de Héron). Application : Montrer que I’aire d’'un triangle
dont le périmetre est fixé est maximale lorsque le triangle est équilatérale; on
pourra commencer par démontrer que l'aire A d’'un triangle de cotés a, b et ¢
vérifie

a+b+c

A =plp—a)p—b)(p—c), p= 5

14.d Exercice (Axes principaux d’un ellipsoide). Soit ¢ une forme quadratique
positive définie sur R™. Quels sont les extrema de ||z|| sur I'hypersurface d’équation
q = 1 en fonction des sous-espaces propres de ¢ 7

14.e Exercice (Diagonalisation d’'un opérateur symétrique).

Soit ¢ une forme quadratique sur R™ associées & B € L%(R",K). Montrer qu'un
maximum x de la restriction de ¢ & la sphere §"~! est une valeur propre de B. En
déduire par récurrence que B est diagonalisable sur R, dans une base orthonormée.

14.f Exercice (Inégalité de Minkowski).
Soit p = 1 un réel. Notons

2], = (Jzaf? + .. + [za)”
pour tout x € R™. Pour tous vecteurs x,y € R™ on a
|z +yl, < lzl, + lyl,

(ce qui montre que ||, est une norme).
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14.g Exercice (Inégalité de Hadamard).
Montrer que, pour tous vecteurs 1, ..., x, € R",

|det(zy, ..., mn)| < @] -+ anl,
ou | - || est la norme euclidienne de R™; on pourra commencer par montrer que,
si xg,..., T, est une famille libre donnée et si x; est un maximum de la fonction
g1 > R, & — det(&, o, ..., 1,), o1 est orthogonal & s, ..., x,, puis en déduire les

maxima de det(zy, ..., z,) lorsque zy, ..., z, € §*1.

14.h Exercice (Inégalité de Holder).
Quels que soient les entiers naturels non nuls p,q,r tels que 1/p + 1/q = 1/r et
quels que soient les vecteurs x,y € R" on a

[(@1 -y @)l < 2], [yl
olu, rappelons-le, la norme ¢ est définie par

1
2l = (e ]? + - + [aal?) 7
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Chapitre 15

Surfaces II — Coordonnées

Mots-clefs du chapitre Systeme de coordonnées locales, application lue dans
des coordonnées, dérivabilité des applications entre surfaces, difféomorphisme

15.1 Rappel. Une partie S de R™ est une surface de dimension d si, au voisinage
de chacun de ses points a, il existe un difféomorphisme de redressement de S, soit
un difféomorphisme

a=(ax,ay): (R" a) — (R* x R"% (b,c)), =z (X,Y)

tel que a(.9) ait pour équation Y = ¢ (figure ILI)). On dit que S est de classe C*
si on peut choisir « de classe C* (k > 1).

Avec les notations ci-dessus, on remarque que, S ayant pour équation Y = ay (z) =
¢, les points de S se distinguent les uns des autres par leur “coordonnée” X =

ax(x).
(On commet parfois I'abus consistant a noter X a la place de ax.)

15.2 Définition. Une bijection (S,a) — (R b) de la forme z — X = ax(x)
s’appelle un systéme de coordonnées (locales) de S.

15.3 Ezemple. Considérons la droite D d’équation x+y = 1 dans R2. L’application
QZRQHRQ, <x7y)'_>(X7Y):($71_$_y)

est un redressement (global) de D («a(D) ayant pour équation Y = 0). Donc une
coordonnée (ou un systéme de coordonnées) est Uapplication D — R, (z,y) — =.
Une autre coordonnée est I'application (z,y) — y. En fait, n’importe quelle forme
linéaire A de R? non constante sur D (c’est-a-dire non proportionnelle & (x,y) —
—x — y) convient, d’apres le théoreme d’inversion locale.

15.4 Exemple. 1’application “coordonnées sphériques” est

r rsin 6 cos ¢
o:R* - R3, O ]— | rsinfsing
) rcosf

Cette application n’est pas inversible, pour deux “raisons” :
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Y

FI1GURE 15.1 — Coordonnées sphériques

— Sa dérivée a pour déterminant

sinfcos¢ cosfcos¢p —sinfsing
r? |sinfsing cosfsing sinfcos¢ | = r?sinb,
cosf —sinf 0

qui s’annule en # = 0 (mod 7) et en r = 0. Donc o n’est pas un difféo-
morphisme local en ces points.

— Les angles 0 et ¢ ne sont pas définis globalement, puisque o est 27w-périodique
par rapport a # et a ¢. Tout au plus peut-on choisir une détermination conti-
nue de 6 et de ¢ sur des ouverts suffisamment petit de R? privé de la droite
0z.

Localement, en dehors de # = 0 (mod 7) et de r = 0, 'application o définit un
difféomorphisme local. Une branche inverse quelconque de o redresse la sphere S,
puisque 1’équation de S? dans ces coordonnées est

r=1.

Donc les variables (6, ¢) forment un systéme de coordonnées locales de la sphere
S?, localement au voisinage de n’importe quel point différent des poles. C’est ce
qu’on appelle les coordonnées sphériques.

15.a Exercice (Graphe d’une application).
Montrer que le graphe d’une application f : (R" a) — (RP,b), soit

G = {(z, f(x)), x € R" proche de a}

est une surface de R" x R? de dimension n, admettant la premiere projection
p1: (x, f(x)) — = comme systeme de coordonnées (globales).

15.b Exercice (Surfaces comme graphes).

Montrer réciproquement que, si S est une surface de dimension d de R", il existe
une décomposition en somme directe R" = E@ F' avec dim F = d, et une appli-
cation ¢ : (E,a1) — (F,az) de classe C! (avec a = a; + ag) telle que localement S
soit le graphe de ¢, i.e. la surface d’équation y = p(z) et

TS = {(§, ¢ (a) - §): § € B}
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Soit f : (S,a) — (U, b) une application entre deux surfaces. Le calcul différentiel
classique peut-étre étendu aux telles applications de la facon suivante.

15.5 Définition. Soient z : (S,a) — (R, 0) et y : (U,b) — (RP,0) des systémes
de coordonnées locales. L’application f lue dans ces systémes de coordonnées est
I’application f faisant commuter le diagramme suivant :

(S,a) —L— (U, b)

|

(R4,0) —— (R?,0).

Contrairement & f, f est définie sur un ouvert d’espace euclidien, sur lequel les
notions habituelles de calcul différentiel s’appliquent.

On avait défini cinématiquement la dérivée d’une application entre surfaces (défi-
nition [IT.7) :
fi(a)-7'(0) = (fo)'(0)  (v(0) € T.S)

quand le membre de droite existe. Le lemme suivant découle de la formule

foy=ytofo(zon).

15.6 Lemme. L’application [ est dérivable en a si et seulement si f est dérivable
en 0.

15.7 Définition. Supposons S de classe C* (k = 1). L’application f est de classe
C* si f est de classe C* (au sens habituel). Elle est un C*-difféomorphisme si
elle est inversible et si f et f~! sont de classe C¥, c’est-a-dire si f est un C*-
difféomorphisme.

15.c Exercice (Classe C*).
Montrer que le fait d’étre de classe C* ne dépend pas des systémes de coordonnées
C* x et y choisis.

15.8 Théoréme (Inversion locale). Une application f : (S,a) — (U,b) de classe
CF>1 est un Ck-difféomorphisme local si et seulement si l'application linéaire
f'(a) : T,S — T,U est un isomorphisme.

Démonstration. f est un C*-difféomorphisme local si et seulement si f est un
Ck-difféomorphisme local (avec la notation de la définition I5.7]), donc, d’apres le
théoreme d’inversion locale, si et seulement si Papplication linéaire f/(0) : R? — R?
est un isomorphisme (et donc d = p). Comme

F0) = (yo foa™Y(0)=4(b) fa)- (271)(0)

et comme z'(a) et y'(b) sont eux-mémes des isomorphismes, le théoreme est démon-
tré. ]
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15.d Exercice % (R. Krikorian).
1. Montrer que, si H € M,(R) est antisymétrique, son exponentielle est dans

SO.(R).

2. Soit M € M,(R) telle que tr(HM) = 0 pour toute matrice H antisymétrique.
Montrer que M est symétrique ; on pourra considérer le produit scalaire H - M =
tr(H'M).

3. Soit A une matrice symétrique définie positive dont les valeurs propres sont
distinctes deux a deux. Calculer

max{det(A + RAR™"), Re SO,}.

Solution succinte. 1. Dériver (e'*z) -y par rapport a t.

2. Les matrices symétriques sont orthogonales aux matrices antisymétriques. Un
argument de dimension permet de conclure.

3. En un maximum R, pour toute matrice antisymétrique H,
det (A+ RAR™' + [H,RAR™']) = O(H?)
(remplacer R par e R et dériver par rapport a €). Donc
tr((A+ RAR™')"'[H,RAR™']) = 0,

soit

tr(H [(A+ RAR™")™", RAR™']) = 0.

D’apres la question précédente,
S=[(A+ RAR™")™", RAR™']

est antisymétrique. Mais comme le crochet de deux matrices antisymétriques est
symétrique, S = 0. Donc R et (A + RAR™')™! et RAR™! commutent, donc A +
RAR™! et RAR™! commutent, donc A et RAR™' commutent.

Donc ces dernieres sont simultanément diagonalisables dans une base orthonormée :
il existe P orthogonale, et D et A diagonales telles que

A=PDP' e RAR!'=PAP

Posons U = P~ 'RP. Alors UAU™' = D. Comme D a ses valeurs propres dis-
tinctes, P est une matrice de permutation. On est donc ramené a calculer le
maximum de det (D + U~'DU) lorsque U parcours I'ensemble des matrices de
permutation.

Si 'on note \; < --- < A, les valeurs propres de A, et si U est la matrice d'une
permutation o,
det (D +U'DU) = [ [ (N + Xo)-
1<i<n
Le maximum est atteint pour la permutation décroissante. En effet, si a < b et
c<d,ona
(a+c)(b+d) <(a+d)(b+c),
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puisque
0<(b—a)(d—c)=ac+bd—ad— bc.

Donc par récurrence on voit qu’on augmente le produit en ordonnant les seconds
termes \,(;), dans chaque facteur, de facon décroissante. n
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Chapitre 16

Déterminant

Mots-clefs du chapitre Volume orienté, orientation

Si (1, ...,x,) est une famille de vecteurs de R", on peut définir leur déterminant
comme le volume orienté du parallélotope engendré,

{a121 + -+ + apzy, ay,...,a, € [0,1]}.

L’exemple suivant montre comment calculer ce volume orienté. Considérons deux
vecteurs u et v dans R?. Pour calculer I'aire orientée du parallélogramme qu’ils
engendrent (voir la figure [[6.1]), on découpe le parallélogramme et 1'on se ramene
en deux étapes a un rectangle de méme aire :

aire(u, v) = aire(u,v) = aire(u’,v").

L’aire du parallélogramme initial est alors simplement le produit des longueurs
de v’ et de v'. Mais ces opérations géométriques correspondent exactement aux
opérations sur les lignes et les colonnes d’une matrice 2 x 2 destinées a la ramener
a une matrice diagonale, et dont chaque étape préserve le déterminant :

Uy U1
Uz V2

/
up 0
/
0 v

!/
0 (%)

o
= U Vy.

Comme v/ =u— 2vetv =0v— %, onau =u — Lv et v, = vy, done laire
Vg uf 1 Vo 2 ’
orientée vaut
Uy vy = Uy — ugy.

Ces considérations conduisent a définir le déterminant
det : (R")" = M,(R) - R

comme une forme n-linéaire antisymétrique. On peut montrer que, si on la nor-
malise de facon que

det I, =1,
elle vaut
det(‘rb ) CC'n) = Z 6(0')1’170(1) " Tno(n)-

oeS,

1. Généralisation en dimension quelconque du parallélogramme en dimension n = 2 et du
parallélépipede en dimension 3.
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y

' ' '

FIGURE 16.1 — Le calcul de 'aire orientée de 2 vecteurs dans R? est le méme que
le calcul de leur déterminant.

16.1 Rappel (Signature). Tout permutation o de {1,...,n} se décompose comme
composée de transpositions (i.e. de permutations qui, individuellement, ne font que
permuter deux éléments). Le nombre de transpositions nécessaires n’est pas unique,
mais sa parité l'est. La signature de o est ¢(0) = +1 selon que o se décompose
en un nombre pair ou impair de transpositions. Par exemple, la signature d’une
transposition est —1, tandis que celle d’une bitransposition est +1.

Par exemple,

d i1 Ti12\
et = T11%22 — 2,171 2.
To21 T22

16.a Exercice (Aire d'un triangle). 1. Calculer I'aire orientée du triangle de som-
mets

A=(1,2), B=(33), C=(21).
2. Calculer I'aire (non orientée) du triangle dans R? de sommets
A=(1,2,3), B=(4,44), C=(3,21)

(une solution est d’utiliser le produit vectoriel, mais on essayera plutét de faire un
calcul qui se généralise en dimension quelconque).

16.2 Remarque. La multilinéarité et I’antisymétrie permettent de calculer certains
déterminants. Mais par exemple son caractere intrinseque : det(P~tAP) = det A,
ni a fortiori son caractere multiplicatif : det(AB) = det A det B, n’en découlent
simplement. Ces propriétés découleront de la suite et sont provisoirement admises.

16.b Exercice (Matrices de Gram).
La matrice de Gmm de p vecteurs 1, ..., x, € R" est la matrice p x p des produits
scalaires,

G(xla "'7'Tp) = ((xi’xj))lgi,jgp € MP<R>7

2. Jorgen Pedersen GRAM, danois, n’étudia pas a 1’Université Paris-Dauphine et fut pourtant
mathématicien et actuaire (1850-1916).
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ou (+|-) désigne le produit scalaire standard de R" (question complémentaire :
refaire 'exercice avec un espace euclidien quelconque).

1. Montrer qu'une matrice H € M,(R) est une matrice de Gram si et seulement
si il existe A € M, ,(R) telle que H ="AA.

2. Montrer que la matrice G(z1, ..., z,) et la famille (x4, ..., z,) ont méme rang.

3. Si (fi,..., fp) est une famille libre de R™ et x € R”, montrer que la distance de
x au sous-espace F' = Vect (fi, ..., f,) est

_|detG(z, f1, ..., fp)
d(z, F) = \/ det G(fr, - fo)

4. En déduire que G(z1, ..., x,) est le carré du volume du parallélotope
P(xy,...,xp) = {oqz1 + -+ aprpy, 0 <oy < 1}
engendré par les vecteurs x4, ...,x, € R".

5. En déduire une interprétation géométrique de la formule de Binet—CauchyE :
pour toute matrice A € M, ,(R) (avec p < n),

det("AA) = > det(A;)?,
J€Tn,a

ol Jy, q est 'ensemble des parties a d éléments de {1,...,n} (d étant un entier fixé)
et ou Ag € My(R) est la sous-matrice de A obtenue en ne gardant que les lignes
et les colonnes dont les indices sont dans J. Que dit cette formule pour d =17

6. Question subsidiaire : Montrer la formule de Binet-Cauchy; on pourra com-
mencer par montrer que, si M € M, (R),

=

det(I, + zM) = > Ty(M)a?, Ty(M)= > detM,.

d=1 JETn,a

16.c Exercice (Polynomes de Legendre).
Soient I = [—1,1] et E = L?*(I) lespace des fonctions réelles de carré intégrable
sur I. Le produit scalaire

(o) = | 109000
I
fait de E un espace de Hilbert.

Soit Gy, = ((2"|27)o<i j<n la matrice de Gram des monomes z'. Comme le coefficient
(i,7) de G, ne dépend que de i + j, on le notera 7, ;.

1. Montrer que G,, est définie positive.

Soit (pk)k=o,..» la famille obtenue par orthonormalisation de la famille de monomes
(1,...,z").

2. Montrer que
1

pn(T) = \/ﬁ%(@,

3. Jacques Philippe Marie BINET, mathématicien et astronome frangais (1786-1756)
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ou
Yoo T
gn(z) = det : : et A, =detd,,.
Yn—-1 " TYon-—1
1 ... gn

3. Montrons d’abord qu’il existe ¢, € R tel que p, = ¢,¢,(z). Comme ¢, est de
degré n, il suffit de montrer que

(gu(x)]z) =0 Yi=0,...,n—1.

Or
"}/O o« o e f)/n f}/o P 771
@) = [ det | | 2 et -
I ’Vn—'l e 72n—; Tn—-1 """ Von—1
' " Yoo o Unti

Dans ce dernier determinant, la ligne ¢ et la derniere sont les mémes, donc le
déterminant est nul.

De plus ||p,|' = 1. Or, le coefficient dominant de p,, est ¢, A, ;.

Soit £/ un espace vectoriel réel de dimension finie n.

Soient e = (ey,...,e,) et f = (fi,..., fn) deux bases de E. Les applications de R"
dans E définies par

a: (T, .., xy) — Z vie; et B (Y1, Yn) Z yi fi

1<j<n 1<j<n

sont des isomorphismes. Le diagramme d’isomorphismes suivant définit une ma-
trice carrée ao 37! € M, (R) :

R" = F

—-vi

R?’L

16.3 Définition. Les deux bases ont méme orientation si le déterminant de la
matrice o o 371 : R® — R" a un déterminant > 0.

16.d Exercice. Montrer que le fait de définir une méme orientation est une rela-
tion d’équivalence ; on utilisera la multiplicativité du déterminant.

16.4 Définition. Chacune des deux classes d’équivalences de bases de méme orien-
tation s’appelle une orientation de E.



Autres exercices

16.e Exercice (Exemples de déterminants).
Calculer les déterminants suivants (le dernier étant plus difficile) :

1 Ty - lﬂf_l
Ay = det | =1 )
1 xn - IZ*I Z<]
l+zy oy o T1Yn
T2y 1+ 29ys - Toln
B, = det 2_1 272 . 2. =1l4+zn+ -+ TpUn
Tnl1 TnYa o T+ 2y,
Co = det(PGCD(i, jhr<ijen) = || @lh),

1<k<n

ou ¢ est l'indicatrice d’Euler.
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Chapitre 17

Formes différentielles %

Mots-clefs du chapitre Forme extérieure, produit extérieur, produit vectoriel,
forme différentielle

Un champ de vecteurs sur une surface est une application qui, a chaque point,
associe un vecteur tangent en ce point. Une forme différentielle, par définition,
est un champ d’applications multilinéaires antisymétriques. Pourquoi considérer ce
type d’objet ? Parce que, comme E. Cartan[]1’a découvert, les formes différentielles
jouent un role crucial en géométrie et peuvent, notamment, étre intégrées.

Commencons par 'aspect algébrique linéaire. Soit E un espace vectoriel réel de
dimension n. On connait le dual de E; c’est 'espace vectoriel E* = L(F,R), de
méme dimension n, des formes linéaires sur E. Nous allons considérer d’autres
espaces vectoriels associés a F.

17.1 Définition. Une p-forme extérieure (ou forme extérieure de degré p) a sur
E est une forme £? — R

— p-linéaire, c’est-a-dire linéaire par rapport a chacun de ses p arguments

— et antisymétrique : pour tout permutation o € &,

a(ga(l)a '"750(]3)) = 6(0-)05<£17 wafp)'

On note APE* 'espace des p-formes extérieures sur E (p = 1)@ Conventionnelle-
ment, AYE* = R,

17.2 Ezemple. Le déterminant det : (R™)™ — R est une n-forme extérieure (fi-

gure [[7.T]).

17.8 Exemple. Si v est un vecteur de R3, la 2-forme extérieure (appartenant a
~H(R®)¥)
(& n) — det(v,&,n)

1. Elie CARTAN, géometre francais (1869-1951), auteur de contributions fondamentales en
physique mathématique, en géométrie différentielle et en théorie des groupes. Il fut aussi le pere
d’Henri CARTAN, autre mathématicien francais qui a exercé une influence considérable.

2. Pourquoi cette notation bizarre? On peut plus fondamentalement définir la puissance
extérieure APE de E lui-méme, mais nous ne le ferons pas ici.
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IN\\¢

FIGURE 17.1 — Aire orientée de deux vecteurs

s'interprete, en mécanique des fluides, comme le flux d’un fluide de vitesse v a tra-
vers le parallélogramme engendré par £ et n (figure [7.2]). Exercice : se convaincre
que le mot « flux » n’est pas usurpé.

A
\" ¢

FiGURE 17.2 — Flux d'un fluide a travers un parallélogramme

Les formes extérieures ont un produit naturel, qualifié d’extérieur parce que par
exemple le produit de deux 1-formes est une 2-forme, et non une 1-forme.

17.4 Définition. Le produit extérieur de p formes ay,..., o, de degré 1 est la
p-forme définie par

(&) - ai(ép)
A n gl ) = det (&) = | .
(&) - ap(ép)

17.5 Ezemple. Soient (eq,...,e,) une base de F et (ef,...,e*) la base duale de
E* = L(E,R) (1e e;"(ej) = 61])

— Chaque e} est une 1-forme.

— Chaque e} A e} est une 2-forme, et ef A €f(&1,82) est laire orientée du pa-
rallélogramme engendré par les projections de &; et & dans le plan (e;, €;).

—ef Ao A€l est une n-forme; c’est le déterminant.

17.6 Lemme. Si {eq,...,e,} est une base de E, une base de A\PE* est

{e noone, 1<y <idpg <--- <ip<n}

En particulier, APE* est de dimension <n) e
P p!(n—p)!
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Démonstration. Soit o une p-forme. Pour tout p-uplet (¢4, ...,4,) tel que iy < --- <
iy, nOtONS

Alors
o= Z T A NERRNNCH (17.1)

1<y <-<ip<n

En effet, soit maintenant un p-uplet de vecteurs de base (e;,, ..., e;,) général (pas
forcément ordonné). Si deux des indices sont égaux,

aei,-..,e,) =0
par antisymétrie. Sinon il existe une unique permutation o de {i, ..., %,} telle que
o(iy) < -+ <o(ip).
Par antisymétrie,
aei, ..., e,) = €(0)ag,. i, = Z Qiy..ip€5, A A e;‘p (€irsomrCiy).
1<ji<<jp<n

La décomposition (I7.1]) est unique. O

En particulier, si E est de dimension n, seules les n + 1 premieres puissances
extérieures de E* sont non triviales (en partant de 0) :

-

AVE* =R dim =1
AE*=FE* dim=n

{ ATl dim = n
ATE* dim =1
AMHIE* =0 dim =0

\

Le produit vectoriel de deux vecteurs de R? est le vecteur de R3 notéfl par

x x yz' — zy
ylx |y |=|z2 —a
z Z xy —ya’

Le produit extérieur généralise le produit vectoriel en dimension quelconque. (Mais
la propriété que le produit de deux vecteurs est encore un vecteur, est propre a la
dimension 3.)

3. Parfois on utilise aussi la notation A pour le produit vectoriel, ce que nous éviterons de
faire ici par risque d’ambiguité.
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17.a Exercice (Produit vectoriel).
Dans cet exercice, on identifie R® et son dual grace au produit scalaire euclidien
de R? (via l'isomorphisme R? — (R3)*, £ — (n+— £ -1)).

1. Vérifier que 'application

x 0 —z y
iR A3(R) = A?(R%)*, yl—| 2z 0 -—=x
z -y x 0

est un isomorphisme (on a noté As(R) 'espace des matrices 3 x 3 antisymétriques)
tel que

f(&) - n=Exn.

2. Montrer que le diagramme suivant commute :

R3 x R3 — = R3

] I

(RS)* % (R3)**A> /\Q(Rii)*.

17.7 Définition. Une p-forme différentielle w sur une surface S de R™ est une
application de classe C! qui, & tout point z de S, associe une p-forme extérieure
de TS < R™. On note AP(S) l'espace de ces formes différentielles.

17.8 Notation. La dérivée d’une fonction f : S — R (par opposition a une
application plus générale) en un point x, soit f'(z) € L(T,S,R), se note aussi

df (z).

Notamment, si x : (S,a) — RP est un systéme de coordonnées localesﬂ pour tout
i, dz;(a) (abusivement noté dz;) est une forme linéaire sur 7,9, et {dxy,...,dx,}
est une base de 1,5*.

17.9 Notation. On note 0,,, ..., d,, (ou a—il, s %, ou o, ..., 0,) la base duale de
(dxy, ..., dx,), sur T,S.

(La raison de cette notation provient du fait que 'on peut identifier un vecteur
v e T,S et 'opérateur de dérivation

[ fi(z) v

agissant sur la fonction f : (S,z) — R. Exercice : le montrer.)

17.10 Exemple. Si S = R? et = id, dx; = z; : R — R est la projection sur le
i-ieme facteur, soit la i-ieme forme de la base canonique duale de R?, et d,, est le
i-ieme vecteur de la base canonique de R

4. Cela est en particulier le cas si S = RP et z = id.
5. Un opérateur de dérivation (du premier ordre) est un opérateur R-linéaire agissant sur les
fonctions dérivables et satisfaisant I'identité de Leibnitz D(fg) = (D f)g + f(Dg).
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Par suite, localement au voisinage de a, une p-forme différentielle w a une expres-
sion de la forme

w(z) = Z Wiy .y () dzgy A - A day,

11 <-<ip

ot chaque composante w;, ; est une fonction de classe C'. Rappelons que, si
&1, .., & sont des vecteurs tangents a S en z, chaque §; est de la forme

&= &0,

1<j<d

et
51,1‘1 e fp,h
(JJ(iL’)(fl, '-'7£p) = Z wh,‘..,ip (x) : .

i1<-<ip fl,z’p .. £p,ip
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Chapitre 18

Surfaces III — Orientabilité %

Mots-clefs du chapitre Forme volume, orientabilité

Soit S une surface de R™ de dimension d et x : (S,a) — R? un systeéme de
coordonnées locales. ] Rappelons que, pour tout point a € S, A(T,S) est une
droite vectorielle engendrée par

dri A -+ A dxg.
donc toute forme de degré d de classe C* est du type
fla)dzy A -+ A dxy
ot f:(S,a) — R est une fonction de classe C*.

18.1 Définition. Une forme volume sur S est une d-forme différentielle sur S qui
ne s’annule en aucun point. La surface S est orientable si une forme volume existe
sur S.

18.2 Ezemple (L’espace euclidien). La forme volume standard de R? est
Q=dxy A ANdxy.

(On verra bientot que le volume d'une partie A de R? est I'intégrale, dans un sens

a définir et si elle existe, de Q sur A : Vol(4) = {, Q.)

18.3 Proposition (Orientabilité des hypersurfaces). Soit S une hypersurface de
R™ définie par une équation globale, c¢’est-a-dire qu’il existe une submersion f :
(R",S) — R (définie sur un voisinage de S) telle que S = f~1(0). Alors S est
orientable.

Démonstration. Soit v le champ de vecteurs normaux a S défini par

v(z) = grad f(z).

1. 11 faut bien str ne pas confondre la dimension d de S et 'opérateur d de dérivation des
fonctions.
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FI1GURE 18.1 — Une hypersurface et un champ de vecteurs normaux

Comme f est une submersion, la 1-forme f’(z) ne s’annule pas, donc le vecteur
grad f(x) ne s’annule pas. Ce dernier est normal a S, puisque, pour tout vecteur
tangent £ € TS, par définition du gradient,

(le premier point est le produit scalaire, le second le produit d’'une matrice par un
vecteur). Alors la (d — 1)-forme

ol  est la forme volume de R%*!, est une forme volume sur S. En effet, un point
x de S étant fixé, soit eq, ..., e une base de T,.S. Alors (ey, ..., €4, v(x)) est une base
de R", puisque v(x) n’est pas dans 7,S. Donc i,(,)2 est non nulle. O

On a utilisé la notation suivante.

18.4 Définition. Si w e AP(T,5)* (p-forme sur T,.5) et £ € TS,
iﬁw =W<€,)

est le produit intérieur de w par &.

18.5 Ezemple (La sphere). La sphere ST @ 22 + -+ + 22| = 1 est orientable.

18.6 Proposition. Si une surface S de dimension d est orientable, il existe des
ouverts U; de R™ qui recouvrent S et des systémes de coordonnées locales x; :

UnS — R? tels que les applications de changement de coordonnées x; oxj’l aient
un jacobien > 0.
Démonstration. Admise. n

18.7 Exemple (Ruban de Mé&bius). Le ruban de Mobius n’est pas orientable; la
figure [I83] en est presque une démonstration.
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FIGURE 18.2 — Pour la forme volume induite sur une hypersurface, on mesure les
volume en ajoutant une direction normale a I’hypersurface.

APR¢

Deux orientations opposées

F1GURE 18.3 — Le ruban de Mobius n’est pas orientable : il n’existe pas de choix
d’orientation continu sur tout le ruban.
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Chapitre 19

Intégration %

Mots-clefs du chapitre Image réciproque d’une forme différentielle, intégrale,
forme d’aire

Chaque type d’objet mathématique se transforme par changement de coordonnées
d’une fagon qui lui est propre.

19.1 Exemple (Image direct d'un champ de vecteurs). Soit v : (R,0) — (U, a) un
chemin de classe Ct. L’image directe de v par un difféomorphisme ¢ : U — V
entre deux ouverts de R? est naturellement le chemin

por:(R,0) = (Vp(a).

Soit maintenant X un champ de vecteurs sur U, c¢’est-a-dire une application X :
U — R? de classe C'. L'image directe de X par ¢ est I'unique champ de vecteur
X sur V dont les courbes intégrales soient les oy, ou 7y est une courbe intégrale
de X.[] Autrement dit, si () = X(7(t)), on veut

(o) (t) = (v(t)) - X(v(t)) = (puX) (0 07(t)),

de quoi on déduit la formule suivante (en posant y = ¢(7y(¢))) pour I'image directe

de X :
(X)) = &' (07 () - X(¢ (),

soit
X = (¢ - X)o7t

Considérons maintenant une fonction g : V ouvert < R? — R de classe C''. Soit
w:Uouvert cR" -V cR? 1z y=p)

une application (éventuellement un difféomorphisme, mais ce n’est pas nécessaire
ici), la fonction g “lue dans les coordonnées z” est la fonction goyp (définition [I5.5),

1. Rappelons que v est une courbe intégrale du champ de vecteurs X si a chaque instant ¢
sa vitesse est le vecteur prescrit pas X en ce point : v/ (t) = X (y(t)), c’est-a-dire que ~y est une
solution de I’équation différentielle associée a X.
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qui fait commuter le diagramme suivant :
U

S~

op
R

c’est la fonction qui donne le méme résultat quand on change la fagon de désigner
les éléments a la source de g (x ou y).

Plus généralement, si 5 est une forme différentielle de degré k sur V' (le cas d'une
fonction g correspondant a k& = 0), on lui associe la forme différentielle suivante.

19.2 Définition. L’image réciproque de B par ¢ est la k-forme différentielle sur
U définie par

(@* B (@) (&1, s &) = Blo(2)) (¢ () - &1, () - &)

&2 o) - &

N
T
v
(@N A
R

F1GURE 19.1 — Image réciproque d’'une forme différentielle

C’est 'unique forme telle que, quand ¢ est un difféomorphisme,

(") (x) - Xo = B(e()) - (22 X) (p(2)),
ou . X est 'image directe du champ de vecteurs X (exemple [[9.1]).

Plus explicitement, si

(@*B)(@) = D) Biale@) (dys, o' (@) A+ A (dys, o ¢ (x))

I
i
=
5
2

.
;S
O

>
>

.
AS
I
=

1 <-<ip

autrement dit, I’expression de l'image réciproque d’une forme différentielle s’ob-
tient simplement en exprimant les y; en fonction des z; (et ¢ n’a méme pas besoin
d’étre un difféomorphisme).
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19.3 Ezemple. L’'image réciproque de la forme d’aire 8 = dx A dy sur R? par
'application “coordonnées polaires” ¢ : R* — R?, (r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinf)
est
©*B(r,0) = d(rcosf) A d(rsinh)
(cos@dr — rsinfdf) A (sin@dr + rcosfdb)
= r(cos® 0 + sin® O)dr A df
=rdr A db.

19.a Exercice (Forme surface de R?).

1. Calculer l'expression de la forme surface standard Q = dx A dy de R? en
coordonnées polaires, c’est-a-dire 'image réciproque de €2 par 'application « coor-
données polaires » p : R?* — R? (r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinb).

2. Faire de méme avec la forme volume standard de R? et les coordonnées sphériques.

La remarque fondamentale est la suivante. L intégrale de la fonction g dépend des
systemes de coordonnées choisis. En effet, la formule du changement de variable
démontrée dans le cours d’intégration est :

L 9(y) dyy - - dya = JU 9(p(x)) [det ' (z)| dzy - - - dq.

Autrement dit, si 'on veut calculer 'intégrale de g dans les coordonnées z, il ne
suffit pas d’intégrer la fonction ¢ lue dans les coordonnées z, c¢’est-a-dire d’intégrer
(g o p)(x); il faut multiplier cette derniere par la valeur absolue du déterminant
jacobien du changement de variables. Mais comme, sur une surface, il n’existe
aucun systeme de coordonnées locales privilégié, on ne sait tout simplement pas
d’ou partir pour intégrer f.

Il en est de méme pour les formes de tout degré de 0 a d — 1, mais, en degré
maximal d, un miracle se produit! Soit 3 une d-forme sur V < R%, i.e.

By) =g(y)dys A -+ A dyg

ol g : V — R est une fonction de classe C'.

19.4 Lemme. L tmage réciproque de 3 par ¢ est
(¥*B)(x) = (go¢)(z) (det ¢ (x)) dzy A -+ A daa. (19.1)
Démonstration. L'image réciproque vaut

(*B) () = (gop)(x)dpi(x) A~ A dpa()
= (go¢)(z) (2 % p1(z dxn) ( a:vz e1(z )dxid>
Z a3521 901 -0

11 yeeeyt

i, (@) dzgy A A d,.
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Dans la majorité des cas, a savoir des que l'application (1,2, ...,d) — (i1, ...,1q)
n’est pas bijective, le terme en

dl‘il AN Adl‘id

est nul (parce qu’au moins deux facteurs sont identiques). Les seuls termes ayant
une contribution non nulle sont donc ceux pour lesquels 'application o : (1,2, ...,d) —
(11, ...,14) est une permutation, de sorte que

(¢*B)(x) = (90 9)(@) D} Qupor(2) -+ Orpupale) dviy A -+ A day,

O'EGd
= (9o ¢)(z) (Z €(0) Ozpypr(z) - - (%gdsé?d(w)) dzy A oo A dag,
ceGy
d’ou la formule voulue. O

L’apparition du déterminant jacobien de ¢ dans la formule (I9.1]) est précisément
le facteur qu’il faut pour rendre intrinseque l'intégrale d’une d-forme, définie de la
facon suivante.

19.5 Définition. L’intégrale d'une d-forme différentielle

Bly) =g)dys A --- A dyq

définie sur un ouvert V de R? est

JV 8= Lg(y) dyy - - - dya,

ou le membre de droite est I'intégrale de la fonction g (g étant supposée de classe
C1, ses intégrales de Riemann et de Lebesgue coincident).

L’équation (I9.I) montre que cette définition ne change pas si 'on change de
coordonnées en préservant 1’orientation :

[ fos

Sur une surface orientée de dimension d, on se ramene bien sir localement a un
ouvert de R? en choisissant des coordonnées (le résultat ne dépendant pas des
coordonnées choisies).

19.6 Exemple (Aire d'un paraboloide). Soit S le graphe de la fonction
Fr-L1P =R, (2,y) = 2 + ¢
Comme I’équation du graphe s’écrit

F(I,y,Z):Z—I2—y2=0,
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le champ de vecteurs normaux sur S (orienté, disons, vers le haut) est

—2z
dF 1
v:S — RS, (x,y, Z) . gra (fE,y,Z) _ 9y

| grad F'(z,y, 2)]| 1+42? +4y% \ 4

Donc la forme d’aire sur S est

o =1, (dr Ady A dz)

1
= (—2xdy A dz + 2ydz A dz + dz A dy)

1+ 4x? + 4y?
=/1+422 +d2de Ady (2 =2 +9°).

Donc l'aire de S vaut
aire(S)zf UZJ 1+ 422 + 4y? dx dy,
s [~1,1]2

intégrale qui, a défaut de se calculer rigoureusement, peut étre évaluée numéri-
quement.

19.7 Exemple (Aire du disque D?). L’aire du disque D? = {(z,y) € R?, 2% +1? < 1}
est l'intégrale sur D? de la forme d’aire dz A dy de R?, soit

aire (D?) = J dx A dy
D2

= J dx dy
D2

=4 J dz dy
Ri2nD2\[0,1]

(par soustraction d’une partie de mesure nulle)

= 4J rdrdf (passage en polaires)
10,1[x]0,7/2[

= .

19.8 Ezemple (Longueur du cercle S'). La longueur est l'intégrale sur S* de la
« forme longueur » induite par la forme d’aire standard Q = dz A dy de R? sur
S!, soit w = 1,8 si v est le vecteur normal unitaire (disons sortant) du cercle, soit
encore

w=zdy —ydx.

En coordonnées polaires, w a pour expression

w = cosfd(sinf) — sinfd(cos ) = db.

Remarquons qu’au voisinage de tout point du cercle une détermination de 6 est
une coordonnée locale, mais que 6 n’est pas une coordonnée globale. En coupant
le cercle au moins en deux, on se convaincra (malgré ceci) que l'intégrale de w vaut

longueur (S') = J w = 27.
St
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19.9 Ezemple (Aire de la sphere S?). On se convaincra que l'aire du méridien
S?2n{y = 0} est nulle. Donc l'aire de la sphere est intégrale sur S?\({+p}u{y = 0})
de la forme d’aire

iy(de A dy A dz).

Notons (1, 0, ) les coordonnées sphériques (voir la figure [[5.1]). Celles-ci redressent
la sphere et les angles 6 et ¢ forment un systeme de coordonnées globales sur
'hémisphere S? N {y > 0}. Or v = 0, et dz A dy A dz = r*sin@dr A df A dp, donc

i,(dx A dy A dz) = r*sinfdf A de,

de sorte que

aire (§?) = QJ sinfdf d¢ = 4m.
10,7[x]0,7[

Plus généralement, la sphere de rayon R a pour aire 47 R2.

19.b Exercice (Revétements).
Une application f : S — T entre deux surfaces orientables est un revétement de
degré k si
— f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de S
— tout point de T" possede exactement k antécédents par f.
1. Donner des exemples de revetements de degré 2 et infini.

2. Montrer que, si 3 est une forme différentielle de degré maximal sur T,

L 8= k:Lﬁ.



Chapitre 20

Formule de Stokes %

Mots-clefs du chapitre Surface a coins, bord, orientation, dérivation extérieure,
gradient, rotationel, divergence

Nous démontrons ici la formule de Stokes(] [20.0)), d’ailleurs plutot vue ici comme
une définition de l'opérateur de dérivation extérieure des formes différentielles,
et qui peut légitimement passer pour la plus importante formule de l’analyse
mathématique.

20.1 Définition. Une surface a coins de dimension d de R™ est une partie S de
R™ telle que, pour tout a € ., il existe un difféomorphisme

a: (R a) - (RT)? x (RT)"¢
tel que, localement au voisinage de 0,
(7,9) € a(S) <y =0.
Comme pour les surfaces sans coin, le difféfomorphisme « est un redressement local

de S (voir la figure [1.1]), U'entier d est la dimension de S, et 'entier n — d est sa
codimension.

Le bord de (R, )* est
IR = {re (R, iz =0}

Les redressements locaux permettent de transposer immédiatement cette définition
aux surfaces a coins.

20.2 Définition. La bord de S est 'ensemble des points de S appartement a un
ensemble

a (A(R)")

ot a: (R",a) — (RT)? x (R*)""¢ est un redressement local de S.

1. George Gabriel STOKES, mathématicien britannique (1819-1903), célebre pour ses travaux
notamment en mécanique des fluide et en optique
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F1GURE 20.1 — Surface a coin, avec plusieurs systemes de coordonnées locales

20.a Exercice (Bord).
1. Montrer que le bord S de S est une surface de R"™ de dimension d — 1.

2. En déduire que, si S est orientée, il en est de méme de 0S.

20.3 Théoreme. Pour toute surface a coins S de dimension n, il existe un unique
opérateur d = dg : N*(S) — A*(S) (k= 0,...,n), appelé la dérivation extérieure,
tel que

1. d est naturel vis-a-vis des images Téciproques :
©* odg = dpop*

pour toute application ¢ :'T' — S entre surfaces ;

2. pour toute (n — 1)-forme a sur S
J da = f a. (20.1)
S as

d(fdxiy A - ~ndxy ) =df Adzy A~ Aday,. (20.2)

De plus, pour toute fonction f,

Idée de démonstration. Unicité. Comme d est naturelle vis-a-vis des images réci-
proques (ce qui rend cet opérateur insensible aux changements de coordonnées), en
prenant des coordonnées locales on peut supposer que S est un ouvert de R%. On
applique la formule ([20.T)) sur des cubes C, = [0, €]?, et 'on trouve la formule (20.2)).

Pour lexistence, il faut montrer que la formule (20.]) est vérifiée non seulement
quand S est (a de petits bouts de cubes pres, au bord) un cube mais pour une
surface a coins orientable quelconque. Ceci se fait en découpant une telle surface
S en petits cubes d-dimensionnels, dont on fait tendre la dimension vers 0 (pour
faire tendre les erreurs vers 0).

On trouvera les détails par exemple dans 'excellent livre de F. Pham [Pha92]. O
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20.b Exercice.
1. Montrer que, pour toute k-forme différentielle o, d>a = 0 (on pourra utiliser le
lemme de Schwarz).

2. En déduire que, pour toute surface & bord orientable S, 025 = 0.

20.4 Ezemple (R3). Dans l'espace R? euclidien, on peut transcrire les opérateurs
de dérivation extérieure, pour les différents degrés, en termes d’opérateurs agissant
sur les champs de vecteurs, c’est-a-dire des applications R®> — R3 de classe C*.
Notons x(R?) l'espace de ces champs de vecteurs.

On définit préalablement deux isomorphismes R-linéaires
f: AYR?) — x(R?) et «:A*R?) — AY(R?)

par les formules suivantes :
(

1
fdr =0, = |0
0
0 #(dy A dz) = dx
{idy=0,= 1|1 et #(dz A dr) = dy
0 #(dx A dy) = dz.
0
fdz2=0,=10
1

\
(On peut donner une définition intrinseque de ces opérateurs, en termes unique-
ment du produit scalaire euclidien.) Alors les opérateurs gradient, rotationel et
divergence sont définis par le diagramme suivant :

AO(RY) L AL(RY) —- A2(R?) —1 A3(RY)
P
F(R?) 22 y(R?) o x (R?) —2- F(R).
Du fait que d?0 découle immédiatement que le rotationel d'un gradient ou la di-

vergence d'un rotationel sont nuls.
20.c Exercice (Formule de Cauchy).
Soit f une fonction complexe définie sur un voisinage de D = D(0,1), de classe
ct.
1. Montrer que, pour tout ( € D,
of/oz
21 f(C) = ﬁdmtf (OF1O2E) 4. gz
D

op 2 — G

z—=¢
2. En déduire que, si f est holomorphe,

anfic) = [ La

op 2 —C

donc développable en série entiere.



116 CHAPITRE 20. FORMULE DE STOKES %



Chapitre 21

Dérivées d’ordre supérieur

Mots-clefs du chapitre Classe C¥, hessienne, formule de Taylor, applications
tangentes

Soit f : U ouvert < R™ — RP.

21.1 Définition. L’application f est de classe C* (k € N,) si f est différentiable
sur Uetsi f/: U — L(R",RP) = R™ est elle-méme de classe C¥~1; par récurrence,
on définit alors f*) = (f* =Y L’application est de classe C® si elle est de classe
C* sur U pour tout k.

21.2 Ezemple (k = 2). La hessienne de f en x est
f"(x) e LR™, L(R",R?)) = Ly(R",RP),

Lo(R™, RP) désignant 'espace des applications bilinéaires de R™ x R™ dans RP. (Si
p = 1, la hessienne est une matrice.) En dérivant

flla)-&= D (0, @)

1<j<n

par rapport a x, on voit que

Fl@) - (Em) = > (,0a, ))&k

1<j,k<n

si 'on donne deux fois le méme argument & a f’(x), on note
fx) - € = f'(x) - (&)

Plus généralement, f*) peut étre vue comme une application k-linéaire (R")* —
RP.

21.3 Lemme (Schwarz). Si f : (R",a) — RP est de classe C?, la hessienne de f
est symétrique : pour tous i, j,

OuiCa, [ = On,0n. [
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Comme c’est un résultat démontré dans les cours antérieurs, nous en donnons ici
une démonstration plus sophistiquée (et plus élégante ?), qui utilise la formule de
Stokes.

Démonstration. Comme on ne dérive pas dans les autres directions que celles de
x; et x;, on peut supposer que n =2, ¢ =1 et j = 2, le cas général s’en déduisant
directement. Soit D = [0, €]?, muni de l'orientation habituelle du plan. Son bord

est
0D =01+ Uy + U3+ Uy,

union de quatre segments de droites, orientés comme sur la figure 2I.Il Le bord
de son bord est

*D =0y +ly+l3+0)=(B-—A)+(C-B)+(D-0C)+(A-D)=¢

(c’est un fait fondamental que le bord du bord d’un domaine, en général, est vide).

D by C
@ -t L ]
0 Y D b oo,
[ 4 - L ]
A 0 B

FIGURE 21.1 — Le carré D, son bord et le bord de son bord

Donc la formule de Stokes (appliquée deux fois de suite) montre que

OZL?Df: aDdf:JDCFf

Comme cela est vrai pour tout € > 0 assez petit, d*f = 0. Or,
df = 0. f dx + 0, f dy,

donc
0 =d*f(0,0) = (0,0,£(0,0) — 3,0.£(0,0)) dx A dy.
O

21.4 Proposition (Formule de Taylor d’ordre k). Si f : (R",z) — RP est de
classe C**1 pour tout £ € R™ assez petit,

/ 1 k k ' k+1 (1_t)k k+1
Ja+8) = f(@)+ ' (@) &+ 4 fO @)+ | S5V (@ +18) dt ) -5,
K 0 Kl
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Démonstration. Des intégrations par parties successives montrent que

1

fla+€) =f<a:>+f (x + t6) dt

o at!
(formule fondamentale du calcul différentiel, cf. rappel [L3))

— s+ ([ Feriea) -

(formule voulue a 'ordre zéro)

@)~ (1= O (@ + )] € + ( j (- 0" + 0) dt) ye

s+ £ ([a-0rarga) ¢

(formule voulue au premier ordre)

d’ou la formule. ]

21.5 Remarque. f%®)(z)-&* est la dérivée directionnelle k-ieme de f dans la direction
de £. Donc, pour expliciter ce terme, il suffit d’appliquer k fois I'opérateur &,0,, +
e + gnaitn *

21.a Exercice (Cas particuliers de la formule de Taylor).
Ecrire la formule de Taylor a I'ordre trois pour une fonction de deux variables, en
fonction des dérivées partielles de la fonction.

21.b Exercice (Tangence d’ordre k).
Deux applications f : (R",a) — (RP,b) et g : (R",a) — (RP,b) sont tangentes
d’ordre k ou k-tangentes, ce qu’on note f ~j g, si

(f = 9)(a+€) =o(lg]").

1. Montrer que la k-tangence est une relation d’équivalence.

2. Montrer que f est continue en x si et seulement si f et z — b sont O-tangentes,
et que f est dérivable en x avec pour dérivée f’(x) si et seulement si f et x —
b+ f'(x)- (z —a) sont 1-tangentes.

3. Montrer que, si ¢ : (R",da’) — (R",a) est un difffomorphisme local de classe

Ck, f ~ g (en a) si et seulement si fop ~, go (en d').

21.c Exercice (Eclatement d’une singularité).
Soit f : (R?,0) — (R,0) une fonction locale de classe C* dont 0 soit un point
critique non dégénéré d’indice 1 :

f(z,y) = zy + Os.

Montrer que, localement, ’ensemble ¥y = f~1(0) de niveau critique de f est
I'union de deux courbes transverses, dont chacune est tangente a 1'un des axes de
coordonnées.
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Chapitre 22

Forme normale d’une forme
quadratique

Mots-clefs du chapitre Orthogonalité, groupe orthogonal, diagonalisation, forme
normale, index

Soit b une forme bilinéaire symétrique (éventuellement dégénérée) sur un K-espace
vectoriel E (K =R ou C) :

b(z,y) = b(y,z) (Vz,y).
On dit que = et y sont b-orthogonauz si b(z,y) = 0.

22.1 Définition. La forme quadratique associée a b est la fonction

q: E—->K, - q)=>bx,xz).

La forme ¢ détermine b, comme le montre la formule de restitution

b(z,y) = 1(61(93 +y) —q(z) —q(y))

2
(cette formule s’appelle aussi la formule du parallélogramme, parce qu’elle resti-
tue la valeur b(x,y) en fonction de la valeur de b aux autres sommets du pa-
rallélogramme engendré par x et y).

22.a Exercice (Forme quadratique abstraite).
Montrer que, si une fonction ¢ : £ — K est une forme quadratique “abstraite”, au
sens oll ¢ est homogene de degré 2 : q(A\z) = A\?q(z) (z € E, A € K) et Papplication

b B =K, by(ey) = lale+ ) — (o) — )

est bilinéaire, alors ¢ est la forme quadratique associée a b, et que donc l’esace
des formes quadratiques s’identifie a celui des formes bilinéaires symétriques.

1. 11 est essentiel ici que la caractéristique du corps K ne soit pas 2.
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22.b Exercice. La fonction ¢ : R? —» R, (z,y) — +/2* + y* est-elle une forme
quadratique ?

22.2 Définition. Le groupe orthogonal O(q) est 'ensemble des automorphismes
a de E qui préservent q : q(a(z)) = q(x) pour tout . Si B est la matrice de b dans
une base, et A celle de a, A préserve B si et seulement si

'ABA = B.

22.3 Théoréme (Diagonalisation des formes bilinéaires symétriques). Soit b une
forme bilinéaire symétrique. Il existe une base de E formée de vecteurs deux a deux
b-orthogonauz.

Démonstration. Si b= 0, n’'importe quelle base de E convient. Sinon, il existe un
vecteur e; tel que b(ej,e;) # 0. Soit alors E; = ef. Comme E; est le noyau de
la forme linéaire non nulle b(ey,-), dim E; = n — 1. De plus, e; ¢ E;. Donc E =
Ke; @ FE;. Le théoreme s’en déduit par récurrence, en répétant le raisonnement. [J

22.4 Corollaire (Forme normale des formes quadratiques réelles). Si g est une
forme quadratique sur un espace vectoriel réel de dimension n, il existe des entiers
7 et k, et une base q-orthonormée dans laquelle q est la forme quadratique sur R™

2 2 2 2

Les entiers j et k sont des invariants.

Démonstration. Dans la démonstration précédente, il suffit de remplacer e; par
el = e1/+/]q(e1)| (de sorte que g(e}) = £1) et ainsi de suite.

Le fait que la signature ne dépend pas de la base choisie provient du fait que j est
la dimension du plus grand sous-espace sur lequel b est définie négative. De méme,
k est la dimension du plus grand sous-espace sur lequel b est définie positive. [

22.5 Définition. La paire (j,k) est la signature, 'entier j (soit le nombre de carrés
négatifs) est I'indice, et 'entier r = j + k est le rang. Une forme quadratique réelle
est

— positive si j =0

— négative si k =0

— non-dégénérée sir =n

— définie si j ou k = n (donc non-dégénérée).

22.c Exercice (Tracé d'une conique).
Tracer la courbe conique d’équation 322 — 2zy + 3y% = 1.

Démonstration. Soit Q) = <_31

équation 'XQX =1, X = (x,y).

o) =2(0) = o)+ (4)

_31>. Considérons donc la courbe C' a pour

On voit que
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Ces deux vecteurs forment une base orthogonale. En les normalisant on obtient
une base orthonormale (eq, e3), avec

5 ()

Soit P = (b, bg), vue comme une matrice de passage. Comme P est un opérateur
orthogonal,

_ : 2 0
D:=PQP = PQP:<O 4).

En posant X’ = P71X | on voit que 'équation de C" = P~1(C) est ' X'DX’ = 1.
Si 'on note X' = (2/,¢'), I'équation est, plus explicitement,

20" + 4y = 1.

C’est une ellipse dont les axes de symétrie sont les axes Ox’ et Oy, et de demi
grands axes 1/4/2 et 1/2. La courbe C est I'image de cette ellipse par P, elle est
donc encore une ellipse de demi grands axes 1/4/2 et 1/2. O

22.d Exercice (Etude d’un point critique).
Déterminer la nature du point critique 0 pour la fonction f(z,y) = 3% —2zy + 3y>.

Démonstration. Premiere solution : D’apres l'exercice BZ.d, f o P(2/,y) = 22/* +
4y, donc lorigine est un minimum strict de f.

Deuxieme solution : en complétant le premier carré, on voit que

o= (VB L) 5y

donc l'origine est un minimum strict de f. O

22.6 Lemme (Réduction lisse). Quelle que soit la matrice symétrique inversible
Hy, il existe une application P : (S,(R), Hy) — (M,(R),I) de classe C* telle que,

pour toute matrice symétrique H proche de Hy,
H ="P(H)HyP(H).
Démonstration. 1l s’agit de trouver un inverse a droite de 'application
h:(M,(R),I) — (S,(R), Hy), P~ "PH,P.
L’application h est polynomiale, donc C'*. Sa dérivée en 'identité est
h'(I): M — HoM + "M H,,

donc est surjective (si S est une matrice symétrique donnée, il suffit de poser

M = LH'S pour avoir S = h'(I) - M). Donc h est une submersion. D’apres le

théoreme de submersion, h possede un inverse a droite local, qui est ’application
P recherchée. O
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22.e Exercice (Forme quadratique complexe).

Montrer que, si ¢ est une forme quadratique sur un espace vectoriel complexe
de dimension finie, il existe une base g-orthonormée dans laquelle ¢ est la forme
quadratique sur C"

r est le rang, qui est un invariant.

En termes de forme bilinéaire, ce qui précede se reformule de la facon suivante.

22.7 Corollaire (Forme normale d’une forme bilinéaire symétrique). Si K = R,
il existe une base dans laquelle la matrice de b est de la forme

—I

Si K = C, il existe une base dans laquelle la matrice de b est de la forme I,.

Les formes bilinéaires symétriques non dégénérées (r = n) et les groupes d’auto-
morphismes associés O(q) portent des noms particuliers selon les cas :

— Si K = R, b s’appelle un produit scalaire pseudo-euclidien ou lorentzien. La
forme quadratique pseudo-euclidienne standard d’indice j est

(@) = =2t =
et le groupe orthogonal correspondant O(q) se note Oj .
— Si de plus b est positive (j = 0), b s’appelle un produit scalaire euclidien.
La forme quadratique euclidienne standard sur R" est
qz) =27+ +ay
et le groupe associé se note O(q) = O,,.
— Si K = C, b s’appelle un produit scalaire euclidien compleze. La forme
quadratique euclidienne complexe standard sur C™ est

(attention : elle n’est pas a valeurs réelles; le véritable analogue complexe
d’un produit scalaire euclidien n’est pas bilinéaire mais sesquilinéaire, et
I'on parle alors de forme hermitienne) et O(q) se note alors O,,(C).

22.f Exercice (Spectre d'un opérateur isométrique).

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur K = R ou C, et ¢ € L(E) un
opérateur préservant une forme bilinéaire non dégénérée (ce qui s’appelle un produit
scalaire.). Montrer que ¢ est inversible et semblable a son inverse. Indication :
on pourra utiliser la forme normale de Frobenius.

2. Par exemple, un produit scalaire antisymétrique s’appelle un produit scalaire symplectique



Chapitre 23

Fonctions de Morse

Mots-clefs du chapitre Point critique non dégénéré, forme normale

Soit f : (R",a) — R une fonction de classe C3. Si f’(a) est non nulle (donc
de rang 1), le théoreme de submersion affirme que f est équivalente a sa partie
linéaire (une projection de R™ sur R). Si f’(a) = 0, il n’en est rien en général,
comme le montre 'exemple de la fonction f(x) = z? au voisinage de 0 dans R
(dont la partie linéaire en 0 est nulle, et a laquelle f n’est donc pas équivalente).
Si toutefois la partie quadratique f”(a) est non-dégénérée, f lui est équivalente;
c’est 'objet du lemme de Morse, exposé ci-dessous. Si ’on continue dans la hausse
du niveau de dégénérescence, le théoreme des jets suffisants donne une condition
de non-dégénérescence suffisante pour que f soit équivalente a son polynome de
Taylor d’un ordre assez élevé. C’est le début de la théorie des singularités.

23.1 Définition. Le point a est critique si f’'(a) n’est pas de rang maximal, i.e.,
ici, f'(a) = 0.

23.2 Lemme. Si a est un point critique de f, f"(a) définit une forme bilinéaire
sur R™ qui est indépendante des coordonnées choisies, dans le sens ou, si @ :
(R",a) — (R™, a) est un C*-difféomorphisme local,

(fo©)'(a)(§,€) = f"(a) - (¢'(a) - & ¥'(a) - £).

Démonstration. Cela résulte directement de la formule de dérivation des fonctions
composées : (foyp) = fop-¢ donc

(fop) =flop (¢, @)+ fop-¢"
d’ot, si a est critique, la formule voulue. O
23.3 Définition. Si a est un point critique, la hessienne de f en a est la forme
bilinéaire f”(a). Le point a est alors non-dégénéré si f”(a) est non-dégénérée,

comme forme bilinéaire (c’est-a-dire par exemple si le déterminant de sa matrice,
dans une base quelconque, est non nul).
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23.4 Lemme (de Morse). Si a est un point critique non-dégénéré de f, il existe
un difféeomorphisme local ¢ : (R", a) — (R", a) tel que

1
(fop)(u) = fla) + 5f"(a) - (u—a)’
et v est tangent a l'identité : ¢'(a) = 1.

Dans le chapitre22] on a vu que, puisque d’apres I'hypothese de non-dégénérescence
le rang est maximal, égal a n, il existe un entier j tels que la forme quadratique
f"(a) soit, dans une base convenable,

2

2 2 2 _t

-I; 0

0 I
conclusion du lemme de Morse s’exprime par 1” une quelconque des trois équivalences
suivantes :

avec Jjn_p = ) ; on dit que f”(a) lui est ainsi équivalente. Donc la

Flr) ~ FO)+ 550) - (=) ~ "0 Ty

Dans le cas n = 2, il existe trois uniques formes normales possibles, représentées

figure 2311

Lignes de niveau

Forme normale 22 + 9% ou —a? — o2 2% —y
Signature (2,0) ou (0,2) (1,1)

FIGURE 23.1 — Les trois formes normales possibles en dimension 2, avec le dessin
de leurs lignes de niveau et leur signature.

Démonstration. Quitte a remplacer f par & — f(a + &) — f(a), on peut supposer
que f: (R™ 0) — (R,0). La formule de Taylor a I'ordre 1 s’écrit

f@) =tz Hz) -z, H(x):L(l—t)f”(tx)dteMm(R).

1. La conclusion du lemme de Morse reste vraie si f est seulement de classe C?, ce que nous
ne démontrerons pas ici.



127

L’application H ainsi définie est de classe C*, puisque f est supposée de classe
C3. On voit de plus que H(0) = 1”(0), donc que H(0) est symétrique et non
dégénérée.
D’apres 'exercice 22.6] il existe une application P : (S,(R), H(0)) — (M,(R),I)
de classe C® telle que, localement, *P(H)H(0)P(H) = H. On a
flz) ="(P(H(x)) - x)- H(0) - (P(H(z)) - ).
L’application ¢ : (R",0) ©,  — y = P(H(z)) - x est un difféomorphisme, puisque
sa dérivée 1'(0) = P(H(0)) = I est inversible. Il ne reste qu’a poser ¢ = 1! pour
avoir la formule voulue, a savoir
1
fowely) ="y-H(0)-y=35"y-f0) v

Enfin on voit que

23.a Exercice.
Tracer, au voisinage de 'origine, I’ensemble d’équation

22—y 4+ 22 2 = 0.
Préciser les tangentes au point double et la position de la courbe par rapport aux
tangentes.

23.5 Corollaire. Un point critique non dégénéré a de f est un minimum local si
et seulement si la forme quadratique f”(a) est positive.

23.b Exercice (Distance a une hypersurface).

Soient ¢ : (R™,t) — (R"*! @) une immersion de classe C®, et 0 : (R™,t) — R"*!
une application C* telle que, pour tout u, f(u) soit un vecteur unitaire orthogonal
a Im ¢ (u).

1. Montrer que Papplication F : (R" x R, (£,0)) — R"™', (u,v) — ¢(u) + vh(u)
est un difféomorphisme local.

2. Montrer que la fonction v(z) = pry o F~!(z) satisfait 1'équation eikonale

[/ (@) = (05,0)* + -+ + (30,1 v)" = 1.

3. Soit de plus z est un point fixé de R**!. On suppose que t est un point critique
de la fonction

Soient ()1 et o les deux formes quadratiques sur R™ définies par
Q1) = &' () - 7|* et QaAr) = (¢"(t) - 7°) - O().
Montrer que z — a et 6(t) sont colinéaires, et qu'il existe un réel « tel que
flt+7) = f(t) = Qi(r) — aQa2(71) + of|7[*).

En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres de Q' Qs
et sur o pour que t soit un minimum local strict de f.
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23.c Exercice % (Théoreme des jets suffisants).
Soient f : (R",0) — R une fonction et » > 1 un entier satisfaisant la propriété
suivante :

Quelle que soit la fonction ¢ : (R",0) — R telle que p(z) = o(|z|"), il

existe un champ de vecteurs £ : (R",0) — R” tel que ¢(z) = Df(zx) -

§(x) et [E(x)] = off«])-
On veut montrer que toute fonction g : (R”,0) — R telle que g(x)— f(z) = o(||z]"),
g est équivalente a f :

Il existe un difféomorphisme local 6 : (R™,0) — (R",0) tel que gof# = f;

en particulier, f est équivalente a son polynome de Taylor d’ordre 7.
Remarques :

1. Le théoreme d’inversion locale pour les fonctions (qui est évident) se déduit
de ce théoreme dans le cas 7 = 1. En effet, supposons que f : (R,0) — R est
une fonction telle que f’(0) # 0. Par continuité, f'(x) # 0 si x est proche de
0. Donc 'hypothese du théoreme est satisfaite avec &(x) = p(x)/f'(x). La
conclusion appliquée a la partie affine g(z) = f(0) + f'(0)z de f affirme que
f est linéarisable (affinisable, devrait-on dire) : il existe un difféomorphisme
local 6 : (R,0) — (R,0) tel que

fot7(y) = f(0) + [ (0)y,

(e (74)-

donc f est un difféomorphisme local.

donc tel que

2. Le lemme de Morse se déduit du cas r = 2 de ce théoréme.ﬁ En effet,
supposons que f : (R,0) — R est une fonction dont l'origine dans R" soit
un point critique (D f(0) = 0) non dégénéré (D?f(0) inversible). D’apres la
formule de Taylor, il existe une application F' localement a valeurs dans les
formes bilinéaires symétriques non dégénérées telles que

f(@) = f(0) + F(x) - 2* = f(0) + ZFi,j(:c) il

et telle que F(0) = D?f(0)/2. La différentielle de f satisfait

Df(z)-& = 2F(x)-(z, &)+ DF(z)-(2%,€), DF(x)-(2%¢) = Z z;2; DF; (7)€

i7j7k

Soit ¢ : (R",0) — 0 une fonction nulle & l'ordre 2. D’apres la formule
de Taylor, de méme on a p(z) = ®(x) - 3. Pour vérifier 'hypothese du

2. Le cas r = 2 est parfois appelé « lemme M? < M27 », parce que 'hypothese revient a
supposer que le carré de 'idéal maximal M de I’anneau des germes de fonctions en 0 est inclus
dans le produit de M? par I'idéal jacobien J de f, idéal engendré par les dérivées partielles de

f.
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théoréme, il faut trouver un champ de vecteurs ¢ : z — &(x) = £(2) -
s’annulant au premier ordre tel que D f(x)-&(x) = ¢(x), ¢’est-a-dire tel que

(2F(z) -z + DF(z) - 2%) - {(z) - v = ®(z) - 2°.

Or
2F(x) + DF(z) -2 = D*f(0) + O(|z|)

est inversible si = est suffisamment proche de 0. Donc £(x) existe bien au
voisinage de 0 et s’annule au premier ordre. Le théoreme appliqué a la partie
quadratique

9() = f(0) + F(0) - 2°

de f qu’il existe un difféomorphisme local 6 tel que

fot7(y) = f(0) + F(0) - y*.

En composant encore a droite par un isomorphisme z — y = Az qui mette
la forme bilinéaire F'(0) sous la forme canonique

F0) (A2)> == (3 + .+ 20) + (2pp1 + o+ 22)
ou k est 'indice de F'(0), on obtient I'expression voulue :
fo(@ ' oA)z)=—(s{+..+20) + (zop1 + -+ 20).

3. Quand r > 3, le théoreme généralise le lemme de Morse a des cas ou la
hessienne n’est pas inversible. La condition de non dégénérescence implique
le développement limité (ou jet) de f & un ordre supérieur r. Le résultat est
que f est équivalente a son développement limité (ou jet) d’ordre r : le jet
d’ordre fini r de f est suffisant pour déterminer la classe d’équivalence de f
sous l'action du groupe des difféomorphismes locaux. C’est un fait remar-
quable que I'étude des fonctions C'® qui tombent dans le champ d’appli-
cation du théoreme soit ramenée, modulo un changement de coordonnées
a la source, a 'étude de polynomes. (Mais, comme le montre la fonction
e~'/* dont la série de Taylor est nulle, il n’existe pas toujours un entier r
permettant cette réduction.)

23.d Exercice * (B-A-BA de théorie de Morsefd).

1. Soient S une surface de R" et f : S — R une fonction. Soient a < b tels
que 'ensemble f~*([a, b]) soit compact et ne contienne aucun point critique de f.
Montrer que f~!(] — o0, a]) et f~1(] — 0,b]) sont difféomorphes [Mil63, Chap. 1,
section 3].

2. Dessiner les courbes de niveau de la fonction

f:R* >R, (x,9)+— —cosz+y%

3. Harold Calvin Marston MORSE, mathématicien américain (1892-1977), spécialiste de calcul
des variations et 'un des fondateurs de la topologie différentielle.
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on pourra chercher les points critiques de f, utiliser le lemme de Morse pour
déterminer les deux niveaux de f au voisinage de ces points critiques, puis utiliser
la question précédente pour interpoler entre les niveaux critiques. (Cette fonction
s'interprete en Mécanique comme 1'énergie d’'un pendule pesant, ou x est ’angle
du pendule avec la verticale et y la vitesse angulaire.)

La théorie de Morse décrit comment les sous-niveau de f sont modifiés au travers
d’une valeur critique, mais cela dépasse le cadre du cours.



Chapitre 24

Convexité

Mots-clefs du chapitre Enveloppe convexe, centre de masse d’une mesure

Soit E/ un espace vectoriel réel.

24.1 Définition. Une partie X < E est conveze si, pour tous z,y € X, le segment
[z.y] ={(1 —t)z +ty, 0 <t <1}

est inclus dans X. Elle est strictement convexe si de plus, pour tous x,y € 0X =
X — X, le segment ouvert |z, y[ ne rencontre pas 0.X.

Convexe implique connexe par arc, mais pas le contraire.

FIGURE 24.1 — Une partie connexe par arcs de R?, non convexe

24.2 Proposition. 1) L’intersection de toute famille de parties convezes de E est
convexe.

2) L’image d’un convexe par une fonction affine est conveze.
3) L’image réciproque d’un conveze par une fonction affine est convere.

4) Le produit d’une famille quelconque de parties non vides est convexe si et seule-
ment si chaque partie est convexe.

Démonstration. 1) Immédiat.

2) Cela découle du fait que I'image de [z, '] par une fonction affine f est le segment

[f (), f(2)].
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3) [z.2] = fH([f (), f()]).

4) Si A =[], A; est convexe, pour tout i A; est la projection de A par la i-ieme
projection, qui est affine, donc A; est convexe. Réciproquement, si A; est convexe
pour tout i, [, A; = nipr; ' (A;) est convexe. O

24.a Exercice (Théoreme de Minkowski).
Supposons F de dimension finie.

1. Soit C' un convexe fermé non vide de E. Montrer que tout point p € F n’appar-
tenant pas a C' est strictement séparé de C' par un hyperplan affine.

(Ce lemme est un cas particulier en dimension finie du théoreme de Hahn-Banach.)

2. En déduire qu'un convexe fermé C' de E est 'intersection des demi-espaces
affines (quelconques, ou tous fermés, ou tous ouverts) qui le contiennent.

H :a=0

FIGURE 24.2 — Une propriété de séparation des convexes (premiere question de

I'exercice 24.a])

24.3 Définition. L’enveloppe convexe d’une partie X de E est le plus petit
convexe contenant X, i.e. I'intersection des convexes contenant X, i.e. ’ensemble
des combinaisons linéaires barycentriques de points de X :

conv(X) = {apxo+ ... + apxry, n=1, x;€ X, a; 20, ag+ ... + a,, = 1}.

24.b Exercice (Inégalité de Jensen).
Supposons F est de dimension finie n.

1. Montrer que I’enveloppe convexe d’une partie X de E est
conv(X) ={azo+ ... + 0, Xy, z;€ X, o; =0, g+ ... + v, = 1}
(théoreme de Carathéodory).
2. Si X est fermée, conv(X) est-elle automatiquement fermée ?
On suppose dorénavant X compacte.
3. Montrer que conv(X) est compacte.

4. Montrer que conv(X) est I'intersection des demi-espaces affines (quelconques,
ou tous ouverts, ou tous fermés) contenant X.
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Soient m une mesure de E borélienne, finie et a support compact. Le centre de
masse de m est le point

¢(m) — ﬁf}sxdme E.

5. Montrer que ¢(m) appartient a 'enveloppe convexe du support de m.

6. En déduire que, si f : I intervalle ouvert borné € R — R est une fonction
convexe et si y est une probabilité sur 7,

f(Lmdu) <Lfdu.

Remarque : Comme la formule d’intégration par rapport a une mesure image le
montre, le membre de droite de I'inégalité est le centre de masse

| 1@ du) = | yatraw
I )
de la loi f,u de f. Donc I'inégalité de Jensen affirme que :

fe(p) < c(fupp)-

24.c Exercice (Théoreme de Gauss-Lucas). Soit P un polynome complexe. Mon-
trer que les points critiques de P sont dans I’enveloppe convexe de P~'(a) pour
tout a € C (théoreme de Gauss-Lucas).

(Ce théoréme est un analogue complexe du théoreme de Rolle. 11 est élémentaire
si P est de degré 2 (I'unique point critique de P est alors au milieu du segment
des deux racines), ou quand |a| est grand.)
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Chapitre 25

Fonctions convexes

25.1 Définition. Une fonction f: X < R™ — R est conveze si I'épigraphe
By = 1{(r,y) e X xR, y > f(2))
de f est convexe (ce qui implique que X le soit), i.e. X est convexe et
f(A=tz+tx) < (1 —=t)f(z) +tf(a") (Va,2" € X, t€][0,1]).
Elle est strictement conveze si

f((l=t)x+tx) < (1 —t)f(z) +tf(2) (Va,2" € X, t€]0,1]).

»
L

F1GURE 25.1 — Une fonction est convexe si son épigraphe est convexe

25.2 Proposition. Soient a un point intérieur a un convere X de E et f : X - R
une fonction convexe et majorée sur un voisinage de a. Alors f est continue en a.
Plus précisément, si f(x) — f(a) < M sur une petite boule fermée B(a,r) (r > 0),

[f(z) = fla)] < %\l’ —al (Vx e B(a,r)).

Démonstration. On peut supposer que a = 0 et f(a) = 0, apres quoi la démonstration
se lit sur la figure 25.2 O
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FIGURE 25.2 — Continuité d’une fonction localement convexe

25.3 Proposition. Soit X un ouvert convexe de R™. Une fonction dérivable f :
X — R est convexe si et seulement si

f@) = fx) = fi(x) (& —x) (Yo, 2eX).
Géométriquement, ce critere de convexité revient a dire que le graphe de f est
situé au-dessus de ses tangentes. Cela découle du théoreme de Minkowski, mais

nous en donnons maintenant une démonstration directe.

Démonstration. Supposons f convexe. Soient x,Z € X. Notons p(t) = f((1—t)x+
tz). Par définition de la convexité,

< f(2) = f(2).

‘G\
—
=
[
~
—~
=
®
|
=
A

Réciproquement, appliquons I'inégalité de ’énoncé entre x et z = (1 —t)z + t2 et
entre et z (t € [0,1]) :

fl@) - (z—2) < flx) = f(z) et fi(2) (&—2)<[f(@)—f(2)

En faisant une combinaison linéaire de ces deux inégalités, on obtient

0=f"(z) (A=t +t2 —z) < (L=1)f(z) + Lf(2) — f(2),
donc f est convexe. O

25.4 Corollaire. Soient X est un ouvert convere de R™ et f : X — R conveze.
Si f dérivable en a € X et si a est un point critique de f, a est un minimum global

de f.

Démonstration. La démonstration de la proposition 25.3] montre que, pour tout
reX,

f(z) = fla) = f'(a) - (z — a)
(Pargument est encore valide, méme si f n’est pas dérivable sur U entier). Comme
on suppose que le membre de droite est nul, la conclusion en découle. [l
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25.a Exercice (Fonctions convexes sur un intervalle de R).
Soit f : I intervalle de R — R une fonction convexe.

1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est convexe

2. pour tous xg < x; dans [,

f (%‘5%) < f(LUO);f(xl).

3. pour tous xg < x < x; dans [,

I 2o f(wo)
det |1 =z f(z) |=0.
L @ f(z)
4. le taux d’accroissement
fly) = f(z)

- (r <y, z,yel)

est une fonction croissante de chacune de ses variables.
2. Retrouver la propriété que, si f est convexe, f est continue sur I'intérieur de I.

3. Montrer que, si f est de classe C', f est convexe si et seulement si f’ est
croissante.

4. Montrer que, si f est de classe C?, f est convexe si et seulement si " > 0.
5. Montrer 1'inégalité de Jensen : si f est convexe et si x1,...,x, € I, p1,...,pn €

[07 1] et Zpk = 17

f(przy + -+ pon) < puf(ar) + - + puf(20).

6. Montrer que, pour un triangle dont on note «, 3,7 les mesures d’angles dans
10, [,
1 1 8

—t = )
sinaw  sinf8 = 34 2cosy

25.b Exercice (Géodésiques du pklan euclidien).

25.c Exercice.
1. Montrer que si f : E — R est convexe et majorée, elle est constante.

2. Montrer que, si E est de dimension finie et f : X convexe < EF — R est

convexe, f est continue en tout point intérieur de X.

25.5 Théoréme. Si f est de classe C? sur un ouvert conveze X de R", f est
conveze si et seulement si sa hessienne est positive en tout point.

St la hessienne est positive définie en tout point, f est strictement conveze.
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La réciproque de la seconde affirmation est fausse, comme le montre I’exemple de

xt.

Démonstration. Supposons [ convexe. Fixons x € X et £ € R™. D’apres la propo-
sition [25.3]

fla+t8) — flz) = tf'(z) - €
pour tout ¢ assez petit. Or, d’apres la formule de Taylor,
2

0< flut1€)— fla) —tf'(x) €= =

(@) €+ ol),

Donc
f(x) - € +o(1) = 0.
En faisant tendre ¢ vers 0, on voit que la forme bilinéaire f”(x) est positive.

Réciproquement, supposons que f”(z) soit positive pour tout = € X. D’apres la
formule de Taylor, pour tout £ € R™ tel que = + £ € X,

1

e +€) — f(@)— f(x)-€) = f (L= 8)f" (e +16) - €dt >0,

0
ce qui dit, d’apres la proposition 25.3], que f est convexe. H
25.6 Théoreme. L’ensemble des minima d’une fonction convexe est conveze, et
réduit a un singleton si la fonction est strictement convezxe.

Tout minimum local d’une fonction conveze est global.

Démonstration. Exercice. O

25.d Exercice (Fonction fortement convexe).
Soit f : X convexe fermé < R" continue. On dit que f est a-conveze s’il existe
a > 0 tel que

Q2
fla) ~ 2al
soit convexe. (On dit aussi fortement conveze.)

1. Montrer que, si f est a-convexe, f est minorée, puis qu’elle possede un unique
minimum.

On suppose de plus que f est de classe C2.

2. Montrer que f est a-convexe si et seulement si

f"(z) - (v,v) = afv]* (Vze X, veR").
3. Montrer que, si f est a-convexe, elle possede un minimum unique a, que de
plus toute suite minimisante converge vers a, et que 'on a

o — al? <~ (£(x) ~ f(a).
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25.e Exercice (Algorithme de relaxation).

Soit f : X convexe fermé < R™ continue et a-convexe. Construisons la suite (z*)
de R™ par I'algorithme de relaxation suivant, qui consiste a minimiser f par rapport
a chacune de ses variables, prises dans un ordre cyclique fixe :

— Commencons avec un point 20 = (22, .... 29) € X quelconque.
1» »n

— La fonction ¢ — f(t, 29, ...,2%) posséde un unique minimum ¢#{.

— Puis on appelle #J 'unique minimum de la fonction ¢t — f(t9,¢, 29, ..., 29).

— Puis on appelle t? I'unique minimum de la fonction ¢ — f(¢9,5, ..., 29 | ).

~ On pose 2% = (89,...,t2, 2%, ,...,2%) pour tout i et z' = (#),...,12), et 'on
recommence en remplacant 2° par z', et ainsi de suite.

Montrer que (z¥) converge vers le minimum de f.

25.7 Exemple (Mesures de Gibbs). Soit X = {1,..., N} 'ensemble fini des états
d’un systeme physique. A chaque état x est associée une énergie E, € R. Un état
statistique du systeme est une probabilité p = (p,.) sur X. A chaque état statistique
on associe deux grandeurs fondamentales :

— Dénergie E(p), soit 'espérance de E :

E(p) = Y peb.

zeX

— Dentropie

S(p) = Z Pz lnpcz:-
zreX
Soient E_ et E, les bornes inférieure et supérieure de E, et [ = [E_, E,], de

sorte que, pour tout x, E, € I. Un état statistique est un état d’équilibre s’il
maximise I'entropie parmi les états de son énergie. Pour toute énergie £ € I, un
état d’équilibre existe par compacité du polyedre

Pe=1{p, Y.px =1, px 20, Y pEr = E}.

Il est unique si I n’est pas réduit a un point, par convexité de I’entropie, et situé
dans l'intérieur de P.. D’apres le théoreme de Lagrange, il existe deux nombres
A, 1 € R tels que, pour tout x € X,

lnpx =\- ,UEx?

donc ]
— 7MEIE P */LEI
Dy = Ze , L= Zx: e .
En Thermodynamique, on note k la constante de Boltzmann et la quantité T =
1/(ku) s’appelle la température. On vérifie que S est une fonction dérivable sur Pg
et que

oS 1

o0& kT’
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Autres exercices

25.f Exercice.
1. Soit f : [a,b] — R contine convexe. Montrer que

f(a+b) _an fte) + 1)

(inégalité de Hermite-Hadamard). Quels sont les cas d’égalité ?

Nous allons appliquer cette inégalité dans plusieurs cas.

2. Soient g : [a,b] — R de classe C%, m = min ¢” et M = max f. Montrer que

m(b—a)? b M (b—a)?
(24 ) < ﬁ Sa (t) dt < (24 )
< Lot

3. Montrer que, pour tous z,y > 0,

r—Y <35+y
Inz —lny 2

VIY <

(inégalité arithmético-logarithmico-géométrique).
4. Montrer que, si z > 0,

ZL‘2 2

<In(1+2) < &
< In )< T — —/—,
2(1+x)

24+

en déduire que, pour tout n € N,

1 1/1 1
<Inh(n+1)-Inn< | =+ .
n—l—% a(n+1)—lnn 2<n n+1)

En déduire la formule de Stirling :

n! ~ \/%(%)n

25.g Exercice (Méthode du trapeze).
1. Soit f : R — R convexe dérivable. Montrer que, pour tout n € Ny,

f(0)

0<T+f(1)+f(2)+~--+f(n Jf f/()

2. Interpréter cette inégalité en terme d’erreur dans le calcul approché d'une
intégrale par la méthode du trapeze.



Chapitre 26

Et la dimension infinie 7 %

Mots-clefs du chapitre Espace de Banach, facteur direct

26.1 Lemme. Soit f : E — F une application linéaire entre espaces vectoriels
normés. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue en 0

2. f est continue sur E

3. f est lipschitzienne

4. la norme d’opérateur de f (subordonnée a celles de E et de F') est finie.

Démonstration. (1) = (2) Si f est continue en 0, pour tout = € F, quand h tend
vers 0, on a

[z +h) = f(z) + f(h) — f(z)
donc f est continue en x.

(2) = (3) Supposons f continue. En particulier, il existe n > 0 tel que | f(k)| < 1
pour tout k tel que |k| < n. Donc

I#Ge+ = £ = Lol = "2 ()| < S

donc f est lipschitzienne.
(3) = (4) Si f est lipschitzienne, pour tout x tel que ||z < 1,
F(2) <lip f 2] <lip f < 0.

(4) = (1) Trivial. O

En dimension finie, en prenant une base on voit que f est automatiquement conti-
nue. L'une des difficultés est que ce n’est plus le cas en dimension infinie.

20.2 Exemple (Application linéaire discontinue). L’application f : R[X] ©O, P —
P', n’est pas continue quand on munit R[X] de la norme || 3, a; X[, = max; [a;].
En effet, on a f(X*) = kX*~1 donc

[F (XMoo = & —pesoe 0
tandis que || X*|., = 1 pour tout k. Donc | f| = oo.
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Dans les espaces vectoriels normés, quand on parle d’application linéaire, on sous-
entend généralement qu’elle doit étre continue ; pour nous, L(F, F') désignera donc
I’espace des applications linéaires continues de F vers F. On note donc E’ le dual
topologique de E, soit I'espace des formes linéaires continues sur £. De méme, un
“isomorphisme” doit avoir un inverse continu.

Notre définition de la dérivée se généralise mot pour mot aux fonctions entre
ouverts d’espaces normés.

26.3 Exemple. Pour une application linéaire discontinue f : E — F| f'(x)-v = f(v)
pour tout v, donc f’(x) n’est pas continue.

26.a Exercice. La norme uniforme sur 'espace des fonctions continues sur un
ouvert U de R™ est-elle différentiable en dehors de la fonction nulle ?

Pour généraliser facilement le théoreme d’inversion locale en dimension infinie, il
faut que la suite de Cauchy construite dans la démonstration du théoreme du point
fixe converge (exercice [Lal). Le plus simple est de se supposer que I’espace normé
considéré est complet.

26.4 Définition. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

26.b Exercice (Inversion locale entre espaces de Banach).

Soient E et F' deux espaces de Banach et f : (F,a) — F une application de classe
C'. Montrer que f est un difféomorphisme local si et seulement si f'(a) est un
isomorphisme.

26.5 Définition. Un sous-espace F' d’un espace de Banach est un facteur direct
s’il existe un isomorphisme ¢ de E sur le produit V x W de deux espaces de
Banach, tel que F = ¢ }(V x {0}); autrement dit, I est fermé et possede un
supplémentaire fermé.

La définition ci-dessus est justifiée par le fait qu’il existe des sous-espaces qui ne
sont pas facteurs directs, ce que nous admettrons.

26.c Exercice (Exemples de facteurs directs).
1. Montrer qu’un sous-espace de dimension finie ou de codimension finie est facteur
direct.

2. Montrer qu'un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert est facteur direct.

26.6 Définition. Soient E et F' deux espaces de Banach et f : (F,a) — (F,b)
une application de classe C!. Cette application est une submersion (resp. une
immersion) en a si f’'(a) est surjective (resp. injective) et si le noyau (resp. 'image)
de f’(a) est facteur direct.

1. Par exemple, on peut montrer que I'espace ¢y des suites de limite nulle est fermé mais pas
facteur direct dans lespace ¢*. En effet, ce dernier est faiblement séparable (i.e. il existe une
suite bornée () de (%)’ telle que, pour tout u € €%, |ul, < sup,, |a,(w)]). Si cp était facteur
direct, le quotient £ /cy aussi serait faiblement séparable, ce qui n’est pas le cas.
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26.d Exercice. Montrer les théoremes de submersion, d’immersion et de fonction
implicite pour des applications entre espaces de Banach. Montrer les théoremes du
rang et du corang constants.

26.e Exercice (Théoreme de Cauchy-Lipschitz).
Soient £ un espace de Banach et v un champ de vecteurs lipschitzien sur un
voisinage ouvert U d’un point a € E.

1. II existe une unique application lipschitzienne locale ¢ : (U x R, (a,0)) —
(U,a), (z,t) — ¢¢(x) telle que pour tout x 'application partielle ¢ — ¢(x)
soient de classe C! et qui satisfasse le probléme de Cauchy suivant :

{ i (u(2)) = v(du(x)) (Va,1)
Po(r) =z (Vt).

2. Siwv est de classe CF (0 < k < o0,0), il en est de méme pour ¢ et, si k < o0,
pour tout = I'application partielle t — ¢;(x) est de classe C¥*1.

L’application ¢ est le flot local de v, et réciproquement v = %0@7 Lest le générateur
infinitésimal de ¢.

Avec les fonctionnelles, c’est-a-dire des applications entre espaces de fonctions, le
calcul infinitésimal prend le nom de calcul des variations.

26.f Exercice (Hamilton [Ham82, p. 75]).

On considere une bulle de savon s’appuyant sur deux cercles paralleles dans R3,
situés dans les plans x = £1, et de méme rayon r > 0. En Statique des fluides, on
montre que la bulle de savon prend la forme d’une surface de révolution obtenue
en faisant tourner la courbe y = f(x) autour de 'axe des x, avec la contrainte
f(£1) =r, et que cette surface est d’aire A(f) minimale.

1. Montrer que

1
A(f) = f o f\/1+ f2dx.

-1

2. En déduire que
ffll _ f/2 + 1’

on pourra montrer que la fonction
A:E={feC?([-11]), f(£1]) =r} >R, [ A(f)

a toutes ses dérivées directionnelles nulles.

3. Montrer qu’il existe des solutions si r est suffisamment grand; on pourra re-
marquer que ces solutions sont de la forme f(z) = %cosh(sx), pour un s € R, que
I’on caractérisera en fonction de r.

Terminons ce chapitre par I'étude des “géodésiques d’une surface de révolution”.
Soit
g : U ouvert = R? — Bil(R? x R* R)
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une application (infiniment différentiable) a valeur dans le cone des produits sca-
laires euclidiens ; g est une métrique riemannienne sur U, et permet de mesurer la
longueur des vecteurs vitesses de chemins tracés sur U d’une facon qui dépend du
point de U.

26.7 Exemple. Soit S une surface de révolution, d’équation p = p(z) en coordonnées
cylindriques (p, 0, z), ou p : I intervalle ¢ R —]0, +00[ est une fonction de classe
C®. L’application

r:TxI—R> (0,2)— (p(2)cosb,p(z)sinb, z)

est un paramétrage de S (immersion injective et homéomorphisme). La premiére
forme fondamentale de S est la restriction du produit scalaire euclidien de R?
aux vecteurs tangents a S, et 'expression de cette forme fondamentale dans les
coordonnées (0, z) est une métrique riemannienne g sur T x I qui, identifiée a un
application a valeurs dans les formes quadratiques, vérifie

. . 2 . .
9010 2) = [drioa - (0.5)] = p(2)20% + (14 (2)2) 82

autrement dit, la matrice de gy .y dans la base canonique de R? est

Clon = (p(§)2 1+ 2'(2)2)'

Soient maintenant
L:TU=UxR* >R, (u,v)— L,(v)
une fonction sur I'espace des positions et des vitesses et, pour tout chemin v : I =

[0,1] — U de classe C*, Ay la fonctionnelle

1

AmwszMW@Mt

0

26.8 Exemple. Si L est la vitesse scalaire :

L(G,z) (97 Z) = 9(6,2) (97 Z)a
Ap(7) est la longueur du chemin r o v tracé sur S.

Si L est le carré scalaire de la vitesse : L(gy@(é, z) = g(97z)(0‘, ) (énergie cinétique, a
un facteur 1/2 pres, pour un point matériel de masse unité), Ay () est l'intégrale
d’énergie de 7.

Notons C = C’ib(l ,U) T'espace des chemins ~ de classe C! tracés sur U tels que
7(0) = a et y(1) = b, a,b € U; c’est un espace affine modelé sur un espace de
Banach.

26.9 Remarque. Un vecteur tangent & C en v est un champ de vecteurs 6 : [ — R?
de classe C* tel que 6(0) = (1) = 0; autrement dit,

T,C = Cl0 (I, R?).



145
Démonstration. En effet, C est la sous-variété (banachique) de louvert C1(I,U)
de I'espace de Banach C'(I,R?) définie par 1’équation
7(0) =a, (1) =b.

Autrement dit,

C=d(a,b),
ou® : CY(I,U) — U x U est la submersion linéaire définie par ®(v) = (v(0),v(1)).
Donc T',C = ker d®.,, d’ou le résultat voulu. O]

Nous allons nous intéresser aux points critiques de la fonctionnelle Ay : C — R.
Nous nous contenterons de calculer la dérivée radiale de Aj, ce qui ramene le
probleme a la dimension un.

26.10 Lemme. Quelle que soit § € 0(1070)(_7, R?), la dérivée radiale W

e=0
dans la direction de 0 existe et vaut

i) 5= [ (ELat®) - & (Srotm)) s i

0

U2

O =

Y(t)

U

26.11 Corollaire (Equation d’Euler-Lagrange). Si v est un extremum de Ay,
0 d (0o
L) - 5 (S Lwt@)) =0 (e fo.1)

Démonstration. Supposons que I’équation d’Euler-Lagrange ne soit pas satisfaite :
il existe un temps tq € [0, 1] et un indice j € {1, 2} tel que la quantité

0= %LW ') - % (%Lv(t)(v'(t)))

soit non nulle a ¢ = ty. Par continuité, il existe un intervalle ouvert J < [0, 1]
contenant to sur lequel [L]](t) # 0. Quitte a restreindre .J, on peut supposer que
J <]0, 1] (alors J ne contient plus forcément le point ¢, initial, mais peu importe),
et que [L];’ soit de signe constant, disons positif, sur J. Soit é un champ de vecteur
tel que 6(¢) = 0 en dehors de J, 0y = 0 pour k # j, 6;(t) = 0 pour tout ¢, et
d(t) > 0 sur un sous-intervalle de J. Alors dAL(7y) -6 > 0. D’apres le théoreme des
accroissements finis, 7 n’est donc pas un extremum. [l
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26.12 Exemple (Equations de la Mécanique). Si L : TU — R est de la forme
L2
Lu(v) = 5 ol + V(w)

ot V : R — R est une fonction de classe C*, les équations d’Euler-Lagrange
s’écrivent v
" C
V) = =5 (0).

Ces équations sont les équations de Newton, en Mécanique classique, d’un point
matériel soumis a un champ de force dérivant du potentiel V. Ceci signifie que les
trajectoires de ce systeme matériel sont les points critiques de I’action : le point
matériel choisit, en un sens, parmi toutes les trajectoires possibles, celle qui est un
point critique de Aj,.

26.13 Remarque. La longueur d'une courbe est invariante par changement de para-
métrage de la courbe. Donc, si v est un extremum, n’importe quel paramétrage
de la courbe 7(I) doit étre solution de I’équation d’Euler-Lagrange associée a la
fonction L = /g ; dans ce sens, cette équation est dégénérée.

26.14 Définition. Une courbe paramétrée v € C est une géodésique si elle est
une solution de I'équation d’Euler-Lagrange pour la fonction L = g (intégrale
d’énergie).

26.15 FExemple. Pour la surface de révolution, I’équation d’Euler-Lagrange est

7 (p(2)%0'(
{ ) (2(1)0' (1) = o' (2(1))p" (2(1))2(1)* — (1 + p (2(£))*)2"(t) = O

L’intégrale de Clairaut (ou moment cinétique)
C:TU=UxR?* >R, Cu.b,2) = p(z)%

est donc une fonction constante le long des trajectoires (i.e. Cyy(7/(t)) = cte). Par
ailleurs, un calcul direct montre qu’il en est de méme de 1’énergie

)
H:TU =U x R* > R, H(gvz)(é,é) = %(p'(z)Q + 1)22 + %
L’intégrale de Clairaut permet de déterminer comment la vitesse angulaire 0 varie
en fonction de la distance p a ’axe de rotation de S. L’intégrale de 1’énergie permet
elle de déterminer comment la vitesse verticale Z varie en fonction de p, p' et C.
Par exemple, si p(z) = 22 + 1, quelles que soient les conditions initiales, le point
matériel va osciller une infinité de fois entre deux valeurs zy et z; de 'altitude.



Annexe A

Topologie

Dans un ensemble X nu, il n’existe aucune notion de proximité entre les points et,
par exemple, la question de savoir si une suite de X converge dans X n’a pas de
sens.

A.1 Définition. Une structure de voisinages sur X est la donnée, pour tout point
x € X, d'un ensemble non vide V(z) de parties V' de X appelées les voisinages de
x, vérifiant les quatre axiomes suivants :

(V1) Réflexivité : x € V pour tout V € V(z)

(V2) Stabilité par croissance : V € V(x) et V < W entrainent W e V(x)

(V3) Stabilité par intersection finie : V, W € V(z) entraine V. n W e V(x)

(Vi) Existence de l'intérieur : si V € V(z), il existe W < V tel que W € V(y)

pour tout y € W; W s’appelle l'intérieur de V', et se note V.

A.a Exercice (Voisinages dans un espace métrique).

Soit (X, d) un espace métrique. Pour z € X, soit V(z) I'ensemble des parties V < X
telles qu’il existe r > 0 telles que B(x,r) < V. Montrer que ces V(x) définissent
une structure de voisinages sur X.

Il s’ensuit immédiatement une notion de convergence des suitesEI s une suite (2, )nen
converge vers { € X si

YWeV() IN ¥Yn=N z,eV.

A.2 Ezemple (Droite a deux origines). Soit X = (R\{0}) u {O1, 03} (ou Oy et O
sont deux points n’appartenant pas a R, par exemple +i € C). On prolonge a X
la relation d’ordre de R, en posant

r<Or1etx <0y sizx
O1<zxetOy<z si0

NN

0
x.

On n’obtient pas un ordre total parce que 'on n’a ni O; < Oy ni Oy < O7. On
peut tout de méme définir, pour a < b, les intervalles ouverts

Ja,b[={r e X, a <x <b}

1. La notion générale de convergence concerne les filtres.
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(x < y signifie z < y et x # y). Si x € X, on définit alors V(z) comme 1'ensemble
des parties V' de X qui contiennent un intervalle de la forme |z — r,z + r[, avec
r > 0.

O1

.

O
FIGURE A.1 — La droite a deux origines

La structure de voisinage ainsi définie ne provient d’aucune métrique puisque I’es-
pace obtenu n’est pas séparé, au sens ou l'intersection d’un voisinage de O; et
d’un voisinage de O, n’est jamais vide. Une conséquence est que la suite (1/n),>1
converge simultanément vers Oy et vers O, (tandis que la limite d’une suite conver-
gente serait unique si Iespace était séparé).

Soient X et Y deux ensembles munis des structures de voisinages Vx et Vy. Rap-
pelons que la notation

f:(X,x)>Y

désigne une application d'un voisinage de x dans X a valeurs dans Y. On peut
préciser f: (X, z) — (Y,y) siy = f(z).

A.3 Définition (Continuité en un point). Une application f : (X, z) — (Y,y) est
continue en x si

YW e Vy(y) fHW)e Vx(z).

De facon équivalente, f est continue si et seulement si
VIV eVy(y) AV eVx(x) f(V)cW.

Dans le cas particulier ou X et Y sont des espaces métriques, on retrouve la
définition classique :

YVe>0 3dn>0 f(B(z,n)) < Bly,e).

A.4 Définition. Un ouvert de X est une partie de X qui est un voisinage de
chacun de ses points.

Par exemple, un intervalle ouvert de R, ou I'union de deux intervalles disjoints de
R, sont des ouverts de R.

A.b Exercice (Continuité).
Montrer que f : X — Y est continue (sous-entendu : en tout point de X) si et
seulement si, pour tout ouvert W de Y, f~*(W) est un ouvert de X.

Il s’avere que la donné des voisinages est équivalente a celle des ouverts, et que
la seconde est souvent plus commode a manipuler. Voici les axiomes auxquels les
ouverts satisfont.
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A.5 Définition. Une topologie sur X est un ensemble O de parties de X, appelées
ouverts, satisfaisant aux axiomes suivants :

(O1) Stabilité par union : O; € O entraine u;0; € O

(O9) Stabilité par intersection finie : O, 0’ € O entraine O n 0" € O

(Og) @7 XeO.
L’ensemble X ainsi muni d’une topologie prend le nom d’espace topologique. Un
fermé est alors une partie de X dont le complémentaire est ouvert.

A.c Exercice (Correspondance entre ouverts et voisinages).

Une topologie étant donnée, un partie V' de X contenant un point x est un voisinage
si et seulement si V' contient un ouvert contenant X. Montrer qu’il est équivalent
de se donner une structure de voisinage ou une topologie sur X.

A.6 Exemples. La topologie grossiére sur X est {¢J, X}. La topologie discreéte est
P(X). Pour ces topologies extrémes les notions de limite et de continuité sont
caricaturales :

‘ Topologie grossiere  Topologie discrete
Suite de X toujours convergente convergente < constante
Chemin sur X | toujours continu continu < constant
Fonction sur X | continue < constant toujours continue

A.d Exercice (Topologie initiale).

Soient X un ensemble, Y un espace topologique et f : X — Y une application.
La topologie initiale de f est la topologie de X la plus petite pour l'inclusion (on
dit aussi la plus grossiére) qui rende f continue. Si f est injective, on parle de
topologie induite.

1. Montrer que la topologie initiale existe.

2. Montrer qu’elle est caractérisée par la propriété universelle suivante : pour tout
espace topologique Z, une application g : Z — X est continue si et seulement si
f o g est continue.

On généralise cela de facon évidente a une famille quelconque d’applications. En
particulier, la topologie faible d’un espace vectoriel topologique E est la topologie
initiale de ses formes linéaires continues o € E.

A.e Exercice (Topologie finale).
Soient X un espace topologique, Y un ensemble, et f : X — Y une application. La
topologie finale de f est la topologie de Y la plus grande pour l'inclusion (on dit
aussi la plus fine) qui rende f continue. Si f est surjective, on parle de topologie
quotient ; si f est injective (et pour toute topologie de Y plus petite que la topologie
finale), f s’appelle un plongement.

1. Montrer que la topologie finale existe.

2. Montrer qu’elle est caractérisée par la propriété universelle suivante : pour tout
espace topologique Z, une application g : Y — Z est continue si et seulement si
g o f est continue.

3. On munit T = R/Z de la topologie quotient associée a la projection canonique
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p:R - R/Z, et U= {z € C; |z|] = 1} de la topologie initiale de I'inclusion
j : U < C. Montrer que T et U sont homéomorphes.

A.f Exercice (Topologie de I'ordre).

Soit (X, <) un ensemble non vide totalement ordonné.# On note < la relation
d’ordre strict associée & < (a < b si et seulement si a < b et a # b). Un intervalle
ouvert est une partie de I'une des quatre formes suivantes :

Ja,b[:={x, a <x <b}, Jo,a[:={x, x <a}, Ja,w[={z, a<z}, Jo,w[=X,
ou a,be X (et ol aw et w ne sont que deux symboles qui n’ont aucun sens hérité
d’ailleurs).

1. Montrer que 'ensemble des parties O de X telles que quel que soit a € O la
partie O contient un intervalle ouvert contenant a est une topologie de X ; c¢’est la
topologie de l'ordre de (X, <).

2. Dans le cas de (R, <), montrer que la topologie de l'ordre coincide avec la
topologie de la métrique euclidienne.

Notons —oo et 400 deux éléments quelconques n’appartenant pas a R, et X =
R U {—0, +o0}. Soit < I'unique relation d’ordre sur X qui prolonge celle de R et
telle que

—wo <z <+wo (VreR).

On munit X de la topologie de la relation d’ordre.
3. Donner une base de voisinages de +co.

4. Montrer que R est dense dans X, c’est-a-dire que X est le plus petit fermé
contenant R. (Pour cette raison, on note souvent X = R.)

5. Montrer que la fonction ¢ : R —]0, 1| définie par

se prolonge par continuité en une application R — [0,1] et que ce prolongement
est un homéomorphisme, c¢’est-a-dire une bijection bicontinue.

6. En déduire une distance d sur X dont la topologie métrique associée soit la
topologie de l'ordre de X.

(Le lecteur rigoureux remarquera que |o,w|[= [—00, +0], ce qui montre que 'on
ne peut généralement pas identifier o et w aux plus petit et plus grand éléments
de X, méme a supposer que ceux-ci existent!)

7. Montrer que la tribu borélienne de X (c’est-a-dire engendrée par les ouverts de
X) est la “tribu borélienne” de R, c’est-a-dire la tribu engendrée par les ouverts
de R.
2. On rappelle qu'une relation d’ordre est une relation binaire <
— réflexive : z < zx
— antisymétrique : r <yety<zr=x=y
— transitive : x <y < z=x < 2.
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A.7 Définition. Si A est une partie de X, 'adhérence de A est le plus petit fermé
A contenant X ; l'intérieur de A est le plus gros ouvert A contenu dans X ; le bord
(topologique) de A est A = A\ A.

A.g Exercice (Connexité).
Un espace topologique X est connezxe s’il n’est pas I'union disjointe de deux fermés
non vides.

1. Montrer que 1'union de parties connexes dont l'intersection est non vide est
connexe.

2. Montrer que les parties connexes de R sont les intervalles
3. Montrer que I'image d’un connexe par une application continue est connexe.

La composante connere d'un point x € X est la plus grande partie connexe conte-
nant X.

4. Montrer que les composantes connexes forment une partition de X.

5. Montrer que, si entre deux points quelconques de X il existe un chemin continu
(on dit que X est connexe par arcs), X est connexe.

6. Montrer que le groupe orthogonal O,, possede deux composantes connexes. On
note SO,, la composante connexe de I'identité (et O, 'autre composante, qui n’est
pas un groupe).
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Annexe B

Compacité

Les affirmations suivantes sont fausses pour un ensemble X quelconque, mais vraies
si X est fini :

— Une fonction sur X est bornée

— Une fonction sur X atteint son maximum

— De toute suite de X on peut extraire une suite constante

— De tout recouvrement de X (une famille (U;) de parties de X dont 1'union
soit X entier) on peut extraire un recouvrement fini.

Elles sont fausses par exemple si X =]0,1[. Mais elles deviennent vraies pour
X = [0, 1] si on modifie les hypotheses et les conclusions en ajoutant un ingrédient
topologique adéquat :

— Une fonction continue sur X est bornée

— Une fonction continue sur X atteint son maximum

— De toute suite de X on peut extraire une suite convergente (théoreme de
Bolzano-Weierstrass)

— De tout recouvrement ouvert de X (une famille (U;) de parties ouvertes
de X dont 'union soit X entier) on peut extraire un recouvrement fini
(théoreme de Heine-Borel).

Ces propriétés restent vraies si X est une partie fermée bornée de R™. Par ailleurs,
elles sont étroitement corrélées. Par exemple, si I'on sait que toute suite possede
une sous-suite convergente, alors on peut en déduire que toute fonction continue
possede atteint son maximum (prendre une suite (z,) maximisante , i.e. telle que
f(z,) converge vers la borne supérieure de f). En gros, X est compact si ces
propriétés sont toutes vérifiées. En réalité, ces propriétés ne sont pas exactement
équivalentes, et il est commode de ne retenir que la derniere propriété.

Dorénavant, on suppose que les espaces topologiques sont séparés. (Les espaces
non séparés, par exemple ceux munis de la topologie grossiere, ont souvent peu
d’intérét.)

B.1 Définition. Un espace topologique séparé X est compact s’il vérifie la pro-
priété de Borel-Lebesgue : de tout recouvrement ouvert, on peut extraire un re-
couvrement fini.

B.2 Proposition. Si X est compact, toute suite décroissante de parties fermées
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non vides est non vide. En particulier, toute suite de points possede un point d’ac-
cumulation et, si ce point d’accumulation est unique, la suite converge.

Démonstration. La premiere affirmation s’obtient par passage au complémentaire.
La seconde s’obtient en remarquant que l’ensemble des points d’accumulation
d’une suite (z,,) est N, A,, ou A, = {x,,, m =n}. O

Par exemple, R n’est pas compact, puisque la suite des intervalles [n, +00[ contre-
dirait la proposition.

B.a Exercice. Montrer que tout intervalle fermé borné de R est compact.

B.3 Théoréme (admis). 1) L’image d’un compact par une application continue
est compacte.

2) Le produit d’espaces compacts est compact (théoréme de Tychonov).

3) Les boules fermées d’un espace vectoriel normé E sont compactes si et seulement
si B est de dimension finie (théoréme de Riesz).

La compacité implique d’importantes propriétés d’existence d’extrema de fonc-
tions. Deux exercices sont donnés a ce sujet dans le chapitre 12

Beaucoup d’espaces ne sont bien str pas compacts. On peut alors récupérer de
la compacité en ajoutant un ou plusieurs points a l’espace, qui jouent le role de
Iinfini.

B.4 Définition. Une compactification de X est une application j : X — X
injective et d’image dense dans un espace compact X ; X est le compactifi¢ de X.

Par exemple, on peut compactifier R en ajoutant un point a chaque extrémité de
la droite, pour obtenir la droite réelle étendue [—o0, +0], que 'on peut munir de
la topologie de I'ordre (exercice [Afl). On généralise ainsi la notion de limite d’une
suite réelle, qui peut désormais étre +oo en plus d’un nombre réel, rendant conver-
gentes certaines suites qui étaient divergentes dans R. Remarquons toutefois que le
compactifié obtenu n’hérite pas de toute la structure de R. Notamment, [—o0, +0]
ne possede pas de structure d’espace vectoriel qui prolonge celle de R : il n’existe
pas de facon cohérente de définir la somme —oo + co. On peut aussi compactifier R
en ne lui ajoutant qu'un seul point ; c’est la compactification minimale R U {o0}.
A I'opposé, la compactification maximale d’un espace X s’appelle la compactifi-
cation de Stone-Cech X (par exemple SN est 'espace des ultrafiltres). On peut
utiliser différentes compactifications pour distinguer plusieurs types de divergence
de suites.

B.5 Exemple (Quelques compactifications de R™). 1. Adjonction d’un point a
I'infini (par projection stéréographique) : I'injection

ji RS
- Ay — (lzlP=1  2s
Ty = (y0>y) = <H$H2+1’ ||$H2+1>

envoie R™ sur la sphere moins son pole nord (1,0, ...,0).
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2. Adjonction d’une sphere a l'infini : I'injection

X

j:R" - B" = {(z1,...,7,) e R", |2| <1}, 2+
1+ [

envole R™ sur la boule ouverte.

3. Adjonction d’un projectif a I'infini : I'injection
J:iR* > RP", (xq,..,2,) — [1, 21, ..., 5]

envoie R"™ sur le complémentaire du sous-espace homéomorphe & RP"~! des
points de la forme [0, z1, ..., z,].

Rn

FIGURE B.1 — La projection stéréographique j : R" — S", 2 — y = (vo, )

Un autre usage des compactifications est de voir certains objets mathématiques
comme des objets limites d’autres objets. Par exemple, la mesure de Dirac, qui
n’est pas une fonction, existe dans certains espaces de compactification (locale)
d’espaces de fonctions, tels que les espaces de mesures ou de distributions. De
méme, la suite des groupes cycliques Z/2Z, Z/3Z, ..., peut étre compactifiée en lui
ajoutant le tore T = R/Z & 'infini. Pour un panorama des usages modernes de la
compacité, voir le livre de T. TA0 [Taol3].
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Annexe C

Espaces métriques complets

La notion d’espace métrique fut introduit par M. Fréchet en 1906. Elle généralise
I’espace euclidien R™ et la notion d’espace de Hilbert. La complétude est une pro-
priété magique de nombreux espaces, permettant de montrer que certaines suites
convergent sans connaitre leur limite a priori, et donc de montrer l'existence de
solutions d’équations dont on ne connait pas de solution explicite.

C.1 Définition. Une distance sur un ensemble X est une fonction d : X x X —
[0, +0o[ vérifiant les axiomes de

— symétrie : d(z,y) = d(y, x)

— séparation : d(x,y) =0=x =y

— inégalité triangulaire : d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Le couple (X, d) s’appelle alors un espace métrique.

Le premier exemple est R™ muni de la distance euclidienne
d({ﬂ, y) = ((yl - $1)2 +-- (yn - xn)2)

Beaucoup de notions classiquement utilisées dans R” se généralisent naturellement
aux espaces métriques. Par exemple,

1/2

—la boule (ouverte) de centre x € X et de rayon r > 0 est

B(z,r) = {ye X| d(z,y) <r}.

— une partie V < X est un voisinage de x si il existe € > 0 tel que
B(z,e) = V.

C.2 Définition. Une suite (x,,) de X converge vers une limite ¢ dans X si d(¢, z,,)
tend vers 0, i.e. pour tout € > 0 il existe IV tel que, pour tout n > N, d(¢,x,) < €.

Elle est de C’auchy’lg si d(xp, x4) tend vers 0 quand p et ¢ tendent vers l'infini, i.e.

1. Augustin L. CAUCHY, mathématicien francais (1789-1857), considéré comme le fondateur
de I’analyse moderne. On lui doit en particulier, pour les passages a la limite, le formalisme € — 7.

2. La notion de suite de Cauchy n’est pas purement topologique puisque par exemple la
suite (1/n),>1 est une suite de Cauchy de ]0, +oo[, qui est transformée, par '’homéomorphisme
x — 1/x, en la suite (n),>1, qui n’est pas de Cauchy. Dans ce chapitre on se place dans le cadre
simple et important des espaces métriques.
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pour tout € > 0 il existe N tel que, pour tous p,q = N, d(z,,z,) < €.

Si (x,) converge, elle est de Cauchy, puisque
d(zp, xy) < d(zp, 0) + d(l, z,).

La réciproque est fausse en général, comme le montre 1’exemple de la suite (1/n)
dans 0, +00[.

C.3 Définition. X est complet si toute suite de Cauchy converge (dans X).

C.4 Théoreme. R" est complet.

Démonstration. Une suite réelle (zy) est de Cauchy si et seulement si ses décimales
se stabilisent (c’est-a-dire que, pour tout p, apres un certain rang K la p-ieme
décimale de xp ne dépend plus de k), ce qui implique le théoreme pour n =
1. La généralisation a n quelconque est immédiate (les décimales de toutes les
composantes d'une suite de Cauchy se stabilisent, donc convergent). [

C.a Exercice. Soient (X, d) est métrique complet, A(X) l'espace de ses chemins
v :[0,1] — X continus. Notons

da(v,7') = supd(7,7).
[0,1]

Montrer que (A(X), dy) est un espace métrique complet ; on pourra utiliser le fait
que la limite uniforme d’une suite d’applications continues est continue.

C.b Exercice.
Montrer que, si X est complet, I'intersection d’une suite décroissante (A,) de
fermés non vides dont le diametre tend vers 0 est un singleton.

C.c Exercice.
Montrer qu’un espace métrique compact est complet.

C.5 Théoréme (admis). 1) Le produit fini d’espaces métriques complets est com-
plet.

2) L’image d’un espace métrique complet par une application uniformément conti-
nue est complete.

C.6 Définition. Une complétion d'un espace métrique X est une application
injective 7 : X — X a valeurs dans un espace métrique complet, d’image dense.

C.7 Proposition. Tout espace métrique possede une complétion, qui est unique
a isométrie fivant les points de X prés. Si de plus X est vectoriel normé, son
complété admet une unique structure banachique. Si de plus X est préhilbertien,
son complété est hilbertien.
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C.8 Ezemple (espaces de Lebesgue). Si €2 est un espace mesuré et si p € [1, +o0],
I'espace LP(2) est le complété de Iespace des fonctions étagées pour la norme
LP.1 C’est une fagon rapide de définir LP(£2). La définition habituelle, consistant a
construire explicitement LP(£2) comme le quotient (par I’égalité presque partout)
de I'espace des fonctions dont le module a la puissance p est intégrable, présente
I'immense avantage de réaliser les points ajoutés comme des (classes de) fonctions
sur €.

C.9 Proposition. Soient X et Y deux espaces métriques, D une partie dense
de X et f: D — Y une application uniformément continue. Si'Y est complet, il
existe un unique prolongement continu de f sur X. En outre, ce prolongement est
uniformément continu.

C.10 Ezemple (Transformation de Fourier-Plancherel). L’espace L?*(R™) des fonc-
tions de carré sommable sur R™ est un espace de Hilbert. La transformation de
Fourier des fonctions f € L' n L? est une isométrie de L?, qui est donc uni-
formément continue et qui se prolonge en une isométrie de L?, la transformation
de Fourier-Plancherel.

3. Ce résultat est faux pour L*(R™).
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(Glossaire

Fonction Application (définie sur un ouvert de R™ ou une surface) a valeurs
dans R (ou, parfois, dans un espace vectoriel par opposition a une surface).

Chemin Application définie sur un intervalle de R, a valeurs dans R™ ou une
surface. On dit aussi courbe paramétrée.

Courbe Image d'un chemin (c’est donc un ensemble de points).

Courbe intégrale d’un champ de vecteurs Chemin 7 dont la vitesse +/(t)
égale, a chaque instant ¢, le champ de vecteurs au point ().

Champ de vecteurs Application qui, a tout point, associe un vecteur (tangent
en ce point). Sur un ouvert U de R", c’est une application v : U — R". Si v est
de classe C* (Lipschitz suffit), le théoréme de Cauchy-Lipschitz affirme que, pour
tout point u € U, il existe un unique chemin =, : (R,0) — U défini sur un intervalle
maximal | — to(u), t1(u)[ et tel que

Yu(0) =u et 7, (t) =v((t) (V).

Les fonctions tg,t; : U — |0, +o0] sont semi-continues inférieurement (c’est-a-dire
que, par petite perturbation de u, t;(u) ne peut subir de discontinuité que vers le
haut). Le flot de v est alors 'application

¢ Dy, ={(t,u) e Rx U, —to(u) <t <tiy(u)} - U, (t,u)— ¢(u)=1(t).

Réciproquement, le champ de vecteur

_ 0

~ o ¢t

()

est le générateur infinitésimal du flot ¢.

Espace de Banach Espace vectoriel normé complet. Par exemple, I'espace de
Lebesgue L'(R), muni de la norme | f|| = {3 |f(2)| dz, est de Banach.
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Espace de Hilbert Espace vectoriel £ sur K = R ou C muni d'un produit
scalaire hilbertien, c’est-a-dire d’une forme g : E? — K
— sesquilinéaire@ : g est linéaire par rapport au premier argument, et semi-
linéaire par rapport au second argument :

gz, Xy + +NY) = Ag(z,y) + Ng(z,y) (2,99 € E, \e K

— hermitienne : g(x,y) = g(y,x) (z,y€ E)

— positive : g(x,z) e R, (z € E)

— définie / non dégénérée : g(z,x) =0=2=0

— complete : les suites qui sont de Cauchy pour la norme induite |z|| =

\/m convergent dans F.

Par exemple, 'espace de Lebesgue LZ(R), muni du produit scalaire

(flg) = f f(2)9(z) de,

est de Hilbert. Les espace hilbertiens sont les espaces de dimension éventuellement
infinie dont les propriétés les rapprochent le plus des espaces euclidiens.

Norme d’opérateur subordonnée Si (E,| - |g) et (F,] - |r) sont deux es-
paces vectoriels normés, par exemple R™ muni de la norme euclidienne, la norme
d’opérateur subordonnée est la norme définie sur L(F, F') par

la|gr = sup M,
zeE\{0} |z[ &

D’apres la linéarité de a et ’homogénéité des normes,

EF = sup la()]|F-
z€E, |z p=1

lal

Si E est de dimension finie, sa sphere unité est compacte (lemme de Riesz), donc
la borne supérieure est atteinte :

lalle.r = %Eﬂgﬁzzl la(z)[p.

Dans tous les cas, les normes d’opérateurs sont sous-multiplicatives : si (G, | - ||¢)
est un troisieme espace vectoriel normé et si b € L(F,G),

lboalge < |[b|rcllale.r

Théoréme des accroissements finis Soient 7 : [a, b] — R continue et dérivable
sur |a, b[. 1l existe c €]a, b tel que

7(b) —~(a)

P O

4. En latin, sesqui veut dire “un et demi”. Par exemple, 'anniversaire sesquicentenaire est le
cent, cinquantieme.
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y(b)—(a) (t—

(Démonstration : appliquer le théoreme de Rolle a la fonction ¢ — ~(t) — 5=

a).) En particulier,
P

b—a
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Alphabet grec

L’usage conjoint des alphabets latin et grec offre plus de flexibilité dans les nota-
tions. Ne pas les connaitre peut étre sources de difficultés, que le concepteur d’un
sujet d’examen ne soupconne méme pas !

Lettre capitale Lettre minuscule Nom en francais Usage dans ce cours

A a alpha *
B o] beta *
r 0l gamma *
A ) delta *
E €, € epsilon *
Z ¢ zéta *
H n éta *
C) 0,9 théta *
I L iota

K K, 27 kappa *
A A lambda

M 1 mu *
N v nu *
= ¢ xi *
O 0 omicron

I T, W pi *
P 0, 0 rho *
) 0,$ sigma *
T T tau *
Y v upsilon

® 0,0 phi *
X X khi

v P psi

Q w oméga

D’autres alphabets sont utilisés en mathématique. Par exemple, depuis Georg
CANTOR on note XN (aleph, de I'alphabet hébreu) les cardinaux des ensembles
infinis bien ordonnés. Des symboles sont parfois créés a partir d’autres, comme
pour la constante de PLANCK h = %, ou le signe de l'intégrale {, allongement ita-
lique, inventé par LEIBNIZ, du caractére typographique ancien « s long » (comme
abbréviation de « summa », qui veut dire « somme » en latin), lui-méme disparu
depuis 'uniformisation de I’écriture par CHARLEMAGNE.
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