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FEUILLE 2 : DIFFERENTIABILITE

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel normé et N7 et No deux normes sur F, équivalentes. Montrer qu’une
application f est différentiable sur (E, N1) si et seulement si elle 'est sur (E, Na).

Exercice 2. Une fonction de deux variables & valeurs réelles admettant en tout point une dérivée direction-
nelle dans toutes les directions est-elle continue ?

Exercice 3. On suppose que f est différentiable de R? dans R. Dériver la fonction u(z) = f(z, —z) et
calculer la différentielle de I'application g(x,y) = f(y, x).

Exercice 4. Montrer que la fonction f : ¢+ (e!,sint, cost) est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Exercice 5. Soit f(x,y) = (2% + y4)1/3~

1. Montrer que f est définie sur R? et de classe C! sur R? \ {(0,0)}. Calculer les dérivées partielles
premiéres de f en un point (x,y) # (0,0).

2. La fonction f admet-elle des dérivées partielles au point (0,0) ?

Exercice 6. Soit f : R? — R définie par

0 si (z,y) = (0,0),
F,y) = 7x3 sinon
z? + y|

Montrer que df o,y(h, k) existe pour tout (h, k) € R? mais que f n’est pas différentiable en (0,0).

Exercice 7. Soient f : R+ R et ¢ : R? — R deux applications différentiables. Montrer que

(g 2 s o )

est différentiable et calculer sa différentielle en chaque point.

Exercice 8. Soient les fonctions de R? dans R définies par

fla,y) =2 (a>0,8>0), 9(z,y) =¥,
ysin(zy)

\/1—332—y2'

Montrer que les domaines de ces fonctions sont des ouverts, que ces fonctions sont différentiables sur leurs
domaines, et calculer leurs gradients.

h(z,y) = exp(zy) In(1 + 2° + y*), k(z,y) =

Exercice 9. Soit a > 0. L’application f : R? — R définie par
flaw) = (@ + o) sin (0
b x2 + y2 )

si (w,y) # (0,0), et £(0,0) = 0 est-elle différentiable ? de classe C! ?



Exercice 10. On se place sur R”, muni d’une norme || - ||. Calculer la différentielle des applications suivantes
(en un point quelconque) :

1. x|z,

2.z ||z,

3. x— Az,

4.z z' Az.

Exercice 11. Calculer la différentielle des applications suivantes (en un point quelconque) :
1. My(R) = M,(R), M s M?2.
2. M,(R) — M,(R), M — ‘MM.
3. GL,(R) — M,(R), M ~ ML,

~— ~—

Exercice 12. 1. Montrer qu’une norme sur R"™ n’est pas différentiable en 0.
2. Montrer que la norme || - ||2 est différentiable en dehors de 0 et calculer son gradient.
3. Les normes || - |1 et || - [|oo sont-elles différentiables en dehors de 1'origine ?

Exercice 13. Soit K l'espace vectoriel des suites réelles a support fini i.e. pour x = (2, )pen une suite de
K, il existe N > 0 tel que x,, = 0 pour n > N.

1. Montrer que K est un espace vectoriel de dimension infinie.
2. Les normes || - || €t || - ||1 sont-elles équivalentes sur K 7
3. On définit L : K — R, I'application telle que L(z) = >, - Tn.
(a) Montrer que L est bien définie.
(b) Etudier la différentiabilité de L lorsque K est muni de || - || puis de || - |[|1.

Exercice 14. Soient £ = C°([0, 1], R) I'espace vectoriel des fonctions continues f : [0,1] — R, muni de la
norme

ES f—=|fll= sup [f(z)]

z€[0,1]
. ¢:. £ — FE v: F — FE
foe e f e )
b)) =g [ s W@ =sinlf(a)

1. Expliquer pourquoi ®(f), U(f) € E.
2. Montrer que V(z,y) € R?

|sin(x + y) — sin(z) — y cos(z)| < y>.
3. Montrer que ¥ est différentiable sur E et déterminer la différentielle DW(f) pour f dans E.
4. Montrer que ® est différentiable sur E et déterminer la différentielle D®(f) pour f dans E.
5. Déterminer la différentielle D(® o ¥)(f) pour f dans E.

Exercice 15. Soit f: M, (R) — R, telle que f(M) = det(M).
1. Montrer que f est de classe C! sur M, (R).

2. Calculer sa différentielle en tout point, en commencant par le faire en I'identité, puis en une matrice
inversible. On pensera a 'exprimer en fonction d’une comatrice.

3. Pour M € M, (R), on note xas le polynome caractéristique de M. Exprimer le coefficient d’ordre 1
du polynéme x s en fonction des cofacteurs de la matrice M.



Exercice 16. Soit f : R? — R différentiable et

S R — R?
¢ ( (@.y) — (f(z.y),229) )

Déterminer f de sorte que d¢(, ) soit une similitude pour tout (x,y).

Exercice 17. Soient E et F' deux espaces de Banach. On appelle L(E, F') 'espace des applications linéaires
continues de £ dans F. On dit que f est un isomorphisme de E dans F' si f est bijective et si son inverse
f~t € L(F,E). On appelle Isom(E, F') I'ensemble des isomorphismes de £ dans F.

1. Soient hy € L.(E, F) et hy € L.(F, E). Montrer que
172 o bl < [[he[[[| |

2. Soit g € L(E, E). On suppose que ||g|| < 1.
(a) Montrer que la série de terme général ¢\ converge absolument.
(b) Soit m € N. Calculer (Id — g) 30" g 9™) et (> _np9™) (Id — g).
(c) Montrer que Id — g est un isomorphisme.

3. Soit f € Isom(E, F). Soit h € Isom(E, F'). Donner une condition suffisante pour que f + h soit un
isomorphisme. En déduire que Isom(E, F') est un ouvert de L.(E, F').

4. On considére maintenant 'application

( Isom(E,F) — Isom(F,E)
¢ . f — f—l .

(a) Montrer que ¢ est différentiable et calculer d¢; pour tout f € Isom(E, F).
(b) Montrer que ¢ est de classe C.

Exercice 18. On munit R? de la nome euclidienne et I’espace des matrices carrées de la norme opérateur.

a b
= %)
avec a,b € R. Calculer la norme de A.
2. Soit f I'application définie sur R?\{0} par

_ z Yy
f(xay)_ <«T2+y2’$2+y2>

1. On considére la matrice

Ecrire la matrice jacobienne de f et calculer sa norme.

3. Montrer que I'application linéaire df ;. ,) conserve les angles dans R2.

Exercice 19. Sur quelle partie D de R3 la fonction

2 2 _ 2 2 2 _ .2 2 2 _ 2
o2,y 2) = arceos [ Y T2 4 arceos [ 2T 4 arccos A2 TV
2xy 2yz 2zx

est-elle définie ? Montrer que f est constante lorsque x,y, z sont strictement positifs. Interpréter le résultat.

Exercice 20. On considére 'application f définie par :
flx,y,2) = (ln Va2 + 2+ 2, zyexp (2), 2% +4° + 42) .
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1. Montrer que le domaine de définition de f est un ouvert de R3.

2. Montrer que f est différentiable sur son domaine et calculer sa matrice jacobienne en tout point du
domaine.

3. Calculer la norme de J¢(z) en x = (1,1,0) pour R? muni de la norme ||.||s puis de la norme ||.||1.

Exercice 21. 1. Soit une application différentiable f : R — R, et soit une application différentiable
¢ : R?2 = R. Montrer que I'application u = f o ¢ : R? — R résout I’équation
0¢ ou 0¢ ou

éTy(x’y)ﬁx(x’y) - %(x,y)a—y(a:,y) = 0.

2. Etant donné une application différentiable g : R — R, trouver une solution u de 1’équation

ou . Ou
%(x,y) +sinz a—y(z,y) =0

telle que u(0,y) = g(y) pour tout y € R.
Exercice 22. Soit c € R.
1. Trouver les fonctions f : R? — R, (¢, ) — f(t,z), de classe C! vérifiant I’équation de transport

Ouf + cOuf = 0.

2. Trouver les fonctions f : R? — R, (x,t) — f(z,t), de classe C? vérifiant 1’ équation de propagation des
ondes

O f — C2aa:xf =0.
Exercice 23. Soit U l'ouvert de R? : U = {(z,y) tq z > 0, y > 0}, et b € R. Trouver f € C!(U, R) vérifiant :

of  of _

- — =b.
o +y8y

On utilisera le changement de variable : u = xy, v = =, ou alors le passage en coordonnées polaires.
T

Exercice 24. Soit U un ouvert de R?. Soit f: U — R de classe C! vérifiant : y9, f — 29, f = 2f. On pose
g(p,0) = f(pcosb, psinf). Trouver f

1. SiU=R% xR.
2. SiU=R.

Exercice 25. Soit f une fonction positivement homogéne de degré a € R sur R”, c¢’est-d-dire une fonction
telle que f(Az) = A*f(x) pour tout A > 0 et tout = € R™.

1. Montrer que

Z:L“lazzf(x) =af(z) Vo € R™.
i=1

2. Soit @ = R2\ {(0,0)} et f : Q + R une fonction de classe C!. Montrer que f est positivement
homogéne de degré « si et seulement si :

V(z,y) € Q, 2O, [ +yoyf = af.
On étudiera g(p,0) = f(pcosb, psin ).

Exercice 26. Soient ¢ : R> — R une fonction nulle en 0 et fy : R — R une fonction paire, toutes deux de
classe C!.



1. Trouver I'expression de la fonction f:R? — R de classe C! telle que

—y O f(x,y) + 20, f(x,y) = g(x,y) et f(z,0)= fo(x) (Vz,y),

en supposant qu’elle existe; on pourra chercher f en coordonnées polaires (r,6) (avec x = rcosb,
y =rsinb).
2. Cette solution existe-t-elle si g =17

3. Si g(x,y) = xy (sans omettre de vérifier le caractére C! de f)?

Exercice 27. Déterminer les fonctions f : D C R? — R vérifiant :

) Of 2+4a Of 24y
“o0r oy oy o«

of 1—y af 242

2. =
or (x+y+1)2 9y (r+y+1)2
) R ) S
“ox (x4y)? oy (z+y)?
af 1 af x
4. Y —op 2 Y9y T
oz $+y’8y y Y2

$22

Exercice 28. Soit la fonction g définie par g(z,y) = e pour (x,y) # (0,0) et g(0,0) = 0.
T Yy

1. Montrer que g est continue sur R2.
2. Calculer les dérivées partielles premiéres de g au point (0,0).

3. Déterminer les fonctions dérivées partielles premiéres de g. Montrer que g est de classe C' sur R2.

Exercice 29 (Formule de Liouville). 1. Soient A : R — M,(R) une fonction continue, et z1,..., 2, :
R — R™ des solutions de I'équation différentielle linéaire

2/ (t) = A(t) ().
Montrer que le (déterminant) wronskien (aussi appelé (déterminant) jacobien)
w(t) = det(x1(t), ..., zn(t))
vérifie I’équation différentielle linéaire
w'(t) = trA(t) w(t);

2. Soient maintenant v : (R”,a) — R™ un champ de vecteurs de classe C* et (¢;) son flot, c’est-a-dire
que, pour tout x proche de a, t — ¢;(z) est 'unique solution maximale du probléme de Cauchy

@) = lpula)), pole) =

Montrer que

L det(e)(n)| = divu(a),
t=0

avec

6’1)1'

T

divo(z) = trv'(z) = Z

1<i<n

(z)

(divergence de v en x).

3. A quelle condition sur son champ de vecteurs vitesse un fluide est-il incompressible ?



