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Analyse 3 (L2)

CHAPITRE 4 : SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1 Convergence simple et uniforme de suite de fonctions

Exercice 1. Donner un exemple de suite de fonctions qui converge simplement sur R mais pas uniformément.

Exercice 2. Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions (f,,) dans chacun

des cas suivants.
() fala) = <= () fule) = 0?1 = ).

Exercice 3. Soit (f,) la suite de fonctions définies sur [0, 1] par,

Ve €[0,1], fu(z)=2"In (Sin (%)) .

Déterminer

lim /1 fn(x) dz.
0

n—-+o0o

oy =T

Montrer que chaque f,, est de classe C! et que la suite (f,) converge uniformément sur R vers une fonction
f qui n’est pas de classe C!.

Exercice 4. Soit f,: R — R définie par

Exercice 5. 1. Montrer que la suite de fonctions f,(x) = (1 +n%e ") définies sur R} pour o € R et
n € N* converge simplement vers une fonction f & déterminer.

2. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles il y a convergence uniforme.

3. Calculer .
lim (1 + v/ne "")dx
0

n—-+o00

Exercice 6. Soit f,(z) = %, pour z € R.
1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur R. Expliciter sa limite simple.
2. La convergence est-elle uniforme sur R ?

3. La convergence est-elle uniforme sur [1,4o00[?
Exercice 7. Soit f,(z) = (14 a")x, pour z € R*.
1. Montrer que (f,) converge simplement sur R™ vers une fonction f a déterminer.

2. En déduire que (f,,) converge uniformément sur [0, 1] vers f.

3. Montrer que (f,) converge uniformément vers f aussi sur [1,+oo[ et conclure.

Exercice 8. Soit f,(z) = (1+ £)", pour z € RT.

1. Montrer que (f,) converge simplement sur R vers la fonction f définie sur R™ par f(z) = e*.



2. Montrer que la convergence est uniforme sur [0, A], quel que soit A > 0.

3. A-t-on convergence uniforme sur R ?

Exercice 9. Soit (f,,) la suite de fonctions définies sur Rt par

(1—%)”, si x € [0, n],
0siax>n.

pute) = {

1. Montrer que (f,) converge simplement sur R vers la fonction e~*.

2. (a) Soit, pour tout z > 0, h(z) = xe~*. Montrer que, pour tout x > 0,
|h(z)] < et
(b) Pour n > 1, on pose

e —(1-2)", sizel0,n],
gn() = e sz >n.

Montrer que, pour tout z € [0,n], g/, (x) = e "hy,(x), avec

hn(z) = =1+ € (1 - f)”_l .

n
(c) Calculer hl (x), pour x € [0,n]. En déduire qu'il existe a,, € [1,n] tel que
gh(an) = 0; Vz € [0, anl, gl (z) > 0; Va € |an,n], g, (x) <O0.

1

= age " et donner le tableau de variation de g, sur RT.

d) Montrer que g, (ay)
e) En déduire que (f,,) converge uniformément vers e~ sur R*.
3. Calculer
+oo
lim Jn(x)dz.

n—+oo Jq
Exercice 10. On consideére la suite de fonctions (f,) définies sur [0, 1] par,

n(zd + z)e®
Vz € |0, 1], =
1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que 'on déterminera.
2. Montrer que, pour tout entier n > 1, et pour tout x € [0, 1],
2
nr+1

|[fu(z) = f2)] <

3. Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur [, 1], pour tout £ €]0, 1. Converge-t-elle unifor-
mément sur [0,1] 7

Exercice 11. On note I = [0, %] Le but de l'exercice est de construire une application continue f : I — R,
telle que

Veel, f(z)= l—i-;/ox (f(t) + f(£%)) dt.

On considére les applications f, : I — R définies par récurrence :

{ folx)=1, Vzel,
fop1(z) =1+ %fom (fn(t) + fn(t2)) dt.

2



1. Calculer f; et fo. Montrer que, pour tout entier n, f, est un polynoéme.

2. On note, pour n > 1,

Dy, = sup |fu(z) = fa1()].
zel

Calculer Dy et Ds. Montrer que

Vne N Ve el, |fori1(x)— fu(z)| < =Dy,

1
2
et en déduire que, pour tout n € N*,
D, < 1
n = 27
3. On pose ug(z) = fr(x) — fr—1(x).
(a) Soit x fixé dans /. Montrer que la série numérique ), ux(x) est absolument convergente.

(b) On note, pour tout x € I, S(x) =) ;~; ux(x). En remarquant que

Sn(w) = ug(w) = fulz) — 1,
k=1

montrer que la suite (f,) converge simplement sur I vers une fonction que 1'on notera f. Donner
I'expression de f(x) en fonction de S(z).

4. Montrer que, pour tout x € I, et pour tout p > n,

p

k=n+1

1
< —.
_27’L

|[fo(2) = ful(2)] =

En déduire que (f,) converge uniformément sur I vers f, et que f répond a la question posée.

Exercice 12. Soit (f,) : [a,b] — R une suite de fonctions pour laquelle il existe K > 0 tel que pour tout
n € N, f, est “K-lipschitzienne”, c’est-a-dire :

Va,y € la, 0], |fu(2) = fu(y)] < Kz —yl.

On suppose de plus que (f,,) converge simplement vers une certaine fonction f : [a,b] — R. Montrer cette
convergence est uniforme.

Exercice 13. (Deuxiéme théoréme de Dini) Soit (fy) : [a,b] — R une suite de fonctions croissantes, qui
converge simplement vers une fonction f. On suppose de plus que f est continue. Montrer que (f,,) converge
uniformément vers f.

2 Modes de convergence de séries de fonctions

Exercice 14. Soit, pour n entier, et pour z € | — 1, 1], u,(x) = nz™. Montrer que la série de fonctions > u,
converge simplement sur | — 1, 1[ et uniformément sur tout intervalle de la forme [—1 + ¢,1 — €] vers une
fonction u a déterminer.

Exercice 15. Montrer que
+oo

flz) = Z % arctan(nx)

n=1

est continue sur R et de classe C! sur R*. Est-elle dérivable en 0 ?



. . —1)n
Exercice 16. Soit V(n,z) € N* x R, u,(x) = 7(1273#
1. Montrer la convergence normale de la série de fonctions de terme général u,, sur R.
2. Soit u sa fonction somme. En déduire la continuité de la fonction w sur R.

3. Montrer que la fonction u est dérivable sur R et que sa dérivée est donnée par
+oo (—l)n
Ve e R, o/ (r)=—2x —_— .
) ( ) nZl (n2 + x2)2

Exercice 17. Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions définies sur R
_ =y
par fp(z) = o

Exercice 18. Soit V(n,z) € N* x R, u,(x) = 51“75?;‘“).
1. Montrer la convergence normale de la série de fonctions de terme général u,, sur R.
2. Soit u sa limite. Calculer la limite de u(z) lorsque x tend vers 0.

3. Prouver que
T +oo 1
u(z)der =2 ——.
/ 2 -1y

On donne Y% &= g—g. En déduire [ u(x)dz.
4. Montrer que la fonction u est dérivable sur R et que sa dérivée est donnée par

—+00

cos(nx)
Vo eR, o(z) =S L)
x u'(x) 7; 2
Exercice 19. Pour x € RT et n € N, n > 2 on pose
Tre nr
S =
(@) Inn

sous réserve de convergence.

1. Démontrer que S converge simplement sur R, .

2. Démontrer que la convergence n’est pas normale sur R .

3. Pour z € Ry, on pose Ry(x) =) <, % Démontrer que, pour tout x > 0,

1 ze T

In(n)1—e*’

et en déduire que la série converge uniformément sur R .
4. Montrer que S est de classe C' sur R1*,
5. Montrer que S n’est pas dérivable & droite en 0.

6. Montrer que 2¥S(x) tend vers 0 en +o0o pour tout k € N.

Exercice 20. On appelle fonction ¢ de Riemann la fonction de la variable s € R définie par la formule

)=

ns’
n>1

1. Donner le domaine de définition de ¢ et démontrer qu’elle est strictement décroissante sur celui-ci.



2. Prouver que (¢ est de classe C*° sur son domaine de définition et écrire I'expression de sa k—iéme

dérivée.
3. Montrer que
Vs > 1, Silgg(s)gs_l—i—l.
En déduire que ((s) ~1+ —15.
4. Déterminer limg_, 4o ().
5. Démontrer que ( est convexe.
6. Démontrer que In(¢) est convexe.
Exercice 21. Soit -
x
Vr eR, S(z) = ;HW
1. Montrer que S est définie sur R et impaire.
2. Montrer que S est continue sur R*.
3. Montrer que
Yz > 0, gSS(x)Sg—i-x

En déduire que S admet des limites a droite et & gauche en 0, mais n’y est pas continue.

4. Montrer que S est de classe C' sur R*.

Exercice 22. Soit —1 < a < 1. On considére la suite de fonctions (uy,)nen donnée par
T
vt € [0, 5} , up(t) = (cost)"a".

1. Montrer que la série de fonctions » | u, converge uniformément sur [O, g]

2. On pose W, := [? cos(t)"dt, I'intégrale de Wallis. Rappeler sa valeur en fonction de n.
3. Montrer que

™

+oo us

dt
E Wnpa™ = /2 _
ot o 1—acos(t)

4. (a) Montrer que Y20 (—1)"W,, = 1.
(b) Quelle est la limite de Y729 W,,a™ lorsque a tend vers 1~ ? Donner un equivalent de 370 W,,a"
lorsque a tend vers 17

Exercice 23. Soit (f,) : [a,b] = R et (gn) : [a,b] — R deux suites de fonctions. On suppose que la série de
terme général f, est uniformément convergente. On suppose d’autre part que la suite (g,,) est uniformément
bornée, c’est-a-dire :

dM >0, Yn e N, Vz € [a,b], |gn(x)] < M,

et telle que pour tout z, la suite (g (x)) est croissante.
Montrer que la série de terme général f,g, est uniformément convergente.
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