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Analyse 3 (L2)

FEUILLE 4 : SERIES ENTIERES

1 Rayon de convergence

Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
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Exercice 2. Aprés avoir déterminé 1’éventuel rayon de convergence, calculer les sommes des séries entiéres
suivantes sur le disque ouvert de convergence :
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Exercice 3. Soit ), -, anz", une série entiére de rayon de convergence R.

1.

(a)

Soit b, = a2, n € N. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére > b,z" est égal &
n>0

R2
En déduire le rayon de convergence de la série entiére Y sin?(5k)2".
n>0

Soit by, = an, et bap+1 = 0, n € N. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére »_ b,2"
n>0
est égal a VR.

En déduire le rayon de convergence de la série entiére Y In(1+ 5+ )z
n>0

2n



2 Propriétés de la somme et problémes au bord

_1\n
Exercice 4. On considére la série entiére ) n((nl_)l)z".

n>2

1. Déterminer le disque de convergence de cette série entiére, de sa série dérivée et de sa série dérivée
seconde.

2. En formant une équation différentielle qu’elle satisfait, calculer la valeur de sa somme S.
3. En déduire la valeur de
[N~ (Y
B nz::Q n(n—1)

Exercice 5. Soit S(x) = ), 5oan2" une série entiére de rayon de convergence 1. On suppose de plus que
S(x) admet une limite lorsque z tend vers 1~ et on note ¢ cette limite.

1. La série ), a, est-elle nécessairement convergente ?

2. On suppose désormais que a, > 0 pour tout n € N. Démontrer que la série ) a, converge et que

{ = ano G-

Exercice 6. Soit a > 0.

1. Rayon de convergence et somme de
y UUe
50 an +1

2. Montrer que pour tout b > 0,
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3. En déduire les sommes
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Exercice 7. Soit
+o0 1
fix— E sin(\/ﬁ>x”.

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.
2. FEtudier la convergence en —R et en R.

3. (a) Soit M > 0. Montrer qu’il existe un entier N > 1 et un réel 6 > 0 tel que, pour tout = € |1 — 4, 1],

alors
- ()
Zsin — )z > M.
n=1 Vﬁ%

(b) En déduire la limite de f(z) quand x — 1.

4. (a) On considére la série entiére

= 1 1
DX sin| — | —sin | —= ) | 2™
ey (R) - (=)
Démontrer que cette série converge normalement sur [0, 1].
(b) En déduire que lim,_,;- (1 —z)f(z) = 0.



3 Applications des séries entiéres

Exercice 8. Pour chaque k& € N*, on introduit la série de fonctions
(o]
n=0

1. Expliquer pourquoi il s’agit d’une série entiére. Déterminer son rayon de convergence et sa somme,
quel que soit k£ € N*,

2. (a) Montrer que la fonction Fy F»F5 admet un développement en série entiére :

Fy(x)Fy(2)F5(z) = ) cn2™.
n=0

Quel est le rayon de convergence de cette série entiére 7

(b) Calculer le nombre de fagons de payer 11 euros en piéces de 1 et 2 euros et en billets de 5 euros.
Exercice 9. On considére ’équation différentielle ordinaire
y" —2xy’ — 2y = 0. (1)

1. Déterminer les solutions développables en série entiére de I’équation .
2. Soit y une solution de I’équation , définie et de classe C? sur R.

(a) Montrer que
d [ 2d [ _,2 B

(b) En déduire I'ensemble des solutions de ’équation ().

Exercice 10. On considére la fonction f définie sur | — 1, 1] par
1
V1—a?

1. Montrer que f est I'unique solution de I’équation différentielle

Ve e]—1,1], flx) =

(1—2")y —ay =0, y(0) = 1.

2. En déduire que f est développable en série entiére sur | — 1, 1], et déterminer son développement en série
entiére.

Exercice 11. Déterminer les solutions développables en série entiére des équations différentielles suivantes,
en les exprimant avec des fonctions usuelles.

1+ 22)y" + 2zy’ = 2, zy’ + 2y + 2y =0, y — 22y =0,
y(0) =4'(0) =0, y(0) =1,4/(0) =0 y(0) = 1.

.%'2

(1—2%)y —azy=0, acR, zy” + 3y — 423y = 0, xy,_yzl—x'

Exercice 12. Montrer que les fonctions suivantes sont développables en série entiére, et calculer leur déve-

loppement.
In(1+ x) 2
X
e” cos(x), . Pt
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/e_t2dt, In(1 + z 4 22).
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