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Examen partiel

Deux heures — Sans document ni appareil électronique.

Toutes les réponses doivent être justifiées mais concises.

Mentionner sur la copie les erreurs d’énoncé éventuelles.

Chaque exercice est sur 4 points.

1. Un revêtement. — Montrer que l’application f : R
2

ý, pz, tq ÞÑ
ezpcos t, sin tq est un difféomorphisme local en tout point, mais pas un
difféomorphisme de R

2 sur fpR2q.

2. Une équation de transport. — Trouver les fonctions f : R
2 Ñ R,

px, yq ÞÑ fpx, yq, de classe C1 telles que

Bxf ` 2xByf “ 0,

et tracer leurs courbes de niveau (d’équation f “ cste) ; on pourra utiliser
le changement de variables px, yq ÞÑ px, tq “ px, y ´ x2q.

3. Calcul d’une dérivée seconde. — Soient f : pRn ˆ R
m, 0q Ñ pRm, 0q

de classe C2 telle que det Byfp0, 0q ‰ 0 et ϕ : pRn, 0q Ñ pRm, 0q telle que
fpx, ϕpxqq “ 0 pour tout x. Justifier que ϕ est de classe C2 au voisinage
de 0, puis calculer ϕ1 et ϕ2 en fonction de ϕ et des dérivées partielles de
f ; en cas de difficulté, on pourra commencer par le cas n “ m “ 1.

4. Une application localement lipschitzienne. — Soit f : Rn
ý une appli-

cation dont la restriction à tout compact de Rn est lipschitzienne. Donner
un exemple d’une telle application dans le cas n “ 1, qui ne soit pas lip-
schtzienne sur R. Puis montrer, dans le cas général, que, pour tout y P R

n,
il existe ε0 ą 0 tel que, pour tout ε P r0, ε0s, il existe x P R

n tel que
x ` εfpxq “ y.

5. Divergence d’un champ de vecteurs. — Soient v : pRn, aq Ñ R
n une

application de classe C2 (champ de vecteurs) et ϕ : pR ˆ R
n, p0, aqq Ñ

pRn, aq une application de classe C2 telle que

ϕp0, xq “ x et
Bϕ

Bt
pt, xq “ vpϕpt, xqq p@t, xq

(nous ne nous préoccupons pas ici de la question de l’existence de ϕ). La
divergence de v est la fonction div v : pRn, aq Ñ R, div v “ tr v1 (trace de
la dérivée de v). Montrer que

div v “

ˆ

B

Bt
det

Bϕ

Bx

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

;

on pourra commencer par calculer la dérivée de l’application déterminant
MnpRq ý en l’identité.
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Solution. —

1. Un revêtement. — L’application f est de classe C8. Pour tout pz, tq P
R

2,

f 1pz, tq “ ez
ˆ

cos t ´ sin t
sin t cos t

˙

,

donc

det f 1pz, tq “ e2z ‰ 0.

D’après le théorème d’inversion locale, f est donc un difféomorphisme local
en tout point.

Comme f est 2π-périodique par rapport à t, f n’est pas injective, donc
elle n’est pas un difféomorphisme sur Rn. Accessoirement, |fpz, tq| “ ez ą
0 donc p0, 0q n’est pas dans l’image de f , donc f n’est pas surjective
non plus. (L’application f s’appelle un revêtement de degré infini sur
R

2ztp0, 0qu.

2. Équation de transport. — Soient f une fonctions vérifiant l’équation
et F la fonction sur R2 définie par ce diagramme :

px, yq
❴

f

��

✤
ϕ

// px, tq
✴

F
ww♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦

fpx, yq “ F px, tq

On a fpx, yq “ F ˝ ϕ px, yq “ F px, y ´ x2q, donc
#

Bxfpx, yq “ BxF px, y ´ x2q ´ 2x BtF px, y ´ x2q

Byfpx, yq “ BtF px, y ´ x2q,

donc

0 “ Bxfpx, yq ` 2x Byfpx, yq “ BxF px, y ´ x2q p@x, yq,

donc

BxF ” 0,

donc (d’après la formule de la moyenne) F est de la forme F px, tq “ F0ptq
où F0 est une fonction de classe C1 sur R, donc f elle-même est de la
forme

fpx, yq “ F0py ´ x2q.

Réciproquement, comme une simple dérivation le montre, les fonctions de
cette forme sont bien des solutions.

Les courbes de niveau d’une telle fonction f sont, en général, les para-
boles d’équation y “ x2 ` cte (si F0 ne possède pas de points critiques).

3. Calcul d’une dérivée seconde. — Le théorème des fonctions implicites
dit que ϕ existe, est unique, et est de classe C2.

En dérivant la relation dans la direction de ξ P R
n, on trouve

ϕ1pxq ¨ ξ “ ´Byfpx, ϕpxqq´1 ¨ Bxfpx, ϕpxqq ¨ ξ.
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Figure 1. Courbes de niveau des solutions de l’équation de transport

Dérivons une seconde fois, dans la direction de η P R
n :

ϕ2pxq ¨ pξ, ηq “Byfpx, ϕpxqq´1 ¨ pBxyfpx, ϕpxqq ¨ η ` Byyfpx, ϕpxqq ¨ ϕ1pxq ¨ ηqq ¨ Byfpx, ϕpxqq´1 ¨ Bxfpx, ϕpxqq ¨ ξ

´ Byfpx, ϕpxqq´1 ¨ pBxxfpx, ϕpxqq ` Byxfpx, ϕpxqq ¨ ϕ1pxqq ¨ pξ, ηq.

4. Une application localement lipschitzienne. — Soient y P R
n et B “

Bpy, 1q. Dire que x ` εfpxq “ y, c’est dire que x est un point fixe de
φ : Rn

ý, x ÞÑ y ´ εfpxq. Notons M “ supxPB }fpxq}. Comme

}y ´ φpxq} “ ε}fpxq},

il suffit de choisir ε ď 1{M pour que φ envoie B dans elle-même. Comme de
plus le rapport de Lipschitz de φ|B vaut ε lip f |Bpy,1q, φ|B est une contrac-
tion stricte si de plus ε ă plip f |Bpy,1qq

´1. Alors φ possède un unique point
fixe. Donc

ε0 “ min

ˆ

1

M
,

1

2 lip f |Bpy,1q

˙

convient.

On peut aussi obtenir le résultat en utilisant le théorème d’inversion
locale lipschitzien appliqué à id : pRn, yq ý perturbée par l’application
lipschitzienne ǫf : pRn, yq Ñ R

n.

5. Divergence d’un champ de vecteurs. — La dérivée du déterminant en
l’identité est la trace ; c’est un fait classique vu en exercice. Donc,

B

Bt
det

Bϕ

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ tr
B2ϕ

BtBx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ tr
B

Bx

Bϕ

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ tr
Bv

Bx
“ tr v1 “ div v.


