Master M1 - Mido: 2 Juillet 2018
Rattrapage: Gestion de Portefeuille ': Durée 1h30

Notations:
Lorsque 1’on consideére une économie avec d actifs risqués Sy, So, ...Sg, on note:

7l

= la proportion a I’instant 0 des investissements dans les actifs risqués .S;

R, le rendement du portefeuille 7 sur [0, T'], m, son espérance et o son écart type.
o le taux sans risque
my I’espérance de rendement du portefeuille tangent et o son écart type

Exercice 1: [Spts]

On considere les portefeuilles suivants dont on indique: les espérances de rende-
ment E(Rp,), les bétas S (P;) par rapport au portefeuille tangent, les écarts types de
rendements o (R p,), et les risques spécifiques o (ep,):

’ Portefeuille ‘ E(Rp,) ‘ Br(P;) ‘ o(Rp,) ‘ olep,) ‘

P 6% 0.5 10% 2%
Py 21% 2 ? 10%
P ? 1.5 30% 0%
Py 11% ? 20% ?

On rappelle I’équation de la Security Market Line:
RP —Trog = ﬂT(P)(RT - To) +e€p
ou R est le rendement du portefeuille tangent

1. [2pts] A partir de la table déduire o, mr and o
Correction:
From P; and P, we get 6% — 79 = 0.5(mg — %) and 21% — ro = 2(mq — 1°)
sor? = 1% and mpr = 11%.
For portfolio 3: o(ep,) = 0 = o(Rp,) = Br(P3)or = or = 20%

2. [3pts] Compléter la table
o(Rp,) = Br(P)o(Rr) = o(ep,) =0
o(Rp,) = \/B2(P1)o2(Rr) + 02(ep,) = VIT10% = /16(10%)2 + (10%)2
E(Rp,) =1% + 1.5(11% — 1%) = 16%
E(Rp,) = E(Rr) = fr(Py) =1
o(Rp,) = Br(Ps)o(Rr) = o(ep,) =0

Exercice 2: [Spts]
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On considere un modele a deux facteurs . Dans ce modele le rendement d’un actif
s’écrit: Rp =10 +bLf1 +0%f2 +€ep

On suppose que les conditions de I’APT sont satisfaites et qu’il y a un actif sans
risque de rendement rq et trois actifs risqués 51,52, S3 avec les caractéristiques suiv-
antes :

Actifs S; E[R;] b 07
S, 12,0% 1 0,5
S, 13,4% 3 0,2
S, 12,0% 3 —-0,5

1. [2.5pts] Siil n’y a pas d’arbitrage quel est I’espérance de rendement de I’actif P
vérifiant b}, = let b3 = —17?
Correction: we find 1o, A1, A2 by solving three equations
ro + A1 + 0.5\ = 12%
ro + 3A1 + 0.2)y = 13.4%
To + 3)\1 - 05)\2 = 12%
which gives: 7o = 10%, \; = 1%, Ay = 2%.
So, E[Rp| = 10% + 1% — 2% = 9%

2. [1.5pts] On considere un actif Q tel que b, = 1 and b3, = 2. Construisez un
portefeuville d’investissement 7y = (71,72, m3) 2 partir des 3 actifs 57,552,553
ayant les mémes sensibilités aux facteurs que Q).

Correction: we solve three equations
m +3m +3m3 =1

0.5m + 0.2m9 — 0.57m3 = 2

T +me+m3=1

. . 14 =4
which gives: m; = 1, mp = 15 15

T M= T

3. [1pts] Quel est I’espérance de rendement du portefeuille mg défini précédemment
Correction: based on the factors we find E[Rg] = 10% + 1% + 4% = 15%
based on the portfolio replication we find E[Rg] = 12% + 2 x 13.4% — 12 x
12% = 15%

Probleme: [10pts]

On considere d actifs risqués S7, Sa, ...Sy4 et mp un portefeuille d’investissement
qui appartient a la frontiere efficiente F construit a partir des .S;.
Soient p et mg deux portefeuilles d’investissements construits a partir des S;.
On consideére pour tout A € R les portefeuilles:

° 7Tp7)\=>\7TF+(1—/\)7Tpet
L] 7TQ7)\:)\7TF+(1*>\)7TQ

On utilise les notations suivantes:
mp = E(R(rp)), mq = E(R(nq)), mpx = E(R(mpx)) mox = E(R(7g,x))
op =0(R(rp)),0q = 0(R(7q)), opx = o(R(mpa)) o = 0(R(Tq,2))
mp = E(R(7p)), or = o(R(mr))



. [0.5pt] Exprimer mp, ) et mg x en fonction de A\, mp, mp et mg
Correction:

mp = Amp + (1 — )\)mp

mQox = )\mF + (1 — /\)mQ

. [0.5pt] Exprimer op » et 0@, en fonctionde A, o, op et o¢ et des corrélations
de rendements pp r et pg, F

Correction:

opx=[N0%+ (1= N)?0% +2pppA(1 — A)UFUP]%

oQ\ = [/\20'% +(1- )\)20'22 +2p0,rAN1 — N)opog]

Nl

. Quel est le type de la courbe {( ;;Q’)‘ > ,A € [0, 1]} dans les cas suivants:
QA

)

a) [1pt] pg.r =1

. o o
1 un segment entre les deux points ( mF > et < Q )
F

Correction: pg r m
Q

b) [1pt] pg.r = —1

. . _ . . . op O’Q
Correction: pg r = —1 un cone joignant les deux points ( mp ) et < mo )
et qui intersecte I’acte des o = 0 (dans la plupart des cas on n’aura pas de porte-
feuille de corrélation -1).

ollpt] -1 <pgr <1
Correction: une hyperbole qui relie les deux points < or ) et ( oQ )

mp

. [1pt] Calculer les vecteurs (%), _, ( TP ) et (L), _, < TQA )

mp mQ,x
. 1 20%-2
Correction: (%)/\:1 N20%4+(1-N)205+2pp pAN(1-N)opop]z = %:UF"P
o oF — o « .
donc (i) PA ) = F 7 PPEIP ) ot on ales mémes expressions
pour Q

. [1pt] Pour quelles raisons les deux vecteurs dérivés définis a la question 4) sont
ils colinéaires ?

Correction: Les deux vecteurs doivent étre colinéaires avec le vecteur tangent a
la frontiere efficiente F et sont donc également colinéaires entre eux

. [1pt] Déduire de 5) une relation entre mp, mp, mq, Bp,r et Bo,F
Correction: On doit donc avoir
(o — pprop)(mp —mq) = (0F — p,roq)(mr —mp)

Supposons maintenant qu’il existe un actif sans risque de rendement certain my
et que 7 soit le portefeuille efficient définissant avec le portefeuille sans risque
la “Capital Market Line”. Notons IIy le portefeuille d’investissement construit
en investissant une proportion A de la richesse dans le portefeuille risqué 7



et la proportion 1 — A dans I’actif sans risque. On note my = F[R(II,)] et
o) — O'[R(H,\)].

. [1pt] Donner les expresssions de m ) et oen fonctions de \, mp, mg et op
Correction: o) = |Aop, et my = Amp + (1 — X\)mg

. [1pt] calculer (%)/\:1 ( Zz);\ >

. of
Correction:
mgE — mg

. [1pt] Déduire de ce qui précede 1’équation de la “Security Market Line”:

mp —mo = Bpr(mr —mg)

Correction: On doit avoir dans la question 8) aussi colinéarite entre le vecteur
derivé et le vecteur tangent a la frontiere efficiente /', donc on a colinéarité entre:

OF et OfF — PP,FOP
mp — Mo mgr —mp
donc op(mp —mp) = (ocp — pp,rop)(mp —mg)

= or(mo —mp) = —pprop(mr —mo)
= (mp —mo) = pp,r 2= (mr —my) cqfd



