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Durée 2h.

Les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront étre rédigées de
maniere rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invoqués, ils devront étre clairement
énoncés. Dans les deux exercices, on pourra admettre le résultat d’une question pour traiter les
questions suivantes.

Exercice 1 Soit (X,d) un espace métrique compact. A tout sous-ensemble compact K de X
on associe la fonction distance

d () = mind Vo € X.
k(@) =mind(z,y)  Vz

1. Montrer que dgi est une fonction Lipschitzienne de constante 1 :

ldk (z) — dg (2')] < d(z,2")  Vz,2’ € X.

2. Soit (K,) une suite de sous-ensembles non vides compacts de X. On suppose que la suite
(dg, ) converge uniformément vers une fonction ¢ : X — R. Soit

K :={zre X, ¢(x)=0}.
(a) Vérifier que K est un sous-ensemble non vide et compact de X.
(b) Montrer que ¢ = d.
On considere 'ensemble K des compacts non vides de X. Sur K on définit la distance
6(K1, K2) = |ldk, — di,lloo,

N

ou

| - ||oo est la norme sup habituelle sur 'espace des fonctions continues sur X.
3. Vérifier que § est bien une distance sur K.

4. Montrer que K est compact pour la distance 9.

Solution :

1. Soient z,2' € X ety € K tel que di(x,y) = d(z,y) (y existe puisque K est compact).
Alors
drc(a') < d(z') < (', 2) + d(z,y) = (&', ) + dic (o).

En échangeant les roles de x et 2’, on a de méme que di(z) < d(z,z") + dg(x'). On peut
conclure alors que
di (@) — dc(2')] < d(z,2") vV, 2 € X.



2. (a) Puisque ¢ est continue et X est compact, l’ensemble K est compact. Comme K,, est
non vide, il existe x, € K,. L’ensemble X étant compact, il existe une sous-suite
(xn,) de la suite (xy,) et un élément x € X tel que (z,,) converge vers x. Alors, par
convergence uniforme de (dg, ) vers K, on a

0= lim dg, (zn,)= ¢(2).

k——~4o00

Donc x appartient a K et K est non vide.

(b) Soit x € X. Pour tout n € N, il eziste y, € K,, tel que dk, (x) = d(x,yy,). Comme X
est compact, il existe une sous-suite (yn, ) de la suite (yy) et un élément y € X tel que
(yn,) converge vers y. De plus, le méme argument que dans la question précédente
montre que y appartient a K. Alors, par convergence uniforme de (dg, ) vers K, on

a
¢(z) = lim dg, ()= lm d(z,y,,)=d@,y) > dg(z)

Donc ¢ > dg.

Inversement, soity € X tel que di () = d(x,y). Comme ¢(y) =0, on adk, (y) — 0.

Alors

¢(x) = limdg, () <lim(dx, (y) + d(z,y)) = ¢(y) + d(z,y) = d(z,y) = dx(2).

8. La fonction 0 est bien définie sur IC X KC et est positive sur cet ensemble. De plus, si
(K1, K2) =0 pour K1, Ky € K, ||di, — dk,||cc =0, ce qui prouve que di, = di, puisque
| - oo est une distance. Mais alors

Ky ={zx € X,dg,(x) =0} = {x € X,dg,(x) = 0} = Ko.
Montrons enfin l’inégalité triangulaire : si K1, Ko, K3 € IC, alors

6(K1’K2) = HdKl - dKQHOO < HdKl - dKSHOO + Hsz - dKQHOO = 6(K1’K3) + 6(K3’K2)'

4. Soit (Ky,) une suite d’éléments de IKC. Alors la suite de fonctions (dk,, ) est équi-Lipschitzienne
(de constante 1) donc équicontinue . Comme K, est non vide, il existe y, € K,. Alors,
pour tout x € X,

dic, (z) < d(z,y) < max d(a,b),
a,beX
ou le terme de droite est fini puisque X est compact et ne dépend pas de n. Donc la suite
(dg, (x)) est uniformément bornée . Le théoréme d’Ascoli affirme qu’il existe une sous-
suite (ng) et une fonction continue ¢ : X — R telles que (dKnk) converge uniformément
vers ¢ . On sait alors que ¢ = dg ou K = {z € X, ¢(x)}. Cela prouve la convergence
uniforme de (dKnk) vers dg, et donc la convergence de (K,,) vers K pour la distance § .

Ezxercice 2 Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, avec un produit scalaire noté (-, -, )
et une norme notée | - ||. On suppose que H possede une base hilbertienne (ey,)nen (on rappelle

que cela signifie que (e,) est famille orthonormée de H qui est totale, i.e., I'espace vectoriel
n

engendré par (e,) est dense dans H. En particulier, pour tout x € H, la suite (Z(x, €k )€k )neN
k=0
converge dans H vers x). On note B la boule unité fermée de H. On définit sur B x B la
fonction
|[(z1 — 22, €n)|

o0
d($1,$2):ZTL2—H VJTl,fEQ € B.
n=0



1. Montrer que d est bien définie et est une distance sur B.
2. On suppose qu'une suite (x) d’éléments de B converge faiblement vers x € H.

(a) Démontrer que = appartient a B.
(b) Prouver que (z) tend vers z pour la distance d.

3. Inversement, soit (x)ren une suite d’éléments de B qui converge pour la distance d vers
un élément = € B.

(a) Montrer que, pour tout n € N fixé, la suite réelle ((z,en))ren converge vers (z, ey,)
lorsque k — 4-o00.
(b) En déduire que la suite (zj) converge faiblement vers x.
4. On suppose maintenant qu’il existe une distance d sur H x H avec la propriété suivante :

pour toute suite (z) de H et pour tout élément = € H, (x) converge faiblement vers z,
si et seulement si, (z)) converge vers x pour la distance ¢.

(a) Montrer que la suite (e,) (ou (e,) est la base hilbertienne de H introduite plus haut)
tend faiblement vers 0 lorsque n tend vers I'infini, mais qu’elle ne tend pas fortement
vers 0.

(b) Montrer qu’il existe une suite extraite (ny) telle que (0, ke, ) < 1/k pour tout k£ > 1.
On pose zj, = key, pour tout k > 1.

(c) Vérifier que la suite (xj) tend faiblement vers 0 lorsque k& — 400 mais que ||zg| —
+00.

(d) Que peut-on en déduire ?
Solution.

1. On note que, pour tout x1,x9 € B et n € N, on a par Cauchy-Schwartz

({21 — 22, e0)| _ [lz1 = aflllenll _ (lzall + z2lDllenll 2
- n?+1 - n?+1 - n?+1 “n24+1
puisque ||x1]] < 1, ||x2|| <1 et|le,|| = 1. Comme la série de terme général ( 2+1) converge,

d est bien définie, est positive et vaut 0 si x1 = xo . De plus, d(x1,z2) = 0 implique que
(x1 — wa,en) = 0 pour tout n € N. Comme (ey,) est une base Hilbertienne de H, cela
montre que x| = Ty .

Linégalité triangulaire est immédiate puisque, pour tout x1,xs,x3 € B, on a
| 1E2,€n | Cﬂg,en | $2,€n>|
,leg < d(z1,z3)+d(x3,x2).
, }j T }j e E }j L (01,25 ) (s, 2)

2. (a) Comme (xy) d’éléments de B converge faiblement vers x € H, on a, pour touty € H,

(,) = lim (g, y) < liminf 1] < o]l

Si on prend y = x, cela implique ||z||*> < ||| et donc ||z|| < 1. En conclusion, x € B.



(b) Par définition de la convergence faible, on a

o =z en)]

=0.
k n24+1

Or on a vu que

s —ap,en)| _ 2

0= n?+1 —n2+1
ot la série (1/(n? + 1)) est sommable. Par convergence dominée on en déduit que,
lorsque k — +o00,
.%'k, Z ’ 2 % en ‘ — 0.
n

Donc (xy) tend vers x pour la dzstance d.

3. (a) Comme (zk)ken converge pour la distance d vers un élément x € B, on a, pour tout
n €N,
{1 — @2, en)| (= men )N
h]gn U < hmz n2 = hlgn d(zp,x) = 0.

Donc la suite ({xg,en))ken converge vers (x,ey) lorsque k — +00.

(b) Soity € H. On sait que la suite (yp := > b _ (Y, en)en)pen tend versy dans H. Alors
{2k, y) — {2 0)| < @k, yp) — (@ 0p) | + [k — 2,y — yp)],

ol
[z =2y = yp)l < llz = zlllly = woll < 2y = vl

(puisque xy, et x sont dans B) et

P

Z( —x,ep)

n=0

<Z\ —z,en)|

Pour tout € > 0, fizons d’abord p tel que ||y — yp|| < 6/4, puis kg > 0 tel que, pour
tout n € {0,...,p}, on a [(x —x,en)| < €/(2(p+1)). Alors, pour tout k > ko, on a

/4

@k, y) = (@, 0) < 2]y —ypll + D [(wn —z,en)| < e
n=0

’<xkayp> - <1‘,yp>‘ =

Cela montre que ((zk,y)) tend vers (x,y), et donc la converge faible de (xy) vers x.

4. (a) On sait que |le,|| = 1, donc (e,) ne tend pas fortement vers 0 . Soit y € H. Alors
la série Y, (y,en)? converge (Parseval) et donc la suite ((y,e,)) tend vers 0. Cela
montre que (e,) tend faiblement vers 0 .

(b) On va construire par récurrence sur k une suite (ny) telle que ngy1 > nip + 1 et
0(0,kep, ) < 1/k. Pour k =1, (ey,) tend faiblement vers 0 lorsque n — +o00, la suite
(6(0,ey,)) tend vers O par définition de 6. Donc il existe ny tel que §(0,e,,) < 1.
Supposons que ny_1 est bien défini pour un k > 2. Alors, comme la suite (key,) tend
faiblement vers 0 lorsque n — +oo, la suite (§(0, key,)) tend vers 0. Donc il existe
ng > ng—1 + 1 tel que 6(0,kep, ) < 1/k.

(¢c) Comme § est une distance que que (6(0,x) = 6(0,key, )) tend vers 0, (xy) tend vers
x pour la distance 6 et donc tend faiblement vers 0. D’autre part, ||xg|| = kllen, || =
k — 400 lorsque k — +o0.

(d) On sait que, dans un espace de Hilbert, toute suite faiblement convergenct est bornée.
L’hypothese de départ de la question est donc fausse : il n’existe par de distance & qui
métrise la convergence faible sur l’espace tout entier.

Bareme indicatif : Ezercice 1 : 8 points. Exercice 2 : 12 points.



